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刖 


物理学，由于它在自然科学中所具有的主导作用，在人类文明史中，特别是在人类物 
质文明史中，占据着极其重要的地位.经典物理学的诞生和发展曾经直接推动了欧洲物质 

文明的长期飞跃 . 20世纪初诞生并蓬勃发展起来的近代物理学，又造就了上个世纪物质 

文明的辉煌.自20世纪末到21世纪初的当前时代，物理学正在以空前的活力，广阔深入 

地开创着向化学、生物学、生命科学、材料科学、信息科学和能源科学渗透和应用的新局 
面.在本世纪里，物理学再一次直接推动新一轮物质文明飞跃的伟大进程已经开始. 

但是，发展到目前的物理学宽广深厚，累积的知识浩瀚无垠.教授和学习物理学都是 
一 个相当艰苦而漫长的过程.在这个漫长过程的许多环节中，做习题是其中必要而又重要 
的环节.做习题是巩固所学知识的必要手段、是深化拓展所学知识的重要练习，是锻炼科 
学思维的体操.习题对于教师和学生双方都是重要的. 

然而，和习题有关的事都是很不起眼的事.在有些人眼光中，求解和编纂练习题是全 
部教学活动中相当次要的环节.习题集也确实是所有著作中“最低层”的，大约只有“傻子” 
们才肯做的事.“聪明人”常会找诸如习题集不应当出之类的理由，光明正大地规避掉. 

但是，在教授和学习过程中，只要是需要的，都是合理的，也总得有人去做才行.于是 
我们编委会的这些人，本着甘为孺子牛的精神，平时在科研和教学中一道题一道题地积 
累，现在又一道题一道题地编审，花费了大量时间做着这种不起眼的事.大家觉得，这件事 
终究是教与学双方共同需要的，也就是有益的.正如一个城市基础建设中，不能都去做地 
面上的摩天大楼和纪念碑等“抢眼球”的事，也还需要做诸如修建马路、下水道等基础设施 


的事 


这套《物理学大题典》的前身是中国科学技术大学出版社出版的《美国物理试题与解 
答》丛书 （7 卷).那套丛书于20世纪80年代后期由张永德发起并组织完成，内容包括普 
通物理的力、热、光、电、近代物理到四大力学的全部基础物理学.出版时他选择了“中国科 
学技术大学物理辅导班主编”的署名方式.自那套丛书出版之后，虽历经10余年，仍然有 
不断的需求，于是就有了现在的这套丛书——《物理学大题典》. 

现在这套《物理学大题典》丛书的内容,除继续涵盖力、热、光、电、近代物理到四大力 
学全部基础物理学内容之外，还包括了原子核物理、粒子物理、凝聚态物理、等离子体物 
理、天体物理、激光物理、量子光学和量子信息物理等内容.就是说，追踪不断发展的科学 
轨迹，现在这套丛书仍旧大体涵盖了综合性大学全部本科物理课程的内容. 

这次重新编审中，大部分教师仍为原来的，但也增加了一些新的成员.这次出版经大 
家着力重订和大量扩充，又耗时近两年而成.总计起来，这套丛书前后历时近20年，耗费 
了 30余位富有科研和教学经验的教授、近150位20世纪80年代和现在的研究生及高年 

级本科生的巨大辛劳.丛书确实是大家长期共同劳动的结晶. 


力学（上册) 


《物理学大题典》中包括了大量的美国物理试题 .一 般说来，美国物理试题涉及的数学 
并不繁难，但却或多或少具有以下特 色：内 容新颖，富于“当代 感”; 思路灵活，涉及面 宽广; 
方法和结论简单而实用，试题往往涉及新兴和边沿交叉 学科; 不少试题本身似乎显得粗糙 
但却抓住了物理本质，显得“物理味”很足.纵观这些，我们深切感到，这些题目的集合在一 
定程度上体现了美国科学文化的个性及思维方式的特色.惟鉴于此，我们不惮繁重，集众 
多人力而不怯，耗漫长岁月而不辍，还是值得的. 

至于这次扩充修订所增添的大量题目，也是本着这种精神，摘自大家各自的科研工作 
成果,或是来自各人的教学心得，实是点滴聚成. 

这里要强调指岀，对于学生，确实有一个如何正确使用习题集的问题.有的同学，有习 

题集也不参考,咬牙硬顶，一个晚上自习时间只做了两道题.这种精神诚应嘉勉，但效率不 
高，也容易挫伤学习积极性，不利于培养学习 兴趣; 也有的同学，逮到合适解答提笔就抄， 
这样做是浮躁的、不踏实的.这两种学习方法都不可取.我们认为，正确使用习题集是一个 
“三步曲” 过程: 遇到一道题，先自己想一想，想出来了自己做 最好; 如果认真想了一些时间 
还想不出来，就不要老想了，不妨翻开习题集找答案，看懂之后，合上书自己把题目做出 
来;最后一步，要是参考习题集做出来的，就用一两分钟时间分析解剖一下，找找自己存在 

的不足，今后注意.如此“三步曲”下来,就既有效率又踏实了.本来，效率和踏实是一对矛 
盾，在这类“治学小道”之下，它俩就统一起来了.总之，正确使用之下的习题集肯定能够成 
为学生们有用的“爬山”工具. 

丛书这次重订扩充工作是在科学出版社胡升华博士的倡议和支持下进行的.没有他 
的推动，这套丛书面世是不可能的.同时，在这次重订扩充工作里，我们得到了中国科学技 
术大学的部分教学资助，以及编委会中郭光灿和周又元两位院士和刘万东教授的支持•对 
于这些宝贵的支持，谨表示深切感谢. 


丛书的力学卷共计 12 章，题目总数由原来413道增扩为1070道.原《美国物理试题 

与解答 • 力学》由强元荣、顾恩普、程稼夫、李泽华、杨德田编，参加解题的人有马千乘、邓 
悠平、杨仲侠、季澍、杜英磊、杨德田、王平、李晓平、王琛、强元菜、陈伟、斯其苗、陈兵、李泽 
华、肖旭东、任勇、董志华、伍昌鸿、杨永安、何小东、黄剑辉、程稼夫、郭志椿•原力学卷题目 
来自美国几所著名大学(包括普林斯顿大学、麻省理工学院、哥伦比亚大学、加州大学伯克 
利分校、威斯康星大学、芝加哥大学、纽约州立大学布法罗分校)的试题和 CUSPEA 试题. 
本卷对原力学卷作了大幅度的改写.增加的题目来自强元荣《经典力学》（科学出版社， 

2003) 上、下册全部习题（其中不少选自 E . A . Desloge«Classical Mechanics 》、周衍柏《理论 
力学教程》等，部分是自拟的）.此外，还选自 D . A . Wells《Theory and Problems of 

Lagrangian Dynamics KB . B . 巴蒂金、 PI . H . 托普蒂金《电动力学习题集》、 E . r •维克斯坦 

《电动力学习题汇编》和 R . 高特里奥、 W . 萨文《近代物理学理论和习题》等- 
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第一章质点运动学 


1- 1速度、加速度、运动学方程和轨道 


M l 一物体做直线运动，它的运动学方程为 


at + + ct 


3 




其中均为常量 .求： 

(1) £ = 1 〜2期间的位移，平均速度和平均加 速度; 

(2) t = 2 时的速度和加速度. 

(1) Ax = x (2) — x ( l ) 

= (2 aH ~46+8 c ) —— ( a +6+ c ) 

— + 364" 7 c 




Ax 


+ 3 办 + 7c 


v = 


a 




t^(2) — t^(l) (a + 46 + 12c) — (a + 26 + 3c) 




= 26 + 9( 


a 


A / 


(2) v ( 2 ) = { a -\~ 2 bt -\-?> ct 2 ) \ t =2 = a J r ^ b -\-\ 2 c 

(2) = (2 办 +6“）I 

一 质点沿 x 方向做直线运动，？时刻的坐标为 x =5/ — P ， 式中 x 以米计, i 以 


26+12^ 


a 




2 




秒计 • 求 


(1) 第4秒内的位移和平均 速度； 

(2) 第4秒内质点所走过的路程. 

(1) Ax = jr (4)- jt ：(3) = (80-64)-(45-27) 

— 工（4 )—工（3) 

4 — 3 ^ 


—— 2 m 




一 1 


— 2 m 


v 


s 




(2) 先求出速度变号的时刻 


=10之 _ 3玄 


v 


10 


速度变号的时刻 t ； = 0, 此时 t 

第4秒内走过的路程 


=— s 


10 


10 


工（3) +工⑷ 


s = 


x 




X 








=丨 18.52 — 18| + |16 - 18.52| = 3.04 m 

一质点 f = 0 时从原点出发，以恒定速率向 J ： 正方向沿轨道 x 2 -\-{ y ~ r ) 2 = r 2 
运动，其中 r 为常量，: r 时又回到原点 .求： 


L 1.3 
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(1) t = ^ rT 时的位矢、速度和加速度; 


(2) 在/ = 0至/ = $了期间，质点的位移、平均速度和平均加速度. 

(1) 由轨道方程可知，质点做圆周运动.再由^ = 0时从原点出发，以恒定速率向 
正方向运动.可直接写出质点的运动学方程为 


X 


x = rsmotf 


y = r(l — cosotf) 


其中 w 为常量. 

运动学方程也可用解微分方程得到，方法如下 


y = r — 

(考虑到/ = 0时 ，x = 0，^ = 0, 开方时取负号) 


r 


X 


X 


+ 


:V 


x 




r 


x 


X X 


r x 


= v 


X 


X 


y 


2 


— x 


x 


这里 p 为速率，是常量. 

由于？=0时 x = 0 ，且土>0，所以 


dx 


r di 


V 


X 


(开方时取正号) 


rdx 


X 


vdt 


o 


0 




V 


x = rsm 


v 


V 


1 — cos 


rcos 


3 ； = r 


r 






r 


由时 o ： = 0、3；=0, 可得 


2 兀 


x = rsm 


T 


2 兀 


1 - 


cos 


r 


y = 




T 


士 ： T 时， 


VT 


2n 


x = rsm — 


― i — r 


3 


2n 


3 


y = r 1 — 


cos — 


VT 


T 


+ —rj 


2n 


2tv 


r(t) — rsin 


t\l + r 1 


— cos 






r 


T 
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^rcos 


2疋 


2 nr . 2 n 




sin 


T 


T 


T 


T 


47 t 2 r . ( 2 ^ 


4 玎 V 


2^ 


a(t) 


sm 


cos 






T 


T 


T 


T 




r 


nr 


nr 


v 


T 


T 


2 n 2 r 


T 


(^~3 1 ~\~ j) 


yj 


T 




( 2 ) 


Ar = r —T —r(0) 


^—n + —rj 




3r -/3~. 3 _ 


Ar 


v = 


T 


— T —0 


2 斤 r . 


tKO) 






T 


~T —v(0) 


v 


3?rr 


(3 / — 3 y ) 


a = 


T 


T~0 

一 质点从位矢为 r ( 0 ) = 4 y 的位置以初速度 t ；( 0 ) = 4 j 开始运动，其加速度与 

时间的关系为 a = M - 2 j . 所有的长度以米计，时间以秒计 .求： 

( 1 ) 经过多长时间质点到达 x 轴； 

( 2 ) 到达 _ r 轴时的位置. 




4 + ^ 2 


v ( t ) = a ( r ) dr + t /( 0 ) 




0 


r(t) — KO) + v(t)dt 


4：t + —t 3 t + (4 _ t 2 )j 




0 


( 1 ) 当 4 —〖 2 = 0 ,即 t ~ 2 s 时，到达: r 轴 

( 2 ) t = 2 s 到达 x 轴时，位矢为 


K 2) = 12/ 


卵质点到达工轴时的位置为 :t = 12 m，：v = 0 . 

质点沿直线从静止开始运动，其加速度与时间的关系如图 1 . 1 所示，作出速 
度与时间的关系及位置与时间关系图， 


1 , 




a/(m_s- 2 ) 


0 


；3 


6 


2 


4 


5 


t/s 


图 L 1 
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4 


解 


t <1 

一 2 + ? 1<(<3 

— 4 + / 3 <0 < 5 

—6+( 5< t <7 


a { t ) 


< 




G ) 可以是不连续的曲线，的曲线一定是连续的，由此可定出积分常数.其 


a 


结果如下 


1 


2 — 2 t - f - ~ t 2 1 ^ ^ ^ 3 


v ( t ) =人 




0 ^^ < 1 


1 3 


—\ 2 t — t 


x ( i ) = 


_ 10 + 8亡 _ 2 t 2 H - ~t 


3 ^ ^ ^ 5 


35 ~\~ 18 t 一 3 t 2 H ~ 


5<^< 7 




W 和曲线可由上述 vit ) 、 x ( i ) 的表达式逐点画出（略) . 

1. 1. 6 —质点以恒定的径向速度分量+ = 4 m • s _1 、 横向速度分量与矢径成正比，比 

例系数为 3 rad / s ， 在一平面内运动.当质点离出发点 4 m 时，它的速度及加速度的大小为 


何值? 


解 


4，作= 3 r 

取 Z = 0 时 r =0、§?=0, 积得 




r = 4t, 

= rcos<p = 4^ cos 3 亡 

y = rsin^p = 4tsin3t 

x = 4 cos 3^ — 12^ sin 3^ 
y = 4 sin 3^ + 12 tcos 3 t 

-— 24 sin 3 i 一 36^ cos 3 i 
二 24 cos 3^ — 36， sin 3, 


< p = 3 t 


x 


V 


X 


y 


当质点离出发点直线距离为 4 m 时 


□ 


□ 口 

nn 

nn 

nn 


間 _ 
□2 


口 
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□□□ 

nnn 

□□□ 

□□□ 
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+ y = = 16 


x 


而由 jc ( t ) 、: y (/) 得 


y = 16? 


x 


两式相比得 （=ls 


=V16 + 144? |f=i = 4 V^IO 

=V(24) 2 + ( 360^ |r=i = 12 VT3 


— 1 


m 參 s 


x 


^ ^1 


-2 


m • s 


: y 


X 


如 4 m 是指沿轨道的距离,则需由 


或 J : V 


rt 


^dt 


dt 


v ( t)dt = 


X 


y 


s 


0 


求出 sit ). 再由 ^(^ i ) = 4 求出 fi ，然后再求 v ( ti ) 

1- 1. 7 质点的运动学方程为 ：（1) r = (4^ + 5^ 2 ) i ~57 j (2) 

求两运动的轨迹. 

解⑴ 

运动轨迹为 


(2~h3^)i _ C2t — 3i 2 ) j 


V 


4t+5? 2 ，: — 5 


x 




5 






(2^-3 i 2 ) 


2 + 3“} 

两式消去 G 即得轨迹方程为 


( 2 ) 


x 






(x — 2) 2 — 2 (,x — 2 ) — / = 0_ 

质点沿直线运动，其速度为 P = 5*2：，其中均为常数.当 f = 0 时， 

0. 试求位置坐标与 i 的函数关系式及 t = Q 时的加速度 


X 


a 0 


dx 


解 


At — Bx 




dt 


dx 


先解齐次线性方程 


— Bx ， 


dt 




一 Bdt 


x 


—Bt 


Ce 


x 


用常数变易法解原非齐次线性方程 


-Bt 


= C(t)e 


x 


dx dC 


-Bt 


-Bt 


BCe 


e 


ck dt 


dC 


— Bt 


- BCe— Bt ^ At - BCe 


— Bt 


e 


dU 


dC = 


积分得 




Bt 


D 


C ( t ) — "TT 


^ — e 


B 


B 


A 




— Bt 


Bt 


Bt 


+ De 


+ D 




e 


e 


x 


B 


B 


Bl 


LB 


A 


由 f = 0 时 x = 0 定 D ， 得 D 


B 


□ 


□ 口 

nn 

nn 

nn 


間 _ 
□2 


口 


口 


o 


□□□ 

nnn 

□□□ 

□□□ 
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A 


A 


-Bt 


示 ( e 


1 ) + 


x = 




B 


A 


A 


— Bt 


♦ i 

r\ 


— e 


v 


B 


B 


du 


-Bt 


— yle 


a 


di 


0 时 ^ a ~ a 0 = A . 

也可直接从 r = Ar — 5；*： 对 z 求导，代入 （= 0 时的值得 




d ^: 


A - 






dt 


t=Q 


t= 0 


A - B(At Bsc ) 

某固体燃料火箭的垂直加速度为 

= 

式中 b 、 c 、 k 均为常数 W 是获得的垂直速度，#是重力加速度.在大气中运行时，#被视为 
常量.试求火箭发射后 f 秒时的垂直速度. 

先解齐次线性常微分方程 


= A 




/= 0,^=0 




— bt 


a 


cv —— g 


x -^r c 土= 0 


即 


6 + cr = 0 


得 


~ct 


^4 e 


v 




用常数变易法解 


— bt 


cv = ke 


— g 


~ yl e— ct — cAe 


^Ct 


rp ： 

U 


-bt 


—ct 


—ct 


~ct 


A e 


— rAe 


k 




— g 


(c~b)t 


- ge ct ^t 


dA [^e 


k 




(c 一 /;，、 丈 


ct 


+ B 


e 


- b 


c 


c 




_bt 


— Be 


— ct 


v ： - - - re 


I *， 


c 


由 z = o 时 


o 定出 


v 




k 


K . 


B = 


—— b 


c 


c 


k 


_ K . 


— bt 


~ct 


( e— ct — 1) + - r(e 


e 


v 




b 


c 


c 


解此非齐次线性微分方程也可用积分因子法，也可用相应的齐次线性微分方程的通 
解加非齐次方程的特解的方法，可以直接写出非齐次方程的特解为 


[ 


一 bt 


= Ae 


v 


c 


代入方程定出 


k 


A = 


c -h 
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图 1. 2中机构包括一根固定的弯成曲线的杆和一根用轴钉可绕0点转动 
的动杆 OC. 弯杆曲线的方程为 r==20sin 2 炉木块 A 和5钉在一 '起， 分别沿弯杆和直 
杆 OC 滑动.若 OC 以恒定角速度 5rad/s 做逆时针转动.求木块乂、5在 r = 10cm 处时的 

速度和加速度. 


轨道方程为 


20sin2f 


及 f 

< p = 5rad/s，p = 0 

■ 

r= 40cos2^ • <p 

r =— 80sin2ff + 40cos2f ^ = — 80sin2^ • <p 

在 r=10cm、2p=~^ 处时，木块 A . B 的速度和加速度分别为 


10 


7 T 


10cm 时 ，2p = arcsin 




r 


20 6 


r(pe 9 


x ； = r e 


— 40cos X 5 e r + 10 X 5 e 9 = 100 V^3~c r + 50e 


=(r — r <p ) e r + ( rf > + 2 r < p、e 


9 


7 T 


7 T 


— 80sin — X 5 2 — 10 X 5 


+ 10 X 0 + 2 X 40cos — * 5 X 5 c 


e 


=-1250e r + 1000 

在 r=10cm、2^=$ 处时，木块 A ^ B 的速度、加速度分别为 

0 

X 5e r + 10 X = — 100 + 50^ 


5汗 


v = 40cos 


(- 


5芘 


80sin X 5 2 — 10 X 5 


+ 10 X 0 + 2 X 40cos X 5 e 


e 




— 1000 ^ n / 3 


= — 1250 右 
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1 , 1.11 质点以恒定速率沿图示的半径为 

R 的圆形轨道运动，用图 1. 3示的极坐标写出质点 

在 0«2； r 的各个位置时的速度和加速度. 

由图 1. 3示的轨道可写出轨道方程为 

r — 2R |cos9>| 


即 


7 T 


0 < 9 ^ T 


2Rcos<p 


3^ 




— 2Rcos<p — < — 


r = 


3?r 




2Rcos<p 


7 T 


— 2Rsin<p<p 0 < <p< — 


3?r 


7T 


2Rsin<p<p 




3 兀 


— 2Rs\n<p<p — <i <p^2n 


由恒定速率 w 可写出 


v 


v 


P 






故 


2^ = 0, 


f = 0 


7 t 


— 2Rcos<p f 0 <p<C ~ 


3 丌 


7 T 


，2 


r = ^ 2Rcos^><p 


V <f< 


3 兀 


_2 


— 2Rcos<p^p — < <p< 2 tt 


注意:在士及 f = 誓， 


7 T 


无定义，这里的速度、加速度不能用其极坐标表达式，但 

这里 P 是有定义的，速率仍是连续的.用自然坐标描述加速度，在这两处 ，心 =0,〜 = oo. 


r 


在0^^ ，警的 w 、 fl 的极坐标表达式的计算略. 

显然，此题借助于速度、加速度的自然坐标表达式来写它们的极坐标表达式更简便 • 

2. 求在此 


一 质点沿心脏线 r = 2( l + cosp ) 运动，在 0 <p <180°期间， 


1 . 1 . 12 


厂 =- 


期间质点的速度和加速度. 


2(l+cosf ) ， 


-2 


= 0 




r 




r = — 2sin9? • <p= — 2 ， 


<p= ~： — 

sin ^ 


cosy 

sin 3 ^ 


cos<p * <p = — 


(p =^= — 


sirr 少 



章质点运动学 


e r r^e 9 


2e r + 




V 


r 








sin 炉 


=(r —— r <p )e r + ix<p + 2 r <p)e 


9 


0 — 2(1 + cos<p) 一 ; 


e 


sirrp 
cos 中 

sin 3 <p 


+ 2(1 + cos^) 


+2 •卜 2) 一 


e 


9 


2 


e 


(1 — cos9?)sin^ 


1 — cos<p 


h b 13 对于上题所述的质点运动，求速度平行于工轴时的^值及在此位置时的速 

度、加速度的大小， 


速度平行于: T 轴时， j ； = 0, 


y = rsin^ = 2(1 + cos^sin^ 


y— 2(1 + cos<p)cos<p^— 2sin 2 <p<p 

« 

= 2(2cos^ + cosy — 1) <p= 0 

q >= — 2 : \ 0 … 


因为 


2cos 2 9 + cosp —1 = 0 


P =60° 及 180 

180° 不在所述运动范闺内，应舍去. 
在^>=60°，用上题结果得 


得 


o 


2(1 + cos60°) 

■ —— 八 %/ 


2疗”十 2 V ^" 


— 2 备 v t — 


e 


v = 


9 


9 


0 


sm60 


(- 2) 2 + (2-/ T ) 


= 4 


v 


2(2 - cos60 。） 

(1 — cos60°)sin60 


4 ^ 3 ~e 


Z € 9 = 一 4^ 


e r — 


9 


1 — cos60° 


( 一 4) 2 +( — 4 ^3 ) 

1.1.14 离水面高度为 A 的岸上用绳索拉船靠岸，人以恒定的 速率％ 拉绳，将船的 
速度、加速度表示成船离岸的水平距离 L 的函数. 

方 法一： 直线运动即已知轨道，又知道速度的一些信息的解法. 

= h 2 + L 2 


2 


a 


2 


r 


dL 


2r 芈 = 2L 〒 


dt 


di 


dr 


今知 1 = 


，所以 


— v 0 


dt 


dL 


r 


(向左为正) 


Vo 


v — — 


L dt 


df 


L 


2L dL 


du 


Vo 


Vo 


a — 


L z 


dt 


ck 


h 2 vl 


h 2 




^0 


L 


L 
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方 法二： 作为平面运动，已知轨道和速度的一个 
分量的解法. 

由图 1. 4可知 ， rp = t ； otanf ， 已知 f = — i 。， 所以 


9 


h 




9 


L 


+ (印) 


= z^secp = 


^0 


L 


rg> 


r = 0 


图 1.4 


< p = —— tan 妒 


9 = — r tanp + ~ sec 2 <p * <p 


代入经计算可得 


<p — —tan<p(2 + tan 2 <p) 


{r — r<pY -\- (r 9 ? + 2r < p ) 


h 


代入 H 


A 2 + Z 2 ， tanp = f ，可得 


v \ h z 


Jl / 


杆以匀角速叫绕过其固定端 o 且垂直于杆的轴转动，在 t = 0 时，位于 o 点 
的小珠从相对于杆静止开始沿杆做相对于杆的加速度为⑹的勻加速运动,求小珠相对于 

I 

静系的速度、加速度与时间的关系. 


1 


r =— a 0 t ， 


沪 = o> 0 


9 = 0 


r = a 0 t 9 


ct 0 te r + -^^o^ot 2 e 9 


e r r < pe 9 


v = r 




(r — r < p ) e r -\- {rep + 2 r < p)e 




— — + 2a 0 o) 0 te 


9 


1. M6 在同一竖直面内的同一水平线上的 A . B 两点分别以30°、60°为发射角同时 
抛出两小球,欲使两小球相遇时都在自己轨道的最高点，已 知在乂 点发射的小球发射速 
率 v ao ^ 9 . 8m / s ， 求 A , B 两点之间的距离 L . 


VAosn\30° — gt = 0 

v bos in 6 0 o — 讲= 0 


其中 f 为相遇时间 


9- Sm/s f g — 9 * 8m / s 2 

L — (v A oCOs30° — ^boCOs60°)^ 

VAgsinSO 

sin 60 

z ^ o sin 30 


fVAO 




解出 


= 5 - 7m/s 


Vbo — 


— 0 . 5s 


g 



第一章质点运动学 


11 


L = ( v ao cos 30 ° — VBocosQO°)t = 2 - 8m 


1. 137在小丘上置一靶子，在炮位所在处看靶子的仰角为〃，炮与靶子间的水平距 

离为 L ， 向目标射击时炮身的仰角为 义炮弹 以什么初速度发射才能击中目标？ 

设靶离炮位的高度为射中靶子所经历的时间为 


h = {v 0 smj3)t — ~rgt 


h = Ltana 


可能得 


^0 = 


2cos/? • sin(/? — a) 


L h 18 一质点以恒定速率 


沿悬链线 


v = c 


x_ 




a 


云 （em 


y = 


(其中 a 为正值常数)运动，〖= 0时 : T = 0, 且沿: T 轴负向运动.求位矢、速度、加速度随时间 
变化的关系. 




— ^ 


X 


)i = i:sh —— 


~(e 


a 


a 


y 




— e 


a 


+ y 2 


X 


€ 


X 




士 csechj ~j 


X 




由时 jr =0， i :< C 0, 上式取负号， 


x 


csech 


x— — 


a 


dj ： 


f 


x 


cdt 


x 


0 


0 


sech 


a 


x 


ash 


= 一 ct 


a 


c 


c 


t — — aarcsh 


=aarcsh 


x 


a 


a 


「 (c \ i r / <： p 

— arcsh — t — ach arcsh — t 

L \ <2 / 」 L \ a i J 


x 


=ach 


=ach 




a 


— aarcsh 


r(t) 




p — arcsh —t $ shp — ~t f chp 

\ a I a 




c 


令 


dt 


a 


dp d 

dt 


c 


c 


chp 


a 


a 
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d 




ck 




c 


c 


arcsh —t a 2 ch arcsh ~t 

L \ a / 」 L \ a ! J 


a 


a 


ch 


I 

l 


c 


v{t )= 


r / c \ " 

ch arcsh — t 

L \ a / J 


a 




c 


c 2 1 — th 2 arcsh —— t 




a 


(O 


a 2 ch 3 arcsh I 含 ij 


ach arcsh f —^ I 


a 


在上述的计算中用了 


sh{arcsh(^)_ 


c 


r / c \ " 

th 2 arcsh — t 

— \ a / - 


a 


横向速度分量 r(p = c 2 ， ci 、 c 2 均为 
， b 为正值常量，求运动学方程和 t = 0 


1 . 1.19 某质点做平面运动，其径向速度分量 

正值常量 . t = 0 时加速度的横向分量 
时加速度的径向分量. 


r=c 1 , 


c \ c z 


a 


b 


r = cit^rc 


r=ci ， 


d<p 

J, — ^2 


{c x t + c) 


r<p— c 2 ， 


dt 


d<p = 

hi hi 


C 2 


dt = —ln(cit + c) + c f 


(p = 


+ 


(1 


由 t = 0 时 p =0, 定出 〆 = ~—\nCf 


C l 


Ci, + c 


^ln 


(p = 


(I 


c 


两边对 〖求 导， 


r<p = c 2 


rp + r <p= 0 




^2 


r <p= Ci — = 


Cit c 


C l C 2 
C\t + 


=np + 2r <p= r^p + r f <p 


a 


c 


CiC 2 


定出运动学方程为 


由？ = 0 时 


a 


b 


c x t + b 


^ln 


=cy + 6, 


(p = 


b 


c \ 


Cl c x 

C\ C\t b 


r — r<f = Q — {c x t + b') 


a r 




b 


， = 0 时， 


a 


b 
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1 _ 1 . 20 在？ = 0 时，从一点同时以同样大的速率 I 。向各个方向抛出小球 . 证明：在 
任一时刻 t ， 这些小球都位于一个球面上，球的中心以自由落体的加速度下落，球的半径 


等于 M 


证明 设小球自原点以 V 。的速度抛出， V 。与 2 轴的夹角为 a ， v 。 在 X 3 /平面上的投影 
与 : T 轴的夹角为轴竖直向上，考虑到抛体运动的加速度为 


— gk . 小球的运动学方 




程为 


= (vosinacos^t 

y = { v 0 s \ nasmj 3 )t 


x 


= ( t / 0 cosa)t — —gt 


z 


+ y + ^ + ^rgt 2 = (voO 


x 


这是一个半径为 rM 、 球心位于 0 , 0 ,— — gt 2 的球面的方程，球心自抛出点做自由落体运 


动 . 


1 * 1.21 已知一质点做平面运动 , 其速率为常量 c ， 矢径的角速度的大小为常数此求 
该质点的运动学方程及其轨道 . 设 f = 0 时 ， r = 0 ， p = 0 . 


r 2 + r 2 <p = 


? 


= 0) 






dr 


dt 


dr 


J 




o 


c 


sin ⑽ 


O ) 


这里取绝对值是考虑到 p = 0 > O， r >O 

运动学方程为 


C 


sincot , 


<p = (Ot 


r 


0) 


轨道方程为 


c 


= — \ sin<p 


CO 


1. 1. 22 如图 1* 5,一个动祀以恒定速率 r 在: r：y 

平面内沿：的直线飞行，£ = 0时在 > z = : 0 、_y = / i 点. 
导弹在 i 二0时自原点出发，以恒定的速率加运动，速 

度方向始终指向动靶.求导弹的运动轨道及导弹击中 
飞靶的 时间 . 


y 


h 


设 Z 时刻导弹位于 ( x ， y ) ，此时飞耙位于(⑽， 

(: V ) 与 : V 轴夹角 a 的正切 


/ I )，导弹轨道曲线 


x — x 
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dx vt — x 

h —— 


tana = 

dy 


y 


由导弹的速率为 2t ；， 


x z y 2 = (2v) 2 = 4 ： v z 


= g ， 上述两式可改写为 


dx 


由女 = 6 ；^ ，并令 Q 


( 1 ) 


= q(h — y) 
(1 + 9 2 )少 2 = 切 2 


Vt — X 


( 2 ) 


( 1 ) 式两边对 y 求导，简化后得 




dt 


(3) 


= (A — 


v -j~ 
dy 


dy 


dt 


由 （ 2 ) 式消去 (3) 式中的; 3 ~.， 得 


dy 


4 ^ = 4:(1 + q 2 ) m 


(4) 


ih — 3 ；) 

考虑到 5C > 0 ,（ 2 ) 式开方时只取 正号. 

对 (4) 式分离变量积分时，下限取 t = 0 时的 3 ;和 g 值 ，: y = 0， i ：=0， i ；=2 t ;， fe 9 = 


dy 


d ^: 


dy 


X 


y 


9 


(1 + q 2 y n ]oh — y 


0 


积分得 


h ~ 1 


2ln(g + 1 g 2 ) 


— In 




h 


h 


— q 


h 一 




两边平方可得 


2 ^liq == 


h 


y 


f 




y 


X 


2 A s/ r ^d 


dy 


dy = 


x = 


o 


0 


0 


积得轨道方程为 


\_{h — y) s/z — A 3/2 ] + -sfh {^/~h — ^fh — y) 


x 


3 V /r ^ 

导弹射中粑子时 ， x = t^，^y = / i ， 代入上式得 


2h 


3v 


火车能达到的最大加速度为 a ，最大减速度为/ I 求从静止出发到最后静止 
通过的距离 a 和所需的最短时间. 


3 
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画图，曲线下的面积为通过的距离1 
显然，当以最大的加速度 〜在 £=0至&期间，速度 
从零达到最大速度 
间，以最大减速度沒将速度从降为零，如图 1. 6 
所示，所需的时间最短. 


再在随后的 A 〜 期 


max 9 


— 0 = ceti 

— 0 ― + ,2) —文1] 


V 




1/2 


解出 




a (3 


1 . 1.24 直线在一给定的半径为只的圆平面内 
以等角速⑴绕圆周上一点乂转动.求此直线与圆的另一 
交点 5 的速度和加速度的大小见图 1 . 7 . 

以 f = 0 时直线 LM 与圆的另一交点与圆心 O 
的连线为基轴，图中画了 LM 在£时刻的位置， 

<p= 2(p 

B 点的速度的径向、横向分量分别为 

• 暑 

*0 ip t ^ p — R . ^ 2 中' === ~ 2^^⑴ 


B 




9 


O / R 


(p = cot ^ 




M) 时的 LM 


A 


r= 0, 


L 


Vt^r + V \ 


所以 


2R<o 






B 点的加速度的径向、横向分量分别为 

*2 

rrp = 


0 — R m A <p 2 


— 4 ： R^o 


r — 






rp + 2 r <p= 0 




-^r a\ = ^Rto 


所以 


L L 25 质点沿一平面做曲线运动，其加速度矢量的作用线在任何时刻都通过一固 


dt; 


，其中 I 为质点的速率， r 为质点到 O 点 


定点 O . 试 证明： 质点加速度的大小为 a =± 


dr 


dv 


dv 


的距离， g >0 时取正号， g <0 时取负号. 

证明 取 o 点为极坐标原点，％=0, 


1 d 


(r 2 9 ?) = 0 

为常量. 

(r 2 i>) Z • 

■ I * # 


所以 


r — r<p =- 


dU 


9= c ， 


c 


v 2 


• 2 

r L 


r 2 


+ 


9 






上式两边对 r 求导， 


# = 2 噌 I 


2c 


2(r — rp ) = 2^ 
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1/2 


4sm —^cos —cot 


1 - 


= Ra/ cos —a>t 




2 


2 X 2cos 


cot 


因〜 总大于零，上述开方取正值. 


R 2 (o 2 {2 + 2cosotf) 

Rco 2 cos ^rwt 


V 


= 4 及 


COS —0)t 


p =— 


a 


在: y 的最大值，⑽ =2 n ; r(n = 0， l ，2, …) 


= Rco 2 , p = 4：R 


a r 0, 


a 


在 : y 的最小值，⑴, =( 2/2 + l ); r(n = 0， l ，2 ，…) 

p = 0 


= 0, 


a 


smotf 


= — Rco 2 


a r 


1/2 


(2 + 2cos ⑽） 


0Jt= (2rt+l)ff 


2sin —a)tcos —cot 


— Rw 




1/2 


2 


士 2 


cos -rcot 


«rf=(2n+l)jr 


士只以 

(2w + 1)tt 




B 寸，^ = 0,而在这个时刻的近邻，均有 u 〉0, 故 

C2n + l)?r 


从轨道曲线可以判断 


0) 


- Roj 2 t = 


— £ 


CO 


> 0为无穷小量. 


£ 


a T = 


(2 打 + 1 )?r 


Rco 


O ) 


{2n + \)n 


不考虑轨道曲线、 t ； 的变化，从数字上作变量代换，令 f 
的分子、分母在^ = 0处做泰勒展开，也可得到上述结果 • 


+ J ：， 然后对4式 


(V 


一质点沿抛物线5= 运动，设路程从抛物线顶点开始计算，质点运动 


3 


的路程与时间的关系为 s = bt Zj rct,A^b^c 均是正值常量，试求在顶点时质点的切向加速 
度和法向加速度. 


方法一： F 加 2 +山 


ds 


亍= 2汾+ c 


V 


At 


dv 


〒 = 2b 


Ur = dt 


: Ar 2 , 


夕 = Ax x 


y = 


v 2 — x 2 -\- y 2 = x 2 -\- {Ax xY = i： 2 (l + A 2 x 2 ) 


设 t = 0 时，土>0, 


c 


V= X 
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2bt -- 


c 


( 1 ) 


x = 


2b 


2bt + 


c 


Ax x 


x = 


2b 


Ax{2bt + c) 


( 2 ) 


(1 + Ar 2 ) 


y= A x z Ax x 

在顶点时 ， f = 0， x = 0, 由 （1)、（2)、（3) 式得 

X = 2b, 


(3) 


: V 


Ac 2 


a 




方法二 :用曲 率半径和轨道方程的关系. 

对于用直角坐标表达的轨道 方程 : y = ： yC 2：), 可以证明有下列曲率半径的公式（见 
h 2. 8题）. 


P = 


y ; i 


da: ’ 


d 2 y 

dx z 


其中 


^ — 


: V = 


在顶点 ，: c = 0 ，i = 0, 


y = Ax 


= 0 


y ff 


A 




(1 + 0 2 ) 3/2 


1 


p = 


A 


A 


Q2bt ~h c) 


v 


= Ac 1 


a 


P 


A 


t=0 


曲柄 OA = r ， 绕定轴 O 以匀角速 OJ 转 
动，连杆 AB 用铰链与曲柄端点 _ A 连接，并可在具有 
铰链的 滑套# 内滑动 • 当 p =0 时,>1端位于滑套 N 

处. 已知 AB = Z >2 r ， 求当9?=0时，连杆上 B 点的速 

度、加速度的大小，切向加速度、法向加速度和轨道的 
曲率半径(见图 1.8), 


12 


取直角坐标 Oxy^x 轴沿 OiV 方向， 3 ;轴竖直 


向上点的坐标 


7 V 


HWW. 


= rcos<p + /sin 见 


= rcos 沪 + /cos — 


x 


2 


I — f 


± 


y = rsin^ — /sin 


= rsin^p — /cos 


2 


2 


叉 • f _ 




x= — rsin<p<p - /cos 


rcosm<p + —Icocos 
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y= rcocos<p + —Icosin 见 


1/2 




(roO 2 + —lw — rlco z sin 


v 


X 


y 


x = — ra> 2 cos<p — —lco 2 sin 览 


4 




y = — rco 2 sin<p + —la/cos 


4 


1/2 




+ y 2 


(ro> 2 ) 2 + —lco 2 —二 Ww 4 sin 


a 


sc 




4 


1 dv 2 




— - ~ rlco^cos 见 


a z — 


dt 2v 


4^ 


0 时， 


1/2 


r 2 + +/ 2 


0) 


V 




4 


1/2 


2 


(16r 2 +Z 2 ) 


0) 


a 


—a) 


4 


rlco 2 

2 ( 4/^+/ 2 ) 1/2 


.1 


rlco 3 = — 


a r 


1/2 


4<>i| r 2 ^ ~/ 2 


8r 2 + l 2 

i_ • n t 、， 9 

rl 2 ) l/ 


?\l/2 


— a ：) 


CO 


2 


t 


i “ r 


(4r 2 ^ / 勺 3/2 
Sr 2 + / 2 


2 


V 


a 


n 


质点尸沿一平面曲线运动，其加速度矢量的作用线与曲率圆交于 A 点，尸 A 


番 


» 


2v 


间距离为 A 试证: 质点的加速度大小为 

证明 图 1.9 画出了质点位于 P 点时的 
画了质点轨道在尸点的曲率圆 ， iM = /,PS = 2 i ?，《 为 

与《间的夹角， A 为曲率圆的半径. 


，其中 Z ； 是质点的速率 


a = 


和 fl ， 


r M 


r 、 


n 


At 


r n 


n 


p 


a 


\ A ^ 


a n = acosa = a 


2R 


2 


a 


v 


O 


a 


n 


R 


a 


n 


2v 


v 


所以 


a 


a 


2R— R 、 

某个在平面上运动的质点，其速度的 > 分量 
为常量.试证其加速度值 a = <， 式中^为速率 ，户 为 


B 






y = c 


cp 


曲率半径 


证明 v 2 = x 2 + y 


2 
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dv 


2t ； ^ = 2(± + y y) 


_1 ♦♦♦l 罨 •_ 

av _ x x -r y y 


a 


df 


x 




a = x 


y 


x 


x 


2 


a 


a — — 


rt 




y 


p = 


• • ■ 擎 * _ 

x y 一 y x 




今夕 


0, a = I x I ，代入上式 








v 


v 


P = 


— C X 


ca 


v 


a 


cp 


7 一质点的运动轨道为对数螺旋线 r = & '其中均为正值常量， 

正值常量）»^ = 0时，位于 r = b 、< p =0 处. 求质点的速度和加速度的大小以及曲率半径随时 
间的变化规律. 


( C 为 


kb 々 <p 、 


r 




c 


—k 平 


b ct <p= 


r= c ， r = 


ib e 


= [ e k9 d<p 


0 


0 


(p = - 


k 


c 


V 






k 


d 幻 


a r 1 , 0 


dt 


r = 0 


c 


c 


—k<p 


— 2k<p 


f = - -re 


(p：ZZl - 


e 


b 


kb 


r — r<p = — b& k? 


c 


c 


—kfp 


—k^p 


a 


ib e 


¥ b e 




C 


c 


k 2 (b + ct) 


=rp + 2 r 9? 


a 


9 


C 


c 


= 


— 2k 乎 


— kip 


-- 2c 


e 


— e 

kb 


kb z 
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c 


C 


—k<p _ 


kb e 


k(b + Ct) 


c 


c 


a 


CL ~ 


k 2 (b + cO 


9 


k(b -\- k 


c 


— Ur = |a I = 


a 


a 


k 2 (b + 


c 


(1 +々 2 ) 


k 


V 


Vl + k 2 (b + ct) 


P= ~r 




a 


c 


k 2 {b + ct) 

质点做平面运动，轨道方程为 ^ = 3^(^) ，试证 


« 




P = 


y， 


d 2 y 

dx 2 


式中 p 为曲率半径， y=h 


ft 


= 


djc 


证明 


y = y(x ) ， 


: y = :v 工 

+ 夕 2 = 土 2 (1 + y 2 ) 

+ y x 


V 


X 


y = y 


X 


+ ( y ' i ： 2 + y xY 

v 2 a z — ± 2 (1 + y r2 )[_x 2 + (y’i 2 + y x) 2 ] 

= 土 2 (1 十 y 2 )[3： 2 ci + y 2 ) + y 


X 


X 


y 


a 


+ 2 x 2 爻 y y’] 


tf2 *4 


J ： 


对 V 的式子两边对 r 求导， 


2 x 3:(1 + y 2 ) + 2 Jo 2 y f y 


〃 


2va r 


x 




= 土爻（1 + y 2 ) + i 3 y f y 


va T 

v 2 a 2 r = x 2 x 2 {\ + y 2 ) 2 + ± 6 y f2 y ，f2 + 2 土 4 'xy'yW + V 2 ) 

v 2 al = v 2 a 2 — v 2 a 2 t = x^y ff2 


4. m 


6 


a 


土 2 (i + y 2 ) i + y 


X 


a 


v 


土 2 (i + y 2 > 


p =— 




〃 


y ,f 


y 


a 


x 


(的， （ r 、 p 为极坐标），求轨道上各点的曲率半 


已知质点的运动轨道为 


令 




径* 


dr 


r =^ 9 = r ^ 


V 


2 


9 + r f <p, 


〃 


r 


2 


2 


.2 


— r<p — r tf <p r f (p — rep 


a 


r 
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rep 2 r < p = rxp 2 r f <p 


a 




n dv dv 2 

2v Tt = ~ d ^ 


2 r r r u <p + 2 r fZ < p<p + 2 rr f <p + 2 r l < p<p 




dv 


( r ’ r ” <p + r n <p rr f <p + r z < p ) 


= 士 


ar = dt 


当 p >0 时，上式取 + 号， f <0 时，取一号 


+ <2黎一 Ur 


2 


a 




( 厂 ，2 + r zy/2 

~ | r 2 + 2 r ;2 — rr ff 


P = — 


1. 2. 10 求 1. 1. 10 题所述轨道在 r = 10 cm 处的曲率半径 • 

方法一 : r = 20sin29 


5 tt 


n 


=10 cm 时， 


2 p = 亍及亍 


曲率半径只与轨道有关，与质点运动的快慢无关，为利用 1. 1. 10 题的结果，用 p = 


5rad/s. 


r 2 + r 2 ^ ^ (1600 cos 2 2 p + 400 sin 2 2 p ) <p 

1 dv 2 

r - 2^ dT = 

, ( 1200 ) 




1200 


sin 4^ • <p 


v 


sin 2 4 f > • <p 




在 2 史•，空，均有 v 2 — (± 100 ) 2 + (50) 2 = 32500 cm 2 / s 2 , sin 2 4^= 


+， a 2 r = 519230. 76 cm 2 /s 


4 


从 1. 1, 10 题的解可见，在，也有相同的 a 值，故也有相同的 a „ 值 〆 又相 


同，故 P 也相同. 


a 2 (- 1250) 2 + ( 士 1000 VT ) 3 = 4562500 cm 2 /s 


2 


a \ = 2010. 788 cm/s 


a 


v 


p — —— =16* 16 cm 


方法 二:用 上题给出的曲率半径公式， 


r ’ = 40 COS 29 N 


80 sin 2 f 


2 \ 3/2 


1 400 sin 2 2 沪 + 2 X 1600 cos 2 2 f + 1600 sin 2 2^| 
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3/2 


vT 


+ 400 


1600 ± 


16 * 1 6 cm 


+ 3200 + ^ 


2000 


式中出现的士对应于2^的不同取值，时取+号，2^>=^时 取一号 ，可以看出，两个 
2^值处相同，与方法一的结果完全相同. 


1 . 3 质点的相对运动 


一直升飞机在离地面 4. 9 m 的高度以 4. 9 m / s 的恒定水平速度飞行 ，一 包裹 
从直升飞机上沿水平方向丢出时相对于直升飞机的初速度为 12 m / s ， 方向与飞行方向相 


1 , 3 . 1 


反.求 


(1) 当包裹落到地面时，它与直升飞机的水平距离； 

(2) 包裹刚要着地时其速度矢量与地面的夹角. 

解由于飞机相对于地面在竖直方向无相对速度，无论以飞机为参考系还是以地面 
为参考系，包裹在竖直方向均做自由落体 运动. 设飞行高度为△，落地时间为^ 


h = —gt 


2 h 


2 • 屯 9 


— Is 


g 


( 1 ) 以飞机为参考系，包裹刚落地时，它离直升飞机的水平距离为 

/ = 12 X 1 

(2) 以地面为参考系，水平方向取飞机飞行相反的方向为正，竖直方向取向下为正. 
水平方向做匀速运动. 


12 m 




12 — 4. 9 = 7. lm/s 


17 /= 


刚要落地时，包裹竖直方向的速度 


1；丄 = gt = 9. 8 X 1 = 9* 8 rn/s 

刚要落地时其速度矢量与地面之间的夹角 


以丄 


= 54 


<p = arctan 


v // 


一 列火车在刮着北风的雨中以 30 m / s 的速率（相对于地面）向正南方行驶. 
--在地面上静止的观察者测得雨滴的路径与竖直线成25°角，火车中的观察者看到雨水 

在车窗玻璃上的径迹是竖直向下的.求雨滴相对于地面的速率. 

解火车中的观察者看到雨滴竖直向下运动，可见雨滴相对于火车的水平速度分量 
为零，雨滴对地面的水平速度分量等于火车相对于地面的速度， 


1. I 2 


V//— 30 m/s 


设雨滴相对于地面的速率为 v , v //= vsin 2 b % 


= v [— = 

sin 25° 


71 m/s 
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1.3.3 —架飞机在静止空气中的速率为 60 m / s , 风的 
速率为 30 m / s ， 飞机仍能向北以 60 m / s 的速率飞行.求：（1) 

风向； （2) 机头的指向. 

解 设风向偏离正南西偏的角度为/?，机头指向偏离正 
北东偏的角度为《(向东北方向——相对于地面），如图 1. 10 
所示，图中以地面为静止参考系、风为动参考 系，％ 是风的绝 
对速度，％是飞机的相对速度是飞机的绝对速度. 

v = v x = 60tn/s， == 30m/s 

w e cos 汉 + v r cos/3 = 

sin/? = 0 

60cosa + 30cos/? = 60 
60sina — 30sin/3 = 0 

sin/? = 2sina 


v 


v 


机雜向 


V 


e 


a 


p 


风向 


图 1.10 


v 


v e sina —— v 


( 1 ) 


( 2 ) 


由 （2) 式， 


代入⑴式，得 


1 — 4sin 2 a = (2 — 2cosa) 2 = 4 — 8cosa + 4cos 


a 


解出 


±29 


o 


a=arccos 




/? = arcsin(2sina) =士 76 


o 


第一种 情况: a =29°、々=76°， 如图 1. 10 所示那样. 
第二种情况 


29°、/?= —76%风向东偏76%更接近西风的西南风，机头指向正北 
偏西29°，在图中以 I ；的正北方向为基轴,顺时针转动，《为正值，逆时针转动，为正值. 

13. 4 一 飞机带的燃料，在无风的情况下，以 I ；的速率飞行，可飞行来回的总路程为 
R. 今在有风的情况下，要向北偏东 <角的方向去执行任务，并飞回基地.若风向为北偏 
东，风速为 u . 问该机能飞离基地多大距离？ 

以风为动参考系,《为牵连速度，分别为飞出和飞回时的相对速度， 
分别为飞出、飞回时的绝对速度 . wi = | t / 2 | 

取直角坐标系，正向向东 d 正向向北.将上述各速度用此坐标系表达 


a = — 




V. 


— ucosaj 
Vi = i + v^os^j 


= — usinai 


in 


(z^sinp + usina)i + (t^cosp+ ucosa) j 


^ j 


Vi = V l — 




t ; 2 = — v 2 sm<pt — v 2 cos<pj 

t/ 2 = Vi — 

(■o^in^ + ^sina ) 2 + (t^cosp + wcosa ) 2 = v 2 
( — V2sin^> + usina ) 2 + ( — v 2 cos<p + ucosa ) 2 = 


= (— u 2 sinp+ wsina)i + ( — v 2 cos<p + ucosa) j 


^\v[\ = \v f 2 \ 


V 


化简后得 


v\ + u 2 — 2uviCOs(<p — a) 


V 
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v\ + u 2 — 2uv z cos(<p — a) 


v 




y 


V 


— U 


9 


^1 




U 


^2 


1 . 11 


解出 


Vi = — ucos 


^2 = 


设分别为飞出和飞回所用的时间， 


= V 2 t 2 


R 


^ 1+^2 = 


V 


解出 


Rv 


v{v x + v 2 ) 


能飞离基地的最大距离 


R(v 2 - u 2 ) 


RviVz 

viv x + V 2 ) 


S = Viti = 


蒸汽轮船以 w 的速度向南航行，船上的人看到烟 
囱中冒出的烟向东方向，若船速增至船上的人看到烟向东 
北，若烟从烟囱冒出后立即按风速运动，求风速. 

取船为动参考系,为两种情况的牵连速度，船上 
的人看到的烟的走向是烟的相对速度的方向. 

画各速度矢量的关系图，如图 1. 12所示.竖直向下为向南 
方向 * Vi ^ V 2 均向南，有共同矢尾，从 1 ^ 1 、■& 2 的矢端分别向东和向 
东北方向作直线，交于 A 点，从％、％的共同矢尾 o 到 A 点的矢 

量即为烟的绝对速度矢量，即风的速度矢量 V ，图中画的分 
别是两种情况下风的相对速度.由图可得 


1.3 


图 1. 12 


V 
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+ ( v 2 — W ) 


V 的方向为向南偏东 a 角， 


^1 


^1 


a = arccos — = arccos 


v\ + {v 2 — 


M 


一 ^ 个小环 Af 同时套在两根细棒上，棒 
AB 以速度％沿垂直于的方向移动，棒 CD 以 
速度％沿垂直于 CD 的方向移动，两棒始终处在同 

一 平面上，两棒夹角为《，如图 1. 13所示.求小环 M 

的速度. 

取棒为动参考系，单位矢量 f 沿方向，/沿％方向. 


L 3 


B 


舍 


A 


^2 


1. 13 


v M = Vij -f v rtAB i 


再取 CD 棒为动参考系， 


v M = v 2 sinai — v 2 cosaj + t； rtCZ) cosaj + t； rTCD sinaj 
vj + v r ^ AB i = (v 2 sina + t; rjC£) cosa)i + (— t; 2 cosa + iv ， cz)Sina) 

Vi = — i 2 cosa 十 t； r ’ C£) sina 

= v 2 sina + v rfC D^osa 


(1) 


( 2 ) 


图 h 14 


式 （2) Xsina —式 （1) Xcosa ， 解出 


=ViCOta -\- v 2 csca 

v M — (t^iCOta + v 2 csca)i + v x j 


心为半径均为 i ? = 5 cm 的两个大圆环处在同一平面上 . B 环固定 ， d 


1 . 3.7 


环沿着连线向 B 环运动.另有一小环 M 同时 
套在两个大圆环上.当 A 环运动到 a = 30° 时, A 点 

\加速度 心 = 0. 求此时小环 


的速度 V A = 5 cm 




S 


M 的速度和加速度的大小. 

方法 一：在 所求位置时，从点的牵连速度 

相对速度 W 和绝对速度如图 1. 15所示 . tv 沿 

A 环的切线方向， tv 与 AM 垂直,沿 B 环的切线 


v 


€ > 


图 1. 15 
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方向， VM 与从 B 垂直 • ％与 AS 平行 • 在图示位置，《=30°，可得^3=7=60 


一 1 


= 5 cm 


s 


V M = v 


V 


取 X 轴, B 为原点， AB 方向为正方向 


— 2Rcosa 


A = 


d:r 


A 


= 2-Rsina a 


Va = 


dt 


d 2 x 


A 


ZRcosa * a 2 + 2Rsina 


a 


= 


dk 2 


= 0,从上述两式得 


-1 


在 a =30 


= 5 cm 




s 




= — v ^~ 


-2 


Is -1 , 


s 


a 


a = 


M 点的相对运动是以 A 为圆心、半径为 i ? 的圆周运动， 

— 5 


一 2 


切向相对加速度 

法向相对加速度 a n , r =R ff 2 = 5 cm 
M 点的牵连加速度，此时为零，〜 = 0. 


cm • s 


a = 


-2 


S 


—1 


+ a^ r = 10 cm 


s 


a 


a 


r，r 


方法 二:此 题也可不做相对运动问题，直接对 M 点的 u 坐标(原点在 B 点，如图所 

与《的函数. 

有一与工轴夹角为45°的直线，以速率 u 垂直于直线的方向向 I 轴负向轴 
正向运动.设在 z = 0 时，它与悬链线 


，它们是 i：A 


示)求导， 


工 A 


= x ja My = y 


1爭3 




I 


a 


亍 （ e“ 十 e 。 


：y = 


(其中 a 为正值常数)交于 i = o 处，求此交点的速度作为时间的函数 • 另一个交点移动的 

速度又如何随时间变化？ 

以直线为动参考系. 


、、 vT 


UJ 




v 


V ^2~ 


V ^2~ 


wi + 




V 


ill 


若 P 为 p 与 X 轴的夹角， 


_ / \ - 
」 d ach — 

— L \ a I J 


x 


=sh 


tanp = 


dx 


dx 


a 


x 


= —— sech 


cos<p = —— 


a 


MM 


X 


X 


X 


—th 


— sech 


sin<p = tan<p * cos<p = sh 


a 


a 


a 
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x 


x 


i^sech 


— vth 


v = vcos<pi + vsm<pj 






a 


a 








V = V 


e 


^(xv-u) 


— 汐 sechl — 


所以 


( 1 ) 




a 


^2 


X 


— vth 


(w + 汉） 


( 2 ) 


a 


式 （2) —式 （1)， 可得 


vT 


u 


V 


sech I — — th — 


a 


a 


V^^/sech 土 

\ a I 


x 


— t;sech — 


x = 


th — I — sech 


a 


: r 


a 


a 


vy^sh(^) 

\ a / 


x 


z；th 


尸 — 


a 


shl ~ I — 1 


a 


-fi 


(i 工 


u 


dt 


shl ^ i - 1 


a 


' Tshf —)- l]cLr = f 

JoL \ a I 」 J 


r 


udt 


o 


achl — 


=ut 


— X 


a 


对于另一交点，也像上述那样写等.从图 1.16 可见， 《, W 的式子仍适用， ta 叫的 
式子也一样， cospsinp 的式子负号改成正号，因而与 （ D 、（2) 两式相应的式子以及由它们 

解出的 z ; 均差一负号，但最后得到的土、>的式子也 
是适用的. 


y 


V 


对于另一交点，对 ^ 


U 


9a 


积分， 


x 


sh 


u 


— 1 




a 


la 


x 


= ut + 


ach 


(3) 


c 


X 


V 


a 


5a 


0 时，另一交点的 


坐标满足 


U 








3a 






~( e a + e a ) — ach \ — 


a 


y = 


a 


o 


45 


a 


y ~ x a 


O a 2a 


x 


—2a —a 


满足 


图 1. 16 
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ac\i\ — 


(4) 


— a 


a 


式 (3) 令？=0,再与式 (4) 比较，可定出(:，可见 


= ut 


ach —— 


对另一交点也同样适用. 


用相对运动理论求 1. 1. 24题中 B 点相对于直线 LM 的速度和加速度. 

取 LM 为动参考系，它是一个转动参 
考系，要求 B 的相对速度 XV 和相对加速度〜，今 
用图 1. 17中的 a 为参量及 
量表示它们. 


13 


a 


參 


M 


少 


坐标的单位矢 






B 


v— R <p= • 2 2R(^ 

v r — vsina = 2R^sina 

(cosai + sinaj) 

27 ? ⑽ ina(cosaf + ^inaj) 




9 


R 


0 


L 


V r = — V 




a e -\- 2 (o X V 

沿 MO 方向，指向 O 点， 




图 1. 17 


r (i 


=A f = AR a = ARco 


沿方向，规定指向 z 的方向为正 
有两部分，一部分沿~方向，为 


yj 


一^部分沿％方向，为心.今 


0, 


a 






= 2Rco 2 cosa 


= 2Rcosot 


a 


山 A :，2 a ) Xw r 在 a r 方向无分量 • 

在 & 方向的分量为 4 ,Rw 




cosa f 

= ARo/cosa 


= 2R<jo 2 cosa 


所以 


= — 2R^ 2 cosa( < cosai + sinaj) 


1, 3.10 —个半径为尺的转盘绕通过盘心的垂直盘面 
的轴以恒定角速度⑵ 转动 • 两个小孩 a 和五相对于圆盘静 
止于盘的边缘， ZAOB =90。， 用图画出在图 1. 18所示位置, 

A 看到的 B 的速度和加速度，标明大小和方向，分别选用以 

A 为原点的平动参考系和转动参考系. 

对静参考系， A 点的速度此时沿切线方向向左，加 
速度指向圆心，大小分别为⑴尺和 < o 2 R , B 点的速度此时沿切 

线方向向下，加速度指向圆心，大小分别为 w 尺和 

用 A 点平动参考系，5点的速度为 W — IM ， 加速度为 

均为对静参考系的.相对速度大小为 A 方向与 AS 垂直向右下 

方，相对加速度大小为 々 rvi ?， 沿方向，如图 i * 19所示. 


A 


B 


0 


图 1. 18 


1 


A^Vb^Va^^B 


1 




A 
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d 


-sin^ 




= — l(o 


I + cos 


J 


dt v 


4 


f - rcos 9 )i + J 

Cd i \ 


—/cos ^r 


—— —/sin 


+ 


— rsin^ j 




O ) 


e 


4 


4 


当沪 = 0 时， 


v — ~ l<oi + rcoj 


rwH + ~ vl^ 2 j 


a 


4 


取固连于 OA 以 O 为原点的转动参考系，为了与 1. 2. 4 题的结果比较，取固定的 

坐标， x 、： y 轴均与平动参考系所取的 u 轴分别平行，如图 1.21 所示. 

v e = OB (p ( sin 历 + cosdj ) 


JO 


y 


dOB 


= v r i + v r2 = ~~ (cos 历 一 sin 8 j ) + OBOp + 6)(— sindi — cosdj ) 


v 


dt 






OBsind = \ l — 2rsin 


(tt — 9 ) = /cos 


— rsin^ 


sm — 




/sin ^ + rcos ^ 


OBcosO = r + l — 2 厂 sin 


cos ~ (?r — < p ) 




y 


A 


N 




JC 


O \0 


€ 


a 


e 


B 




rl 


图 1.21 


上述两式两边分别对 £ 求导， 


dOJ 5 


sin ^ = — —Isin 孕 


OBcosd d + 


( 1 ) 


< p — rcos < p<p 


dt 


dOB 


cosd = : /cos 孕 


OBsind d + 


( 2 ) 


< p —— rs \ n < p<p 




ck 


V = v e + v r 


dOB 


dOB 


sind j 


OBsind ^ + 


cosd f + — OBcosd d — 




dt 


dt 


号— ra > sin<pj i + ( 


Icosin + ra > cos<p j 


—/ o>cos 




+ A +1， 其中涉及的量可从对 (1)、（2) 两式两边 


求 fl 也可先写出 


A ， 再用 


a = 


71 


e 、 wr 、 


e 
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分别对£求导获得，这种方法比较繁琐，我们用《 = ¥的办法 


碡 


ck 


I 

\ 


d v 


丄 Wsin ! 


l<o 2 cos 孕 


— ro) 2 cos<p i + 


— rco^sm<p\ j 




dt 


4 


4 


< p = 0 时， v 、 fl 均有 1. 2. 4 题解得的结果 • 

取以乂为原点有平动又有转动、转动角速度为士=如的动参考系，表达的坐标系只作 
平动，如图 1. 22所示. 






v e = v eX + v e2 — rco (— sin<pi + cos(pj) + lco 


i — sin 


cos 


- cos - sm 






i + sin 


Z/3 


—— —Lco 


cos 


v 




y 


Vel 




A 


X 


a e\ 


<P ¥ 


N 


O 


a 


^e2 


B 


v 


图 1.22 






7T 


7T 


其中用了 l ^=< p +< P =< jH - 


了 + 


(- 




, i P 

raising + ⑴ cos 


+ rcocos<p + ~/^sin 


y z= x^ € V 




■ .£ 


i + cos^ 


2 


2 


(— cos<p i — sin^pj) + lco 


sm 


= r ⑴ 




€2 


€ 


^ri + cos 




sin! 


=/ /? 2 — 


+ 


— sm 


cos 


2 


4 


. <p, 

sin -~i — cos 




= 2<^k X v r = lu) 


J 


c 


Ti 


e 


c 


j 

\ 




r<o 2 cos<p - ~lco 2 sin 寻 


ra) z sin<p + ~l(o 2 cos 


9 

l 十 




4 


d v 


可以更简便得到结果. 

1 . 3 . 12 平面 I 可绕通过固定点 a (在平面 I 上）的垂直轴转动，平面 I 可绕通过0 2 
(固连于平面 I ) 的垂直于两平面的轴转动.若叫=叫,如图 1.2 3 所示•证明在静参考系中 
平面 I 作平动. 


当然，用 


dt 
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提示： 只要证明平面 I 上任一点 A 的绝对速度与 Z 的位置无关即可. 
证明取平面 I 上任一点乂，此时 a 与<^、 0 2 的距离分别为 
连线的夹角分别为〃、/?，如图 1 . 24 所示. 




m ， 


mr\ 


o > r 2 




A 


n 




o 2 


o 


B 


图 1.24 


图 1.23 


取平面 I 动参考系， d 点的牵连速度为 wn ， 相对速度为，如图 1 . 24 所示 . A 点的 

绝对速度是上述两个速度的矢量和（令叫=%=出). 

绝对速度沿 0,0 2 方向的分量为 


o>r 2 sin/? 


— coriSina = (AB — AB)oj = 0 


绝对速度沿与 o x o 2 垂直方向的分量为 


cor^osa + cor 2 cos/3 = co^OiB + B0 2 ) 


0,0 


CO 




均与 A 点的位置无关，说明此刻平面 I 上各点均有同样的速度，平面 I 跟随 0 2 点作平 
动， o 2 点绕 a 点以角速度⑴转动可以是时间的函数. 

1*3 - 13 


个质点在巧平面内的运动学方程为^ = /( 0 ，> = 〆 £)，此平面以等角速 

⑴ 绕过原点在平面 上与: 轴的夹角均为 45 °的固定轴转动.求质点对静参考系的速 
度和加速度(用动坐标系表达) • 


-fl 


co(i + k) 




VY 


⑴ （ 一，•十 /o 


x y = 


^ X I = ， 


vT 


X fc — 

=/(Oi + g(t)j 

h +/! + 


⑴ 3 




dr 


倉 J 十 g 


V 


dt 






dt 


=/1 + /^ X i + g j + g(oX j 




VY 


a>gk 


1 + 舍 + 


/- 


⑴ g 


d v d v 


=f 十如 X t; 


dt 


dt 
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VY 




f — 


/ y H — k 


g ^ 


⑴ g 


ii _ _■ 


CO 


vT 


k+ / J + 


+ 如 X 


f 


⑴ g 


f-^fz 


j ⑴ 2 /J i + (g - {- ^\/~2 a) f — co 2 g) j 


O ) g —— 


舍 + y ^ 2 / j k 

1 - 3 - 14 一个质点在 巧 平面内的运动学方程为 

坐标.此平面以等角速 o > 绕固定的 

1. 25). 


OJ 


ct 


’ < p = btic 、 b 为常量） ， r 、 史为极 

轴转动.求质点的绝对速度和绝对加速度（见图 


r = e 


x 


y 




€ 


<P 


X 


O 


图 1. 25 


=m 


de r d e 


r I • 、/ 

^rr + m X e 


= ^pk X e r ( osin^p k = < pe 9 umr\<pk 




dt 


dg 炉 d e 

dt dt 


+ X e 9 = <pk X e 9 -\ - cusinj + < p}k 

=— < pe r + cocos<p k 

I 

石 = a)i X k = — o)j = 一 

bt , 


dA : 


(sin^ e r + cos^ e 9 ) 


O ) 


cp = b 


Ct 


r = e e 


dr 


de 


17 = 十 e 


Ct 


=: 


ce ct e r 4 - be ct e 9 + e ct < osin<p k 




dt 


dt 


d v 


de 


de 


石 = c 2 e ct e r -f 


Ct 


石 + bce ct e 9 + 厶 e 






ck 


+ ( ce “ o>sinp + be € t cocoscp)k + e € t oxin<p ^ 

— e“[( 

+ 2<o(bcos(p + csin<p)k2 


- b 2 - 


orsin 2 p)e r + (2bc — co 2 sin<p cos<p)e 9 


c 


其中 < P = bt 

1.3.1 

的角速度 w 及万点的速度 


图 1 . 26中机构在图示位置时，杆 OA 绕 O 点的角速度为 2 rad / s , 求此时 


C 


VB 
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10cm 


D 


图 1. 26 

方法 一: tM = 8 X 2 = 16 cm / s ， 方向向下， 

10-8 


a = arctan — = 8. 13 


tan 辽= 


14 


/? = 90。一 45。 一 a = 36. 87。 

取 C 绕 D 转动的参考系为动系， A 点的绝对速度可视为在动系中 A 点的牵连速度 

W 沿垂直于 AD 的向左下方向）与杆的相对速度 n (沿方向）的矢量 


V A e 




和 


ad = 10 

10 V^cosa = vatCOS^ 

+ VArSinP 


cm 


( 1 ) 


O ) 


10 Vasina 


( 2 ) 


=^ = 16 


式 （1) Xsin /? 十式 （2) Xcos /?， 


10 V^2~ ⑴ sin(or + /?) = 16cos/? 

16 cos 36. 87° 

O ) = - - — - 

10 V 2 * sin 45 

此时，杆围绕 A 点的角速度(说得详细一点在 A 点平动参考系中 AB 杆围绕 A 
点的角速度）即 C 围绕 D 点的角速度是牵连速度与相对速度的矢量和. 


L 28rad/s 


(v A — ABcucosJ^) 2 + (ABajsirx/3) 


XJ b — 


Va + (ABw) 2 — 2v a AB(ocos^ 


16 cm/s 

方法 二:取 C 绕 D 转动的参考系为动系, B 点的相对速度就是 A 点的相对速度，由式 
(1)、（2)解出 


cos /3 


axiosa 


= 22. 40 cm/s 


v Br = v Ar = 


B 点的牵连速度垂直于指向左上， 


= DB 


VRe 


UIUH 
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v Br ) 2 + (^sin45°) 2 = 16cm/s 


(t^cos45 


Vb — 


若上题除所给条件以外再加上在图示位置 OA 杆绕 o 点的角加速度为零， 
求此时 C 的角加速度^及 B 点的加速度 

取 C 转动参考系为动系， 


1 . 3. 1 


UB 


( 1 ) 




Ar 


Ac 


绝对加速度 


OA • 2 2 = 8 X 2 2 = 32cm/s 


a A 




沿 AO 方向. 

牵连加速度有切向和法向两部分，分别标以 

10 -/y 


也 r 、 Am ， 


AD 


14. 14^ 


co= 


co = 


^A£T 




=10 VY X (1. 28) 

相对加速度设沿 BA 方向， 

科氏加速度 a c = 2 co 沿方向， a 方向垂直于 45 指向 


1 


23* 17cm/s 


= AD 


CO 




en 


<^A 




右上方. 


<^A 






ec 


2 X 1. 28 X 22. 40 = 57. 34cm/s 

的正方向规定如图 1. 27 所示. 


a 








r li 


A 


Ar -s u Aer \ **Aen 


a ) 式的分量方程为 


t a a 打 cos a — a^sina — a Ac sin ^ 

+ a ^ cos /? = 0 


a ^cos B 


图 1.27 


= a A 


a ^ sin /? 


— a^sma — a^cosa 


即 


57. 34sin36. 87° = 32 


aiCOs36. 87。十 14。 14 wcosB. 13° — 23* 17sin0« 13° 

a 瓜 sin36. 87° — M. 14 i sm8, 13° — 23. 17cos8. 13° + 57* 34cos36. 87° = 0 




解得 


18. 2cm/s 
co= 6* 02rad/s 


^Ar = … 


2 


仍用上述动参考系; 


+ 2co X v Ar 


-一 fl 及 + Ubc — 


r u 


Ber 


Ar 


Br 


B 


的正方向规定如图 1.28 所示 

—18. 2cm/s 2 


Ber 、 ^Ben 


Be 


Ar 




^Bc 


a B 


^Ar 




.45145 


o>= 10 -fl X 6* 02 = 85. lem/s 

! = 23. 17cm/s 2 
2<^va = 2 X 1. 28 X 22* 40 = 57. 34cm/s 


45 


2 


aBer= DB 

= OB 


B 


a Ben 


OJ 


图 L28 


^Bc = 


a B = 


=116. 7cm/s 
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2.1 牛顿运动定律 


2. 1.1 质量为 M 的人通过质量可以不计、不可伸长的绳子和摩擦可忽略的定滑轮, 
将质量为 m 的重物提起，如图 2. 1所示.分两种情况： （1) 物 
体匀速上升； （2) 物体以加速度 a 上升.求人对地面的压力. 

解 （1) 设绳子张力为: T , 人对地面的压力为 iV . 

T = mg 

N -\- T — Mg = 0 

式中的 JV 是地面对人的支持力（向上），它是人对地面的压力 

(向下）的反作用力，数值 相等. 


N ^ Mg - T ^ (M— m)g 


( 2 ) 


T — mg = ma 


N 七 T — Mg=Q 

N=Mg — T = (M — m)g-\-ma 

2 . 1.2 图 2. 2 中人的质量叫= 601^，人所站着的底板质量 
质量均可忽略不计.人要用多大的力拉住绳子，才能保持自己和底板静止不动 


图 2* 1 


20 kg ， 绳子和滑轮 


m 2 = 


图 2. 2 


设绕过最下面的滑轮的绳子张力为： T ， 则以该滑轮为系统，列平衡方程可得，绕 
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过中间滑轮的绳子张力为2了，再分别以中间滑轮和最上面的滑轮为系统列平衡方程可 
得 :绕过 最上面的滑轮的绳子张力为47%系在天花板上的绳子张力为87\ 

以三个滑轮、人、底板和连结它们的绳子为系统，列平衡方程 

8 T — m Y g — m 2 g = 0 


— 4- rn 2 )g = X (60 + 20) X 9, 8 = 98( N ) 


T 




人的拉力等于那段绳子的张力，故人的拉力为 98 N ， 方向向下. 


2-1.3 跨过一个无摩擦定滑轮的一根绳子 ，一 端挂有 
9 kg 质量，另一端挂有 7 kg 质量，如图 2. 3所示.求加速度和 


绳中的 张力. 


设绳中张力为了 ^ mi = 9kg » m 2 = 7kg , mi 获得向下 


的加速度为 a ， m 2 有向上的加速度 a ， 


m x a — mig — T 


m z a = T — m 2 g 


( m l — m 2 )g 


= 1. 225 m/s 


m x + m 2 


2 m l m z g 


= 77. 2 N 


图 2. 3 


图 2. 4 


2 -1-4 图 2. 4 中滑轮及绳子质量均可忽略不计，所有的接触均是光滑的.分两种情 
况：（1 )要使之间无相对 运动； （2) 要使 M 保持静止，必须施以 M 的水平力 F 
多大？ M 对水平面的压力 W 多大？ 

解设绳子张力为 

(1) m , 在竖直方向无运动 ，: T = m 汉 .7^ 只有水平方向有运动，设加速度为 a ， 


m x a — T = m 2 g 


^zg 


所以 


M 组成的系统的加速度， 

m 2 { m l + m 2 + M)g 


M 间无相对运动，故上述 a 也是 


m x ^m z 


mi 、 m 2 






On ' + + M)a — 


F 




mi 


这个系统在竖直方向无运动， 
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N = + m 2 + M)g 

(2) 因 M 保持静止，向右的加速度和讲 2 向下的加速度大小相同，均为《， 

=T ， 


m 2 a = m z g — T 


m^a 


_ rn z g 

m 1 + m 2 ’ 


m x m 2 g 


解得 


T = 




在水平方向无运动，故 M 、 m 2 间无相互作用力，以 M 和滑轮为系统，水平方向只 


m 2 


受到两个力 ，一 个是向右的力 F ， 另一个是向左的绳子张力: T ， M 保持静止，故 


m x m z g 


F = T = 


m x + m 2 


对和 M (包括滑轮)列竖直方向的牛顿运动第二定律方程再相加得 

(M + + m 2 )^ — N 


m 2 a 




N = (M + + m z)g — 


mi + m 2 


mim2 


g 


注意 : m 2 受到绳子向上的拉力:而滑轮也受到绳子向下的拉力: T . 

图 2. 5中小车质量 M 、 重物廣量 m 以及固定斜面的倾角《都是已知的，绳子 

不可伸长，绳子和滑轮的质量以及整个装置中的摩擦力均可略去不计，求小车和重物的加 


2 攀1 


* 


速度 


滑轮1的轮心沿斜面向上移动的距离也就是 M 沿斜面向上移动的距离,设此距 
离为 I ，则滑轮3的轮心向下移动的距离为 2 x ， m 向下移动的距离为由此可得 m 向 
下的速度加速度^与 M 沿斜面向上的速度 I ； M 、 加速度 aM 有下列 关系： 


( 1 ) 


= 4 v M9 


a M = 4a M 


分别对滑轮 3 和滑轮 1 用牛顿运动第二定律 可得: 若连结 m 的绳子张力为： T , 则连 
结 M 的绳子张力为 4 T . 


= mg — T 

4 T — Mgsina 


( 2 ) 


ma 


Ma 


(3) 
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4 m — Msina 

M + 1 6 w 
4 (4m — Msina) 

M + 1 6m 


解出 


au = 


g 


a 


g 


TO 


块质量均为 m 的相同物块叠放在水平面 
上，如图 2. 6所示.各接触面间的摩擦因数均为 A 有一从 
零不断加大的水平力 F 作用在最下面的物块上.问 F 达多 
大时，最下面的物块才能有对上面两物块的相对运动. 

设最下面物块与上面两物块将发生而尚未发生 
相对运动的临界状态时，它们的加速度均为 

3ma = F 一 3/jtmg 

= F _ 3j^mg 一 2pmg 


2 . 1 


m 


m 


F 


m 


a . 


图 2, 6 


ma 


消去 a 即得 


F — Qfjtmg 

因为原来无相对运动, F 从零增大到 Wmg 时仍无相对运动， F 需略大于时才 

能发生相对运动. 

2. 1.7 质量为 M 的木板静置于水平桌面上(如图 2. 7所示），一端 A 与桌边对齐，木 

板上放着一质量为 m 的小物体，它离板的 A 端距离/，桌面长 L . 现在板的另一端 B 有一 
恒定的水平力 F 作用，要将木板从小物体下抽出，又不至于使小物体从桌边落到地上.若 
各接触面的摩擦因数均为至少多大？ 


图 2. 7 


小物体未脱离木板时受到木板施给的向前的摩擦力 pmg ， 脱离木板后，受到桌 
面施给的向后的摩擦力一 pmg ， 产生的加速度 ，一 个为 ng ， 一今为 一 pg , 开始小物体静止， 
最后到桌边时也要刚好静止.因此，小物体脱离木板时应走了全程的一半距离.设历时为 h 

— 0 


i：ii 


2 


( 1 ) 


一 




M t 时，木板走的距离为/ +士 （L — O , 木板也在恒力作用下做匀加速运动，设加速度 


为 


a ， 


( 2 ) 


I + j(L - I ) 

此《是水平作用力 F min 、小物体施给的摩擦力一和桌面施给的摩擦力 一 MM+mk 
的合力产生的， 


—at 
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Ma = F 

式（1)、（2)、 （3) 中有三个未知量和，可解出 


"(M + m)g 


(3) 


in — ^rng — 


(M + m)L — ml 

L - I 

一 块砖以初速度 1. 5 m / s 在一与水平面成30°角的斜面上向上运动，摩擦因 




2 * 1 


4 


vT 


问经 0. 5 s 后，此砖离它的初始位置有多远? 


数 A = 


12 


因为沿斜面向上运动还是向下运动摩擦力的方向不同，因此加速度不同，向上运 
动和向下运动不能用统一的运动学方程表达，必须判明 £ = 0 〜£ = 0 . 5s 期间，是否都是向 

上 运动. 


设砖块质量为 m ， 沿斜面向上的加速度为 


<2l ， 


ma x = — m^sin30° — /im^cos30 


vT 


g =— 


=— 


12 


设达到最高点的时刻为 6 


0 ~ t; 0 = 


v 


0 


= 0* 245 s 


=- 


a i 


~ X 9, 8 


M <0. 5 s ， 故 f = 245 s 〜0. 5 s 期间，砖块从最高点沿斜面从静止开始下滑，下滑时加速度 


设为 


a 2 y 


ma 2 = mg * sin 30 o — / wzgcosSO 0 

vT 3 

- x —^ g = 


= 


8 


12 


砖块在 0 . 5 s 时离初始位置沿斜面向上运动的距离 


一 52 — 幻 0《1 + ~U\t\ 


—^ 2 (0. 5 — tO 


5 = Si 




X 9. 8 (0. 245) 2 — 士 X 号 X 9. 8 ( 0 . 5 - 0 * 245) 


= L 5 X 0. 245 + 亡 






= 0* 064 m 


两个无质量的小环在一个处于铅垂面内 
的光滑圆环上滑动，一穿过两环的光滑弦线上带有三 
个重物，两个在两端，一个在两环之间.如果当小环 A 、 
B 在离开圆环最高点 H 对环心 O 的张角30°时处于平 
衡，如图 2 . 8 所示.求系在弦线上的三重物 D 、£、 G 的 
质量之间的关系. 


2 . 1 


H 


B 


A 


G 


)0 。丨30/ 


D 


V 


E 


0 


由于小环与大环间无摩擦，大环对小环的作 
用力必沿 a4 、 OB 方向，平衡时， 五 都是铅垂的, 

都平行于故 


ZOBE = ZOAD = 30° 

分别隔离小环 A 和考虑到弦线是光滑的， G 两 


图2,8 
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边各处张力分别相等， 


/ OAG — / OBG =30 


且 G 点必在 HO 连线上. 

重物 G 除受两边弦线的张力外，还受到竖直向下的重力，考虑重物 G 处于平衡， G 两 
边的张力也必须相等，由此可见，重物 D 、£ 必须质量相等，再对重物 G 列平衡方程，三个 
力的夹角均为120%因此三个力必须大小相等，由此可得出 结论: £>、£：、(；三个重物的质量 

都相等. 


2 . 1 . 10 质量为 m 的小环套在绳上，绳子跨过定滑轮并在另一端系一质量为 M 的 
物体.若绳子不可伸长、不计质量，绳子与滑轮间的摩擦力可忽略，小环相对于绳子以加速 
度 a 下落，求小环与绳子间的摩擦力. 


图 2. 9画出了物体和小环的受力情况及对静参 
考系的加速度，其 中了 是绳子张力,/是绳子作用于小环 
的摩擦力， a 是小环相对于与之接触的那段绳子的加速 
度,绳子不可伸长，小环有向上的牵连加速度 a M ， 故小环 
向下的绝对加速度为 


T 


M 


a 一 


Mg 


mg 


U — <2mj 


Ma 


Mg — T 


( 1 ) 


图 2*9 


m(a — a M ) = mg — f 


( 2 ) 


对一段绳子(处于套有小环、在滑轮一边的任意长度的一段），受到两个 力：上 端受到 
向上的张力: T ; 与小环接触处受到小环给的向下的摩擦力，绳段无质量， 


/ 


T 


(3) 




解出 


mM 


{2g — a) 


+ M 


2 . 1 . 11 一个质量为 m 的物体通过一根质量可以不计的绳子绕水平棒 If 周后于另 

一端加一水平力 F ， 如图 2 . 10 所示.若绳子和棒之间的摩擦因数为//，要使物体保持静止 
状态，应施加多大的水平拉力？ 

有两种临界情况:一种是 F < mg 的情况；另一种是 F > mg 的情况.两种情况下， 
摩擦力均为最大静摩擦，但方向相反. 


dN 




d 炉 


T 


图 2. 11 




第一种 情况: 考虑绕在棒上的绳子微元，受力情况如图 2. 11 所示， 

T + dT + /xdN 


T 






dN = 2 Tsin 




可得 


dT = — // Td<p 


当 < p = 0 日寸， 7" == mg ， < p = 


时，: T-^n ， 




i. 


疇 


— dT 








T 


— i 


F 

A, mi 


=mge 


第二种情况 :微元 受力情况如图 2. 12所示， 

T + dT + "dW = T 




(IN = 2Tsin 


Td<p 


dT = — flT d<p 




dT 




T 


F 


=mge 


施加的水平力 F 在这两个临界情况之间，物体都能保持静止. 








2 


< F < mge 


mge 


dN 


T 


T^dT 


9 




图 2. 12 


图 2. 13 


一根质量为 M 的均质绳子，两端固定在同一高度的两个钉子上，在其中点 
挂一质量为 M 的物体.设分别为在绳子中点和端点处绳子的切线方向与竖直方向的 

夹角，如图 2. 13所示. 证明： 


2 * 1 . 12 


M — 


tana 

tan/? 


m 


证明设绳子中点处张力为 t ，钉子处绳子张力为 7 V 连结物体的那段不计质量的 
绳子张力 T = mg . 
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对绳子中点和对绳子、物体作为系统列平衡方程， 


2T icosa = mg 


( 1 ) 


2T 2 cos/? = (M 十 rn)g 

再对钉子至中点半条绳子列水平方向的平衡方程， 


( 2 ) 


T 2 sin/? = T iSino ： 
T 2 cos/? M-\-m 

T^cosa m 


(3) 


由式⑴ 、⑵得 


T 


sma 

T x ~^\^ 


由 （3) 式得 


tana M+m 

tan/? m 


代入上式即得 


1. 13 —质量为 M 的均质链条套在一表面光滑、顶角为心底面处于水平的正圆 


锥上保持静止，若链条平面平行于水平面，求链条中的张力. 

取对正圆锥对称轴上处于链条平面上的点的张角为 dp 的一段链条，正圆锥的支 




持力 dW 的水平分量、竖直分量分别为 diVcos 寻和 dATsin 寻.链条各处张力均为了， 


2Tsin —d^>\ = Tdf 


diVcos ~ 


Mr 


d<p 


dA/'sin — = 


2tt 


两式相除消去 dJV 、 dp 可得 


Mg_ 


T = 


cot — 


2 ^ 


2. 1. 14 真空中有缺陷的、质量为 950 kg 的卫星，被飞船用一根 50 m 长、线密度为 

lkg / m 的均质绳牵着以 5m / s 2 的加速度做匀加速直线 运动： 

( 1 ) 飞船作用在绳上的力多大？ 

( 2 ) 计算绳的张力； 

(3) 飞船上的人精疲力竭睡着了，飞船助推器的控制电路之一发生短路，使加速度变 
为 lm / s 2 的减速度.这个事故会发生什么后果？ 

(1) F =(m 灌 +m 星 ) a 

= (1 X 50 + 950) X 5 = 5 X 10 3 ( N ) 

(2) 由于绳子具有质量且有不为零的加速度，绳上各点的张力不相等.取绳与飞船的 
连接点为 I 轴的零点，飞船指向卫星的方向为1轴正方向，则绳子张力 

T (x) = [m 星 + m 绳 0)]< 

= [950 + 1 X (50 


)] X 5 = 5 X 10 


5x(N) 


X 






0 ^ x ^ 50 

(3) 事故发生后，卫星仍以原来已获得的速度(设为叫)运动，绳子处于弯曲状态，两 
端的张力的水平分量将使卫星加速，飞船有更大的减速度.若不计绳子张力的作用，事故 
发生后£时刻，卫星与飞船将发生碰撞. 


v 0 t — v Q t — ~ X 1 X t 2 =50 
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解出 ，= 10 s . 

考虑到绳子张力的作用，不到 10 s 就发生碰撞. 

2. 1_ 15某人观察到一空间站始终停留在地球同一点的垂直上空.问观察者位于地 
球的什么地方？尽可能详细地描述一下此空间站的轨道. 

空间站始终停留在地球同一点的垂直上空，说明它好像和地球固连在一起以地 
球自转的角速度随地球一起运动，它做恒定角速度的圆周运动，只有法向加速度,切向加 
速度为零.而它又只受地球的引力作用，这个引力是指向地球中心的，因此相对地球不动 
的空间站在地心平动参考系中的轨道只能位于赤道平面上，不能位于纬度不为零的平面 

上.因此，看到空间站在垂直上空不动的观察者必在地球赤道上的某个地方. 

根据该空间站在地球引力作用下在赤道平面以地球的自转角速度跟地球一起做圆轨 

道运动这一点，可以算出它位于赤道地面垂直上空的高度.设此高度为/ I 、地球半径为 

对地心平动参考系，做半 径为及 的圆周运动，角速度为地球自转角速度％设空间站质 
量为 m ， 地球质量为 M ， 




GmM 
(R + h ) 2 


m{R h)co 2 — 


h = 


- R 


GmM 


R 


9. 8 X (6. 371 X IQ 6 ) 

(7. 27 X 1( T 5 ) 2 


可得 


■■■■■■■ 


—— R = 


- 6.371 X 10 


= 3. 59 X 10 7 m 

2. 1. 16 公园里有一种转动水平圆盘，孩子可以坐在盘面上任何地方.当盘开始加快 

转速时，如果摩擦力不够大，孩子就可能滑出去.设孩子的质量为 50 kg , 摩擦因数为0_ 4, 
盘的角速度为 2 rad / s ,问孩子坐在盘上不被滑开的最大半径多大？ 

在临界情况下，摩擦力为没有相对运动的最大静摩擦.设不被滑开的最大半径为及， 

mRco 2 = jumg 

MS _ 4 X 9- 8 


R = 


= 0. 98 m 


2 2 


2. 1. 17 —小物体放在一半径为及的水平圆盘上，小物体与圆盘间的静摩擦因数为 

若圆盘绕其轴的角速度逐渐增大到一个值时，小物体滑出圆盘并最终落到比盘面低 a 
的地面上.问从它离开圆盘的那一点算起，小物体越过的水平距离多大？ 

设小物体质量为 m ， 落下时越过的水平距离为/，下落时间为 




« 


了 = fimg 


h = 7gt 


I = vt 


可得 


2* 1. 18 太阳离银河系中心大约相距 2- 5 X 10 4 光年，近似地以 1. 7 X 10 8 年的周期 
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绕此中心做圆周运动.地球离太阳的距离为8光分 # 用以上数据，求出以太阳质量作为单 

位的银河系的近似质量.假定作用在太阳上的引力近似为银河系的质量集中在其中心时 

对太阳的引力. 

设 M 


分别为银河系、太阳和地球的质量， r 、 i ? 分别是日地间和太阳至银 
河系中心的距离，分别是地球的公转速度（以太阳为参考系）和太阳绕银河系公转的 
速度(以银河系为参考系)， 


e 


Gm 


V 2 GmM 


R 


R 


设 T e 、 T s 分别为地球和太阳做圆周运动的周期， 


2 艽 R 


2?rr 


T 


T 


V 


由以上各式可解出 


T 


M 


2. 5 X 10 4 X 365 X 24 X 60 


R 


T 


h 7 X 10 


= 1. 53 X 10 11 

2 . 1.19 用以下近似数据计算地球和太阳的平均密度 之比: 
沒从地球上看太阳的角直径，没 =0. 5% 

I 为地球表面上纬度为1°的长度，/二 100 km ; 

t 为地球公转周期 ，尤 =1年 = 3 X 10: 

为重力加速度 — 1 0 ms 

设 r 为地球绕太阳做圆周运动的半径 
分别表示地球和太阳的半径#为地球公转的角速度 


S 


-2 


8 


泛别表示地球和太阳的质量，反、 




m e 、m 


Ufn^?n % 


2 n 




2 W 


r0 = 2R 




= 7 -^r 


In 


~ 5 X 360 — 360, 


7 T 


G 


Gm 


In 


720 


R \ 


R 


n 


Gmm 


Gm 


JL 

R , 


― mg ， 




Rl 


R 


Gm e _ gn 

= 180 / 


ttR 


180/ 


j ? = 

180， e ~ 


4 


—kR 


R 


Pe 3 


Ps 


R 


4 


+nR 
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10 丌 2 (3 X 10 7 ) 2 
(720) 4 / (720) 4 X 100 X 10 


180/ 


In 


720 


2.1.20 (1) 一 个均质的球形物体以角速度 w 绕对称轴转动，如果仅仅靠自身的万 

有引力阻碍球体的离心分解，该物体必须具有的最小密度多大?用这一点估计巨蟹座中转 
速为每秒 30 转的脉冲星的最小密度.（这是公元 1054 年在中国广泛地被观察到的一个超 
新星爆发的遗迹！） 

(2) 如果脉冲星的质量与太阳的质量相当，约为 2X10 3 °kg, 这个脉冲星的最大可能 

半径多大？ 

(3) 若脉冲星的密度与核物质的密度相当，它的半径多大？ 

(1) 不发生离心分解的条件是自身的万有引力的法向分量大于或等于质元做此 

圆周运动所需的向心力. 

对于球体表面纬度为 A 处的质元，不离心分离的条件是 

GAmm 


^m(RcosX)a) 2 ^ 


cosX 


R 2 


其中 Am 、 m 分别为质元和物体质量，及为球体的半径 . G 为万有引力恒量， 


Gm 




上述条件与纬度 A 无关. 

对于球体内部的质元，例如在离球心 r 处，可以 证明： 自身的万有引力等于半径为 
的球体对它的万有引力，也指向球心，现考虑赤道面的一个质元，条件为 

GAm 告 r 3 

R 6 


Ghkfnm (r) 


Amro ) 2 ^ 


Gm 


w >a) 


也得到 

故对于密度的要求为 


3 ⑴ 


3 ⑴ 


即 


¥ r ^ 


j^mi 




4 ttG 


对于巨蟹座中的那颗脉冲星， 


⑴= 2 兀 X 30 = 60 兀 rad/s 

3(60 兀 ) 2 

Atv X 6, 67 X 10 


1. 27 X 10 14 kg/m 


Pmi 


-11 


4 


( 2 ) —7tR 3 p Tn i n = M 


30 


3M 


3 X 2 X 10 
4^r X 1* 27 X 10 


=1. 55 X 10 5 m 


R = 


14 


卿 W 
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(3) 


4 


-^nR 


1. 67 X 10~ 27 kg ^ o 为质子半径，尺。义 1* 2 X 10 

1. 67 X 10 

^rn X (1. 2 X 10~ 15 ) 3 


-15 


其中 m p 为质子质量， 


m ， 


-27 


= 2. 3 X 10 17 kg/m 


户核^ 


30 


3M 


3 X 2 X 10 
扭 X 2. 3 X 10 


= 1. 3 X 10 4 m 


R = 


17 


鄉核 

注意 :这个 脉冲星的密度已超过 a ) 中算出的不离心分离所需的最小密 度. 

2.1.21 —顶角为2«(«>45°)的倒立的圆锥面，以恒定角速度 

w 绕其对称轴旋转，在内表面上距轴为 r 处有一质点，若质点与锥 
面间的摩擦因数为心要使质点相对锥面静止， W 应处于什么范围 


内？ 


解先求 ^ min - 

设质点质量为 m ， 锥面的支持力为 W ， 此时锥面作用于质点的 
摩擦力为最大静摩擦方向沿锥面 向上. 质点受力和加速度如 

图 2. 14所示，其中加速度 


图 2* 14 


a = mrco ^ ， 


Nsina + j^Ncosa ' — mg — 0 

= Ncosa — fiN sinot 


mrcoi,： 


g cosa — jusma 

r sina+/icosa ‘ 

上式只有在 cosa — ysina >0, 即 fjt^oota 时才有 意义. 

_ 

若 p > cotcr ， 可证 叫 nin = 0, 证明 如下： 

假定能保持静止，摩擦力为/，则 


可解出 


mm 


Nsina + /cosa — mg = 0 
A^cosa — fsina = 0 


f 


解出 


=mucosa 
N = mgsina 
juN ^ Ncota = m 发 cosa = f 


今 


所需的摩擦力未超过最大静摩擦，说明确能保持静止. 

摩擦力仍为最大静摩擦，但方向与求 AnhJf 画的图中的方向相反， W 和 

所满足的方程与 W 和叫 nin 所满足的方程相比，将 Mnin 改成 


再求 


max » 


，户 改成一 p 即可，故 


—— fxcosa 


r sma 


上式只有在 sirm —// cosa >0, 即时才有意义 

若 p > tana ， 可证 
证明如下 :假定 能保持静止， 


，即对于任何大于等于叫 nm 的 A 质点均能保持 静止. 


= oo 


A^sina — /cosa — mg = 0 
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Ncosa + /sina 
N = mgsina -{- mr ⑴ 2 cosa 

— mucosa 


mro ) 




解得 


= mrcosma 


sirra 


今 


ptN Ntana = mg 


mra ) sma 


cosa 


sin « 

uN — / > me - + mgcosa 0 

cosa 


有 /^ V >/， 说明假定成立，能保持静止. 

今 a 〉45°， tana > cota ， 因为 / i < l ，故 // 的可能取值范围为 cota < p < tana ， p < cota ， 

当 p<COta 时， 


g cosa + fjtsina 
r sina — //cosa 




sina + jucosa 

当 p > cota (必 < tana ， 故可以不写）时， 


r 


0< 


OJ 


r sina 


— /icosa 


质点相对锥面能保持静止. 


一 圆柱形刚性杆上套一质量为 m 的小环，杆绕通过一端的固定竖直轴以恒 
定角速度 a ; 旋转，旋转时杆与竖直轴的夹角为 a . 若小环与杆间的摩擦因数为&以小环距 
杆的固定端的距离^为坐标列出小环的运动微分方程. 

取杆为参考系，它是个转动参考系:质点的受力情况如 
0 2.15 所示，队其 是杆对小环的支持力的两个 分量, N 2 垂直 
纸面向里，可仿照电磁学中画《的方向用®表示，图中未画，杆 

对小环的摩擦力为 mN , n =\/ ni+ni 
i >0 时，沿杆向下, i ：<0 时，沿杆向上，因此图中也未标出. 

是重力， mWxsina 是惯性力.还有一个科氏力也是惯性力， 

2 mco irsina ， 垂直纸面向外为正，图上也未画出. 

运动微分方程为 






m ^ 2 jcsin « 


，方向与 i ： 的正负值有关， 


mg 


爪垂直纸面向里 


g 


0 


图 2. 15 


fj.N + mco 2 xsin 2 a (土> 0时) 

(土< 0时) 


— mgcosa — 

— mgcosa + juN + 
N l = mgsina + thoj 

N 2 = 2 mw x sina 


mco u josm^a 


xsmacosa 


N = 


2 . 1 . 23 质量为 m 的小球通过一根原长为 L 劲 
度系数为 A 的弹性绳系在光滑的水平台面上的 P 点， 
水平台面绕离 P 点距离为6的固定竖直轴以恒定的角 
速度0转动.列出小球在弹性绳拉直状态下的运动微 
分方程. 


图 2. 16 
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取水平台面为参考系，它是个转动参考系.取台面的固定点 O 和尸的连线为 
轴，用 p 为原点的极坐标列出运动微分方程. 

质点受到水平方向的力有弹性绳的拉力和两个惯 性力: 惯性离轴力和科里奥利力. 
惯性离轴力为 


(OP + r) = ma) 2 {bi + re r ) 


[^(bcos<p + r)e r — bsinpe.p] 


科里奥利力为 


2nw X CO— 2m {r e r -j- r<pe 9 ) X (ok 


= 2mojr<pe r — 2mco r e 


运动微分方程为 


mir — r<p 2 ) = — k(r — /) + mo) 2 {r + 6cos^) + 2m(or(p 


mirxp + 2 r <p) — — mco 2 bsinq) — 2mco 


2. 1. 24 质量为 M 的斜劈放在摩擦因数为 

的粗糙水平面上，质量为 Wl 的物体用不计质量、不 
可伸长的弦线挂起并跨过固连于斜劈的光滑滑轮 
与在无摩擦的斜劈面上滑动的质量为 m 2 的物体相 
连，斜劈面的倾角为見如图 2. 17所示. 

(1) 求当" 非常大时 Wi 和 m 2 的加速度以及 
弦线的 张力； 

(2) 求使斜劈能保持静止的最小摩擦因数； 

(3) 若//不够大，斜劈不能保持静止，有向左的加速度求此 a M ， 列岀足够的方程 

即可，不必解出设滑轮很小，紧靠时，连结的弦线仍可视为在竖直方向. 

解 （1) 尸非常大，斜劈保持静止♦设弦线张力为 r ，％ 向下运动和 m 2 沿斜面向上运 




图 2. 17 


动的加速度值为〜 


— T 


m t a = T — m 2 gsind 

m 2 ^ind 


m l — 


解得 


g 


mim 2 


T = 


(1 + sind)g 


(2) 设 m 2 sind — ； 72 1 〉 0 ，则叫对 ^/ 的压力的水平分量 A^sir^ 即 m 2 ^*cos0sin0 ( 向 


m l m 2 

m 1 +m 


左），比弦线拉 M 向右的力的水平分量 Tcosd ^ 


(l + sh ^) gcoM 大.计算如下 


m 2 gcosdsmd — 


(1 + sin 夕 ） geos 没 


mi + m 2 


m 2 gcosd 
m 1 + m 2 


[_{m l + m 2 )sin 汐 —— m^l + sin 沒 ）] 



质点动力学 


51 


m z gcosd 
m 1 -\- m 


(m z sm0 —— m x ) >> 0 


2 


故粗糙平面对斜劈的摩擦力向左. 

M 受力情况如图2_18所示， 

Tcosd — N 2 sind + / = 0 
T + Tsin ^ + JV 2 cos 汐 + Mg — N = Q 

N 2 = m 2 gcosd 


n 2 


T 


N 


e 


Mg 


图 2. 18 


m x m t 

十 m 2 


T = 


(1 + sin 汐）犮 


考虑能保持静止的最小摩擦因数，此时处于临界情况， / 为最大静摩擦，可解出 


m 2 cos 汐 ( m 2 sin 汐 — m ') 


户 mi 


M(mi + m 2 ) + 2771^ 2 (1 + sin 沒)+ mlcos 2 d 


考虑 mssir ^— miCO 的情况，可得并-为上式的 负值. 因此，考虑这两种可能情况应取 


w 2 cos^ |m 2 sin^ — m x 




M { m x + m 2 ) + 2m l m 2 {\ + sin 没) + m \ cos z d 


(3) 因 M 的加速度 _ 向左， M 受到摩擦力向右. 
对 M 用静参考系，对 

中所列的加速度都是相对于所用的参考系的 
相互作用力. 


用 M 参考系，它们受力及加速度情况如图 2. 19所示.其 

都是惯性力， M 是/^、於间的 


m \^ m 2 


^miaM^rn 2 aM 


T 


N 2 


mg 


Mg 


⑻ 


( b ) 


( c ) 


图 2. 19 


由图 2. 19,可列出下列方程 


T - 


m x a ml 

Ni — = 0 


mig 




Ma 


N 2 sind - N x - Tcosd - /iN 

N 一 Mg 一 T — T sin ^ 一 TV ^ cos ^ = 0 


M — 


m 2 a m2 = m 2 aMCOsd + m 2 gsind 一 T 

N z + m 2 a M ^^0 


gcosd = 0 


m 




今有七个方程，其中未知量 


mN 也是七个，可解出等七个未知量. 
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2. 1. 25 —质量为 M 的、上表面水平的楔 

形物体，在倾角为 a 的固定的光滑斜面上运动， 

楔形物体上放一质量为 m 的质点，如图 2. 20所 
示.若 m 、 M 间无摩擦 ，求： 

(1) m 相对于 M 的加 速度； 

(2) M 对斜面的压力. 

设间的相互作用力大小为 R f M 

受到斜面的支持力为 N 9 m 只受到竖直方向的作用力，其加速度〜竖直向下, M 的加速 
度_沿斜面向下， 


2 * 20 


= mg — R 

Mgsxna + Rsina 
N — Rcosa —— Mgcosa = 0 


Ma 




M 


有约束关系 


都是相对于静参考系的加速度，解得 


式中 


戊 m 、以 M 


— 


M + msin 2 a 


M + 


msm^a 


aM 与 m 相对于 M 的加速度的矢量关系如图 2.21 所示， 


VI 


— a M 


yj 


议 mM 


^mM ~ CImCOSO^ — 


M + msin 


图 2.21 


的方向水平向左， 


(R + Mg)cosa 


N 






M + msin 


a 


2. 1. 26 图 2. 22 中水平桌面上的滑块质量为 M ， 一条其两端分别系着质量为 mi 

的两个物体的不计质量、不可伸长的细绳套在 

滑块上，滑块、绳子与桌面相互间均无摩擦.试 
证明滑块的加速度为 


m 2 


_ 4 mim 2 _ 

+ m 2 ) + 4 ^i^2 


g 


证明 设绳子张力为: T ，％、％ 的加速度为 
，均竖直向下，滑块的加速度为 a . 


“I 、 CL% 


m l a l — m x g — T 
m 2 a z = m z g — T 


( 1 ) 


( 2 ) 


Ma — 2T 


图 2. 22 


( 3 ) 
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从桌的边缘向下取 


-■4 * — 

表不 


的坐标，沿桌面取 工表示 M 的坐标，由于绳长 


工 1 、 X2 


mi ^ m 2 


一定， 


工1 +工2 + 2工=常量 


ai + a 2 — 2<2 = 0 


(4) 


上述四式含4个未知量 T . a , 


，可解岀 


A 、<2 


Amim 2 

M(m l + w 2 ) + ^m l m 2 


a 


g 


轴在竖直的^平面内 ，与工 轴的夹角分别为 a 和 /?. 一个抛射体在 


2 . 1 . 27 

平面内运动，今 取心、 W 为坐标，给出或导出抛射体的运动微分方程.重力沿^轴的负方 


q\、qz 


xy 


向. 


为坐标，抛射体的运动微 


方法 一：用 


x^y 


分方程为 


♦. _ r\ 

JU - \J ^ 


y ^― g 

参看图2, 23,质点的 x 、3； 坐标与 qi , q z 坐标有 


下列坐标变换关系 


= qiCOsa J rq 2 cos^ 

y = qis [ na -\- q 2 sin ^ 


x 


对上述两式分别对 f 求二阶导数，可得 


x 


q^osa + q 2 cos^ = 0 
q^ina + qz ^^ 


( 1 ) 


图 2. 23 


( 2 ) 


— ■ ■■ 




从式（1)、（2)两式分别消去$ 


，可得 


1、 Q 2 


q x ( sin/?cosof — sinacos /?) =芨 cos /3 
92( sinacos /3 — sin /3 cosa ) = 尽 cosa 


即 


(3) 


q \ = 


sin (/? — a ) 


(4) 


92 = 


sin(a — /?) 


式 (3)、（4) 或式 （1)、（2) 均可为所求的微分方程. 

方法二 :将作 用于质点的力（今只有重力） 沿 91 、化轴进行分解，立即可得到式（3)、 

(4) 的运动微分方程. 

参看图 2. 24， 


V 


A 


W—fi 


f qi 


V 


/?) sin (/? — a ) 


sin (90 


o 




4 


A 


mg 


sin (/? — a ) 


7 t 




sin — + a 


fi—a 


p 


fq ' 


爪 g 




a 


sin (/? - a ) 


X 


0 


图 2.24 
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( — cosa ) 

sin (/3 — a ) 


fg 2 = rng 




mqi 


mg 






sin (/? — a ) 

cosa 

sin (/? — a ) 


fq 2 =— nig 


mq 2 = 


与式 (3)、（4) 相同 


表达的运动微分方程不变， 


的坐标原点可以与 a ：、 j 的坐标原点不重合，用 

因为坐标变换关系中差个常数，对£求导后，仍有式 (1)、（2). 

2. 1. 28质量分别为 M 和 M + m 的两个人，分别拉住跨过定滑轮两边的绳子往上 

爬.开始时两人与滑轮的距离都是 h 都从静止开始爬.设绳子不可伸长,绳子质量与绳 
子、滑轮间的摩擦力均可不计.证明 ：如质 量较轻的人在 f 秒内爬到滑轮，这时质量较重的 


q \、 q 2 


q\、qz 


人与滑轮的距离为 


h + irgt 


M+m 


证明设绳子张力为 T , a ^ a 2 分别是质量较轻和较重的人向上爬的加速度，不要求 


它们是常量, 


Ma, = T ~ Mg 

(M + m)a 


T 一 （M + m)g 

Mai — (M~ l rm)a2~mg 




两式相减， 

两边对 f 积分两次 


dt f a'dt’ 

Jo Jo 

t 时刻，较轻的人爬到滑轮，较重的人离滑轮的距离设为对此时刻用上式 


— (M + m) d〆 a 2 dt f = ~mgt 


Mh - (M + m) (h - l) = irmgt 


M 


解出 


h^—gt 


M-\-m 


1 29 一 质量为 m 的跳水运动员，初速为零地从 10 m 跳台上跳下. 


(1) 求入水速度和从起跳到入水大致所用的时间； 

(2) 假定作用在跳水者身上水的浮力和他所受的重力正好抵消，作用在他身上的水 
的黏滞力大小为知 2 ,试列出跳水员在水中垂直下沉的运动微分方程，以边界条件工=0处 

求解速度 P 作为水面下深度2的函数； 


V = Voj 


b 


时的深度; 


(3) 若; ^ = 0.4 m - \求 S 

(4) 求解跳水员在水下的垂直深度作为在水下的时间的函数 


10 


2h 


= 43 s 


h = ^gt z ，t = 


( 1 ) 


9 - 8 


2 


g 




gt = 9^ 8 X 1. 43 = 14* 0 ms 


d 


( 2 ) 


mx = 


dx 
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d 


b 


V 


X 


X 


= —— b x 2 1 


.Cl JO —— 


—dx 


, ■ I ■ _ll_ r 

mx — 


dx 


土 


m 


o 




一立 


b 


V 


X 


In 


m 


一— XyV = Vo^ 


v 0 


m 


一 0. 4 t 


(3) 


lnl 0=5_ 76 m 




，x = 


0. 4 


dx 


b_ 


b 


X 


， J， d 

¥ ( e b — 1)== _ = 苧 ln ( 1+ h 


X 


v Q dt 


(4) 


m 


x 


d 7 =w 


0 


b 


b 


m 


2 . 1 . 30 —个质量为 m 的质点以初速 z ； 在 y 方向投射到沿 x 方向以不变速度 V 运 

动着的水平皮带上并留在上面运动.若质点与皮带间的滑动摩擦因数为&质点接触皮带 
的初位置取为固定的巧坐标系的原点，求质点在皮带上刚停止滑动时的坐标. 

在皮带上取 AT 坐标与固定的巧坐标平行，且£ = 0时即质点投射到皮带上时， 
X 7 坐标与巧坐标完全重合.因皮带以不变的速度 V 沿工方向运动，质点在皮带上的 
xy 坐标与巧坐标的关系为. 


x 十 w ， 

取皮带为参考系（也是惯性参考系），质点投射到皮带上时 d =0， X =0， Y =0, X = 
_ 

—V — v . 

质点对皮带有相对运动时，摩擦力始终与初速度相 
反，故质点做直线运动，取质点运动方向为$坐标，如图 

2. 25所示， 


Y 


X 


y 






Y 


s 


V 


ms = — ftmg 


a 


，= o 时， s = o ， 
，时， 


s = 


V O 


X 


— Mgt 


s — 


图 2. 25 


Vh 


- 


s 


V 


质点在皮带上刚停止运动的时间设为此时〗=0,故 


= 




( v 2 + y 2 ) 


5(， i ) = 


2 ^g 


+ V 2 


y 


V 


V 


X ( t ,) 


沿 Jsina 






2 ^g 


2 


V 


V 


Y Ct x ) = s { t\)cosa = 


v 


2^g 


V 


x(r x ) = XXtO + = 


2 况 
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3 ^(, 1 )= Y (^) 


2叹 


注意: 不能列出下列运动微分 方程： 

螫螫 

mX = — fmzg ， 

错误在于摩擦力及其分量不对，应改为 


mY = — frntg 


V 


— jumgsina = famg 


mY — — jumgcosa = — fmtg 


用它们及前述的初始条件，也可得正确结果. 

2 . 1.31 在水平的^平面内有一留声机转盘，它以恒定的角速度如绕过盘心的铅 

垂轴旋转.在转盘上滑动的物体在水平方向受到两个真实力 作用： 一个是大小为 krir 为 
质点至盘心的距离 M 为常量），方向指向盘心的弹性力；另一个是摩擦力，与相对速度成 
正比，比例系数为 c , c 是正值常量，物体可视为质点. 

(1) 如物体待在盘上任何位置均能相对转盘保持静止，问々有多大？ 

(2) 假设々是 (1) 问所得之值，在一般的初始条件下，求物体的相对速度 

(3) 用 （2) 的结果进而求 I ⑴和 3^). 

(1) 设相对转盘保持静止的位置距盘心 r ， 取转盘为参考系 


对一切/•值均成立,说明在任何位置保持静止. 

(2) 方法一 :取转 盘为参考系， ..ry 轴固连于圆盘，原点在盘心.用 （1) 问所得之々值， 

弹性力与惯性离轴力的合力为零.质点受摩擦力和科里奥利力 作用. 


摩擦力为 
科里奥利力为 


2mcok X (土 i 十乡 J) = 2mco(y i — x j) 


•— 2mw X (x i y j) 






运动微分方程为 


( 1 ) 


= — c i: + 2mco j ； 

2nuo ± 


( 2 ) 


my = — c 3 / — 


式 a ) 两边对 £ 求导， 


(3) 


mx = — c x + 2m<o y 


将式 (2) 代入式 （3) ，得 


x — Amu ) 2 


( 4 ) 


2cco y 


x — 


再用式 (1) 消去式 (4) 中的 h 得 


这是关于 i ： 的常系数线性二阶齐次微分方程,其相应的特征方程为 


2 cr -h —— ~h ⑴ 2 = 0 
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2 c 士 A /4 c 2 — 4 w t + Amco 2 




c 


-二士 2 ⑽. 


-m ( 


(Acos2 祕 + Bsin2<jot) 

x = — —e 一 （ Acos2 ⑽ + .Bsin2^) 


x = e 


c 


m 


— 

+ e m (— 2 Ao > sin 2 ⑽ + 2 B < ocos 2< ot ) 


用初始条件 ^ = 0 时 i : = i :。， 


c 


一 一 x 0 + 2ma) j ； 


x 




0 


m 


[后式来自 （1) 式]可定出 A = x 0 jB = y 0 ^ 


— 丄尤 


(5) 


( x 0 cos 2 <ot + i ^ sm 2 祕） 


m 


x = e 


将得到的代入 A . B 值的 h 2 代入式 (1) ，可得 




(— x 0 sin 2^ + 夕 O cos 2 ⑽） 


( 6 ) 


m 


e 


: y 




方法 二:式 （1) +式 （2) Xi ， 并引入复变量 z = 


2 ma)i z 


(7) 


+ (c + 2 ma ) i ) z = 0 


相应的特征方程为 


+ (c + 2 mcoi ) = 0 


mr 


c 


— 2 <oi 




m 




m 


z = z 0 e 


e 


■, 

= (土 0 + i j; 0 )e m ( cos 2 诚 一 i sin 2^) 




(± 0 cos 2 诚 + j 0 sin 2 ⑽) 


m 


' 


——r 


(少 O cos 2 ⑽一 x 0 sin 2< ot ) 


m 


与 i ：= i:+i 士相比较，艮 P 得式 （5) 、 （6) 的结果. 

(3) 方法一 :对式 (5)、（6)直接对 t 积分，可得结果 * (略) 


( «+ 2 -0 农 


方 法二： i ： = i; 0 e 


[ e _( 亡 +2 心) 


( 




Z 


+ 2^ i t 


0 


_ 1] + 


dt + 


m 


z 


之 = 之 0 e 


z 


0 


0 


c 


0 


二 + 2 ⑴ 1 


m 


m ( i : 0 + l y 0 ) 

+ Am 2 co 2 


(c — 2 wcen)[e m \ cos 2 ⑽ + i sin 2^) — 1] + 工 o + i：Vo 


c 


与 


+ iy 相比较，可得 


z = x 


m{c ip + 2 mco y ^) 

+ Ant 2 co 2 


m{c ± 0 + 2 m<o j / 0 ) 

+ 4m 2 co 




cos 2^ 


工 = Xq + 




€ 


C 
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m(2m(ox 0 — c y 0 ) 

+ Am 2 co 2 

m{2m co ± 0 — c j; 0 ) 

+ 4m 2 co 

m(±g + 2mco y 0 ) . 

+ 4tm 2 co 2 




sin 2 诚 e 


m 


C 


m(2ma) x 0 — c y 0 ) 


cos 2^ 


尸— 


t 


t 


+ Am 2 a> 


z 


c 


c 




sin 2 ⑽ e 


c 


一个质点垂直上抛，初速为 i 。， 如空气阻力与速率的平方成正比，证 明：回 


2 . 1.3 


VpVt 

(W+W) 1/2 


到初始位置时的速率为 


，其中^是极限速率 


证明 取竖直向上的^轴，抛出点为 : r = 0. 


向上运动时，运动微分方程为 


2 


—— g — k 


X 


X 


d 




x 


_ _ • 

X = ~ x = 


V = x f 


v di 


dx 


dv 


=—(g + kv 2 ) 


V d ^ 


dv 2 

g + kv 2 




达到最高点 


时，。 = 0 ， 


x = x 


max 


0 


~ ln(g + kv 2 ) 


— 2 工 




max 


k 


r o 


+ln 


( 1 ) 


= — 2 x 


max 


k 


g ~\r kv 


0 


向下运动时，运动微分方程为 


g k X 


X 




=—(g — kv 2 ) 


v 


dx 


dv 2 


J 




kv 2 


g — 


回到初始位置 1 = 0 时，速率为 


V ， 


0 


V 


—ln(^ — kv 2 ) 


= 2 x 


0 


X 


max 


—In 


( 2 ) 


= —— 2x 


max 


k 


g 


比较式 （1)、（2) 两式得 


g + kv z 

V g+kvl 

向下运动时，当重力与阻力相抵时，3=0,速率不再变化，此速率即为极限速率 


g 


Vq 


解出 


V = 


Vt 
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— + kv 2 t = 0 


K . 


所以 


v t — 


k 




Vo 


k 


幻 oV t 


V 




0 


2. 1. 33 两个质量均为 m 的质点 A 和 5 连在一个劲度系数为 A 的弹簧的两端.开始 
两质点静放在光滑的水平面上，弹簧处于原长，然后沿方向给£以恒力求两质点 
的运动学方程， 


分别表不质点 A ^ B 的位置，开始位置 ， ■z = 0 、 3 ;= 0 ， 

k{y — x ) 

my = ka — kCy — x ) 


用 




( 1 ) 




( 2 ) 


式 （2) —式 （1) 得 


miy — 义 ）—— ka — 2k (v 一 工 ) 


— 2々 


y — x — —a 




2k 


令 


z — y — x — —a^(o =— 


m 


z 4" ⑴ 2 之 = 0 


所以 


a : ccos(cot + a) 


了 <2 


: y — 


X 


= 0，》一土 = 0,故有 


0，》= 0,故 


初始条件 t = 0 时 


0 9 y = 0j 






fcx ••*■•• r* i* 


，x 


~a = ccosa 


0 


= 一 cojsma 


解出 


a=0 ， 


c= —~a 


=—rail — coscot) 


y — ^ 


代入式⑴， 


7710： = ~ka(l — COSOJt) 


~(o z a(l — coscot) 


或 


■■圓 

JC — 


4 


用初始条件 £ = 0 时: r = 0、 土 = 0,积分上式可得 


—aa> 2 t — —acosincot 


x = 


4 


4 


~aco 2 t 2 — 


a(l — coscot) 


x 






4 


+ 士 a(l — coscot} — —ao) 2 t 2 + —a(l — cosotf) 


: y = 工 


4 


8 
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2 k 


其中 


0) 


m 


2. 1. 34质量为 m 的质点在阻力等于的介质中运动，其中 々和 a 均为 
常量，初速度为求其路程与时间的关系，并由此导出 k ^ o 时的关系来检验所得结果的 

正确性. 


dv 




— mk(v 3 ^a 2 v} 


m di = 


dv 


= —— 是 dU 


( 1 ) 


W + a 2 ) 


A , Bv+C 

— 卞 


改写 


v ( v 2 - j - a 2 ) 

1 = A ( v 2 + a 2 ) + v{Bv + C ) 


v Zj ra 2 


v 


等号两边 r 的各次幂的系数分别相等， 


A + 5 = 0 

C = 0 

Aa 2 = 1 


解出 A = — , B = — ^, C =0\ 


a 


a 


v 


( 2 ) 


v { v z + a 2 ) a 2 v a 2 ( v 2 + a 2 ) 


将式 ( 2 ) 代入式 a ) ，积分 


f 


V 


V 


V 


di ; — 


dv 


kdt 






2 ( v z + a 2 ) 


a^v 


a 


o 


v 0 


v o 


幻 0 


V 


—一 ^a 2 t+ln 


可得 


In 




v 


一 2Aa t 


e 


v 2 + a 2 Vq + a 2 

-ka 2 t 


av Q e 


V — 


-ka Z t 


av 0 e 


d ^: — ud ,= 


dt 


-ka 2 t 


作变量代换，令/ > = 


fdp = — ka 2 pdt j 


e 


ka^ dp 


dt =— 


pu ) 


x 


avo 

ka 2 


dx — — 


x= 


P(0) 


0 


pit) 


v 0 p 


—arcsin 

ka 


p(0) 
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— ka t 


Vo 


v Q e 


arcsm 


— arcsm 


ka 


a 


v 


a 


o 


当 々—0 时， 


ka^t 


■■■ ■■ 


幻 0 


^ 0 e 


lim ■: ~ 


arcsm 


— arcsm 


ka 


v 


0 


d 


— ka t 


Vo 


V 0 e 


lim 


arcsm 


— arcsm 


dk 


a 


a 


d 


- rv ( ka ) 


d 是 


^0 


2 


-ka^t 


( — ci 2 0 


= V^t 


e 


a 


一 


2 


a 


1 — 


这正是没有阻力时做匀速运动的结果. 

2. 1. 35 质量为 m 的质点静止地连在一弹簧的端点，弹簧的劲度系数为々，并悬挂在 


固定支点上•当 t = 0 时，对质点施一向下的恒力 F ， 作用时 间为心证明： 当外力去掉后，质 
点由其平衡位置 


所做的位移为 




F 


— \^ cosa>(t — to ) — cosotf ] 


- - II 

0 ■ 


其中 


(O 


m 


证明 


— kx^rmg-^F O^t^t 

— mg 


mx = 


o 


玄 ^0 曰寸 ， >X =r Xo 


， j ： = 0 


k 


+ Acos(cot + a ) 


x 


k 


k 


其中 


co = 


m 


AcosinQcot + a ) 








F 


由初始条件定出 a = 0 ，A = 




k 


F 


一- T^(l — COS(Ot) 


X 


X 


0 


k 




k 


撤去恒力 F 后的运动微分方程为 


=—— kx + mg 

初始条件 : Z = 时 >x = j：o + V ( l — cos ^ o ) ^ x = ^ cosiruot 


t 0 


F 


0 9 


k 


k 
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— mK 


+ Bcoscot + Csin 时 


JO 


k 


x= — Baysincot + CaKOSwt 


一 mg 


由初始条件，并注意 


，整理后可得 


工 0 = 


k 


F F 

—了 cos 诚 


5 coscttf 0 + Csincot 


( 1 ) 


0 


0 


k 


k 


F 


— J 5 sino >， 0 + Ccosajt 0 = —sinoj^ 


( 2 ) 


0 


k 


注 意 : 式 （ 1) 、（ 2) 两式中的 ~ 是特定的值，不能任意给，故不能令式 （ 1) 、（ 2 ) 两式两边的 


的系数分别相等 . 


SUKOto^COSCOto 

式 （ 1) Xsina^o + 式 （ 2) Xcoso ^。， 得 




C = 


0 


k 


F 


代入式⑵得 


B= 一 丁 （1 — COSO^o) 


k 


F 


F 


mg 


— —(1 — cos^ 0 )cos^ + —sm^o sl n^ 


x 


k 


k 


k 


F 


-r[cosoj(t—to) —cos ⑽] 


X — Xo = 


k 


2. 1.36 空间内有均匀的电场和磁场，五 sEGfl^^Ccosd+sina/), 。 为常量•具有质 
量为 m 、 电量为 g 的粒子在坐标系原点以初速开始运动.若重力可忽略 
不计，求质点以后的运动 . 

mr =qE J tq vXB 

将及 = 土 /+5^ + 全 * ，石 =£/ jsfiCcoscrf+siru^/) 代入上式，写成分量方程， 


( 1 ) 


= qE — qB z sina 

my = qB z cosa 

nix = qB(x sina 一 y cosa) 


( 2 ) 


(3) 


式 (3) 对〖求导，用式 (1) 、（ 2) 消去，得 


0 yx=y = z = 0 f x^=x 


t 




o ^y = yo jz = zq 


2 


+ q 2 B 2 z= q^BEsina 


m z 


上式对 £ 积分，得 


+ q z B 2 z — q z BEtsina 


(4) 


m z — m z 0 


其中 


qB (x Q sina~ y 0 cosa) 


mz o 




式 (4) 是关于 z 的常系数线性二阶非齐次微分方程，不难看出它有下列特解 


=+ q 2 BEtsina) 




z 


( 剖十 Csin (皆卜 


通解为 z = Acos 


朴 


^ sin (^) + c ^ cos (^) 

\ m ! m \ m i 


4sina 


— A 


z — 


B 


m 


由初始条件 d = 0 时 4 = 0，S = h 定出 
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2 


E + 

之 0 ———sma 

Ij 


m 


m 


C = ^ 


.A = —— 


之 o ， 


q z B 


qB 


qB 


以下为写得简便些，令 


，贝 |J 


OJ = 


m 


E • 

—sina 


^ =- 


C =— 


(5) 


2 ^0 ， 


Z 


0 


B 


(O 


CO 


E 


Acoscot + Csincot — ^4 + —tsina 


( 6 ) 


z 


B 


积分式 (2) ，并用初始条件，再代入式 (6) 得 


/ e 

my = my 0 + ^^ cosa Acoscot + Csin 一 A + —tsina 


B 


E 


IP3 ； = 3； 0 + ax:os a [ Acos ⑴ t+Csin 一 A-\~—tsina 


对上式积分，用初始条件，得 


^~t 2 sina 


y 0 t + cosa Asm ⑽一 Ccoscot + C — Acot + 


(7) 






2 m 


对式 （3) 积分，用初始条件，得 


mz = mz 0 + qBCxsina — ycosa ) 


( 8 ) 


从式 (8) 解出，代入式 （6) 、 （7) ，可得 


E 


Zq 


— sina(Asincot — CcosaJt ) 十 


— csca 


x = 






Boj 


O ) 


aK 


+ y 0 tcota + cscacos 2 a(C — Acot ) + 


rcos a 


qB 


其中 A 、 (:如 （5) 式所示， 

2. 1.37 具有质量 m 和电量 g 的质点，以速度 V 。垂直于电场方向进入按£ = 
E 0 coswt 规律变化的均匀电场，若质点还受到一个跟速度一次幂成比例的阻力/?= —y v ， 

7为正值常量.求质点的运动(不计重力的作用）. 

取 I 轴沿 V 。方向，: y 轴沿五。方向，进入点为坐标原点. 

V 

-- - / 


0 )= 


m 




J ： 


Y 少 + qE 0 coscot 


my 






初始条件 K =0 时 ， r = y =0， i : = y 0 ,5；=0, 


mi ：= — 7 a : + ^nV 0 


m / 


十〃是上述非齐次微分方程的一个特解. 






相应的齐次微分方程 


mx = — 7 x 


dx 


7 


x 


m 


7 


通解为 


m 


x = ce 


非齐次微分方程的通解为 



力学（上册) 


64 


mV 


7 


用初始条件定 c 得 


mV " 


1 ~ e 


7 


my — — 7 y -\- qE 0 cos(ot 

-7 y + ㉟ sin ⑽ 


my 




设上述非齐次微分方程的特解为 


= Cicosoot + c 2 sin ⑽ 


尸 ^ 


y = — c^smcot C2 ^ cosa)t 


成 0 — : 


— mc^sinotf + mc 2 <^ cosa)t = — 7 ciCOS(ot — 7 c 2 sin(ot + 


sin ⑽ 


两边 sina ^、 coso > i 的系数分别相等， 


qEo 


- 7 c 2 + 


— mcoci = 


— 


mcoc 2 = 


qE 


rqEp 

( m 2 ⑴ 2 + y 2 ) 
yqE 0 

a )( m 2 a > 2 + 7 2 ) 


解出 


ci = — 


Cz = 




qE 


m 


coscot —— 


sin ⑽ 


: V 


+ r 2 


的非齐次微分方程的通解为 




mqE 




7 , 


CQSWt — 


smotf 


y = re 


― y 2 


mqE 


由 f = 0，： y =0, 定出 c r = 


，所以 


+ 7 2 


m (o 


qE 


7 


m 


cosa > t + - sin ⑽ 

mco 


e 






+7 2 


2. 1. 38 —长度为 L 的水平封闭圆管绕其一端的竖直轴以恒定的角速度 w 旋转，管 

内装有密度为作的液体及一截面半径略小于管内径的长为/、密度为 〆〆 >&)的小圆柱 
体.开始时，小圆柱体紧靠轴并相对于圆管静止.问经多长时间小圆柱体到达管的另一端. 

取沿圆管的^轴，在轴处 ，: r = 0. 先求由于转动圆管各处液体的压力，设 S 为圆 


管的截面积 


考虑 I 至 x+dx 一段液体质元，两边受到周围液体的压 
力和惯性离轴力相平衡，图 2. 26中 poSdx 


为惯性离轴 


力. 


pS + /> 0i Sdx ♦ < o 2 x — (/> + dp)S = 0 


2.26 


d^> = p 0 ^o 2 xdx 


这里写积分下限考虑了工= 0处 p = 0 9 
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= -— p 0 a) 2 x 


小圆柱体处于 X 到 X + 1 位置处受到的惯性离轴力的合力为 

pco 2 xSdx = ~ pco 2 S (2 x 1 + Z 2 ) 

乙 

小圆柱位于 T 到位置时，它的运动微分方程为 

plS x = \ poi 2 S {2 xl + l 2 ) + ~ 7TPq ( o 2 Sx 2 — ~~ Po^ 2 SCx + /) 2 


X + / 


(i° — + /) 




2 


d x 


P~ Po 


2 


(2x + /) 


CO 


X = X 


d«r 


2P 


积分上式，注意 x = 0 处 i : = 0, 可得 

v!> P — PO 


P — Po 


O ) 2 ( x 2 + lx ) 


(O 


X 


X 




p 


p 


小圆柱到达圆管另一端时 ，: r = L _ Z ， 时间 f 为 


L-l 


P — Po 


O ) 


用积分公式 ' 


x 2 — a ^) ，得 


2L 


In 


1 丄 

丄 7 


P — Po 

2. 1.39 —个质点以初始速率％、仰角《抛出，若空气阻力与速率的平方成正比，比 

例系数为 mk ， m 为质点的质量. 证明： 

(1) 运动微分方程可以写成 


0) 


y = — k y s — g 


= —— k X 


X 


其中: T 轴沿水平方向轴竖直向上， i 2 = i ： 2 + i ； 2 ; 

(2) 轨道微分方程可写为 


d 2 y 
dx 2 

其中 s 是自抛射点沿轨道经过的路程； 

(3) 忽略空气阻力时，积分上述轨道微分方程，可得抛物线形式的轨道. 


2ks 


/ ( u 0 cosa ) 


=— ge 


a : 


证明 (1) 


=—— mkv x= —— mk 


—— mkv 


sx 


m x = 


v 


« ft J 9 9 

X = — k sx 


—— mkv 2 


g= —— mk sy —— mg 


my = 


v 


y = —k sy—g 


d 2 y 

dr 2 


dy 


+ 土 


( 2 ) 




—-JO 


dt 士 丨 dx 


da : 
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丁工 J 2 

ax 


— — k s y — g 


JT 


dx 




代入上式，得 


将 


~k sx^y = 


X = 


X 


dx 


d 2 y 

da: 2 


( 1 ) 


x 


— g 


2 




d 


I d x 


x 


iSts = ~—k U :， 得 

1 d ± 

-—— 

2 dx 


再将 


x ~ 


x = 




2 


dx 


ds 


j * 9 

= —— k x T ~ 


dx 


z 


d x 


— 2^ds 


x 


用初始条件 （= 0 时 s = 0 ，ir = t ; Q cosa ， 对上式积分，可得 


2 是 5 


2 


— ( v 0 cosa) z e 


< 2 ) 




x 


将式 (2) 代入式(1)，即得 


d z y 

-^hTh 1 


2ks 


dx 2 


(v 0 co^a} 


(3) 忽略空气阻力 A = 0, 轨道微分方程为 

d 2 ^ 

■ ■ *r ■ ■ -■■....■ 


dx 


( v Q cosa ) 


两边对 X 积分， 


dy 

- - _ 


x 


Cl 


( v Q cosa ) 


办— 


初始条件 :: r = 0 时， 


定出 


Ci ~ tan^ f 


tf ： na 5 


dx~ 


dv 

■ ■ ， - , _ 


x + tana 


( v Q rosa ) 


ax 


x 


2( v 0 cosa ) 


初始条件:工= 0时，: y =0, 足出 


0, 


Ct 




—— xtana 


x 


y = ~ 


2(t/ 0 cosa) 


( x 2 — 2 v \ cos 2 a • tana ^ x ) 


2( v 0 co ^ sa ) 


{x — vlsinacosaY + ~ vlgsin z a 


2(t/ 0 cosa) 


这是标准的抛物线方程. 

2, b 40有一光滑旋转抛物面，其方程为 


— 7( 工 2 + y ) 


z — 


轴竖直向上 * 在其顶点有一质量为 m 的小物体，受到微小扰动后自静止开始下滑 .求拋 





物面对物体的作用力（取质点运动平面为平面. ) 

用自然坐标 


dv 


= mgsind 


( 1 ) 


m 丁 


v 


= mgcosd — N 


( 2 ) 


m — 


P 


式中 <9是速度与: T 轴的夹角， W 是抛物面对物体的作用 

力 .如图 2. 27所示. 


dv d ?^ d 5 


dv 




式 （ l ) 可改写为 


m — 

/tj 1, 


〒 ’ s i n( 9= — 


dt ds dt V 


ds 


ds 


dt; 


d 之 


d , ― mg Ts 


mv 


gdz 


vdv 






积分上式，用初始条件:? = 0 时， 2 = 0， T ； = 0, 得 


(3) 


x 


V 


= ( l + y ) 3/2 , 


用/>= 


—1 


Z 


cU 


tan^ =—— 


x 


dj ： 


sec 2 汐=1 + tan 2 沒=1 + x 2 jcosd = 


(1 + 工 2 ) 1/2 


及式 (3) 代入式 (2)， 解得 


mv 


N = mgcosd — 


2\3/2 


P 


个3 : 4 : 5的斜面固连在一转盘上，如图 2. 28所示，一木块静止在斜面 

上，斜面和木块之间的静摩擦因数 A = 求此木块能保持在离转盘中心的水平距离为 

I 

40 cm 处相对转盘不动的最小转动角速度 


2. 1. 41 


■ 


4 


0) 


40 cm 


a 


4 


图 2. 28 


取转盘参考系，木块受到的作用力有重力静摩擦力/、斜面的支持力 W 和惯 
性离轴力 F . 考虑刚无相对运动的临界情况. / = AW ， 求最小的 A 有下滑趋势，故/沿斜 
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为木块离盘心的水平距离，今 r = 0. 40m. 
沿斜面方向及垂直于斜面的方向列平衡 方程： 


面向上 . F 


= ma) r , r 


gsin 汐 —— mco 2 rcos6 —— ju s N = 0 
N —— mgcosd —— nuo 2 rsin$ = 0 


m 


可解出 


0, 6 一十 X 0. 8 


sin 汐一 s cos8 
cos 夕 + fjt s smd 


4 


[ — 


3, 3rad/s 


V/ v ~ 


O ) 




0. 4 


0. 8 + 十 X O- 4 


4 


一水平转盘由静止开始启动，并以匀角加速度 0. Otoad / s 2 加速. 一 小孩坐 
在离转盘 6 m 远的椅子上，手中握着一个 2 kg 的球.求转盘启动 5 s 后那一瞬间，小孩为握 
住球必须施以的力的大小和方向. 

取固连于转盘的直角坐标系，如图 2. 29 所示^轴竖直向上，用转动参考系， 


2 , 1 , 42 


F + mco 2 r — m a>X r — 2mco X v 


r fJ 


m 


今已知 fl = 0 


0, 


9 V 




= o. 04?rA:(s_ 2 )= 0. 04^r X 5 *： = 0. 2^A:(s~ 1 ) 

/ - 2 X 9. 8k (N) 


bi(m) , F = f + mg 






其中/是小孩给球的作用力， 


/ — 2 X 9. 8fc + 2(0. 2 兀 ） 2 X 6i — 2 X 0. 04# X 6r - 0 

/ = - 4. 74/ + 1* 51y + 19. 6/c(N) 

|/| - 20, 2N 




2kg 


k 6m >1 


图 2. 30 


图 2. 29 


一个在竖直平面内半径为 a 的圆环，以角速度⑴绕其竖直直径 旋转. 一质量 
为 m 的小球在环上无摩擦地滑动，如图 2.30 所示. 

(1) 在什么特殊条件下，小球在 <9=0处是稳定平衡？ 

(2) 当 o ) 为何值时，小球可处于另一稳定平衡位置，求出这时的0值. 

用圆环为参考系，运动微分方程为 


2 . 1 . 43 


ma 6 = _ m^sin^ + maaj 2 sin^cos^ 


( 1 ) 


( l ) e = o 时，由式 a ) 可见，彡 = oj = o 是平衡位置.它是否稳定平衡位置，要看从平 
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衡位置给一微扰后，质点受到的合力是否是使它回到平衡位置的恢复力，或者从结果看它 
是否是围绕该平衡位置的小幅振动. 

沒=0要是稳定平衡位置，要求受微扰后，以后的运动始终有0为小量，即 sine 〜 心 
cos ^^ l . 代入式 （1) 得 


[ 


CO 


a 






稳定平衡的条件为 


a 




o >^ 


a 


Vf 也是稳定平衡条件的说明 
/ \ ，式 (1) 不是简化为备 


关于 


(0 = 


= 0,而应对 cosd 的近似多保留一项较高级的小量, 


(£) = 


cosB ^ 1 — —d 2 




a 


故式 a ) 可近似为 
d > Q 时，& <0;0<0时，# >0,质点受到的合力是恢复力. 


id 


(7 =二 


— 0) 


2 a 


(2) 从式 （1) 可见,平衡位置处 J =0 


( 一 g 4- aa >" cos ^) sin ^ = 0 


一 个平衡位置是 sin$o = 0, 故氏 = 0. 

另 一 "个平衡位置 _ g + aco 2 cos6o = 0 ^ 




，汐 0 


cos^o = 


arccos 




a<jo 


aa ) 


时，不存在另一平衡位置，只有 

\ ■^时 , 8=0 


[ 


6= 


，这说明，当 


— 必须<1，故⑽ 2 <1， ⑴〉 


0) 


C 


a 


仍是平衡位置，但 


0是平衡位置，而且如上所述，它是稳定平衡位置•当〜> 


如上所述，它是不稳定平衡位置，此时存在着另一个平衡位置 


<3 CO 


下面我们证明这另一平衡位置是稳定平衡位置， 

令 ( p = ff —0 o , 将 sin 0、 cos 0 均在 d =6 o 处作泰勒展开，且只保留一级小量， 


sin 汐免 sin 沒 0 + cosd 0 id — 沒 o) = sin 沒 0 + (pcosd 。 

cos 8 ^ cosd 0 — sindoid — ^ 0 ) = cos 6 0 — < psin 6 0 


代入式（1)，注意0 


g 


( sin^o + ^> cos 6 0 ) + ^ 2 ( sin^o + f cos ^ 0 ) ( cos ^ 0 — < psin 8 0 ) 


(p— —— 


a 


sin 2 汐 o ) 


g 


( cos 2 没 


2 


cosd 0 


? 


— 


O ) 




0 


a 
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g 


g 


g 


， cos 2 ^ 0 




cosdo 






0 


aoj 




上式可改写为 


g 


ip = — 


9 


CO 


a 2 aj 2 


2 


g 


8 


g 


因为 


这就证明了只要存在另一个平衡位置，它一定是稳定平衡位置. 

2.1.44 —光滑的水平圆盘以角速度绕通过盘心的垂直 
轴转动.在圆盘上位于离盘心距离及的人给质量为 m 的光滑硬 
/-0时币（忽略大小）朝向盘心方向的推力，使硬币得到相对于圆盘的 

— ^ 初速度仏 证明： 在圆盘上的人看来，在一段时间内[(时) 2 可以忽 

略]运动是一条抛物线，给出这条抛物线的方程 


^ < 1，⑴ 


CO 


aW 


aco 


y 


V 


O R 


x 


d 


d v 


证明由 


Xr — mw X ( a > Xr) — 2 mw Xv 


m ~^ = F — m 


dt 


dt 


图 2-31 


得 


x = co z x + 2 <o y 

y 一 2 ⑴ i 


( 1 ) 


( 2 ) 


<x) 


y = 


式 (1) + 式 (2) Xi , 并令 


+ ，得 


z = x 


z = ( o 2 z — z 
r 2 + 2 coir 一 co 2 = 0 


特征方程为 


— (Ol (重根） 

CA + Bi ) e - lu , t +( C + Di)te 


解得 


r — 


故 


ia> t 


Z 




x = Rez = Acoscot + Bsincot + Ctcoscot + Dtsincot 

Imz — — Asiruot + Bcoscot — Ctsincot + Dt cos cot 

o ,5»= o , 解出 

= Rco 

=Rcoscot — vtcoscot + Rcotsincot ^ R — vt 
—及 sinatf + vtsiruot + Rcotcoscot ^ vcot 2 


y 




由初始条件:时 


R，x 

A = R，B = 0 ，C 






—1；，3； 




，x 


— V 




所以 


X 


y = 

作上述近似时，略去了 ) 2 及更高级的小量. 

上述两式消去 （ 即得轨道方程 


CO 


y = (: c — /?) 


v 


是一条抛物线. 

2. 1. 45 卫星绕地球做圆轨道运动，卫星内的宇航员将一个小物体放在卫星质心和 
地心连线上离卫星质心 Ar 处然后释放.求在卫星参考系中宇航员所看到的释放后物体 
的运动(设卫星像月球那样朝向地球的部分始终朝向地球). 

取固连于卫星的坐标系 Oxyz , O 在卫星质心，轴指向地心，: r 轴指向卫星运动 

的方向，释放时4 = 0.卫星参考系是跟随 O 点的平动(做圆周运动，设绕地心的角速度为 
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W ) 和围绕 O 点的转动（角速度也是 0)). 

用卫星参考系，物体受以下几个力 ：地球 的引力尸 1; 平动惯性力 f 2; 惯性离轴力 f 3; 
科里奥利力 F 4 . 设地球质量为 M, 物体质量为 m， 地心的位矢为及，物体的位矢为 r， 

GmM 

\ R ^~ r \ 


Fi = 


CR — r) 


用三角形边角关系的余弦定理, 


1/2 


\R- r\= (R 2 + 

= ( 及 2 + 


— 2 Rrcosd) 

— ZRy 、 


1/2 


r 


其中0是 r 与/?也是 r 与: y 轴的夹角， 

GMm 1 


(R — r) 


F \ — 


2 \ 3/2 


R 3 


2Ry 


1 一〒 
i + 言 


R 


GMm 


、 GMm 

— r) = 了 




髮 ) [(R — y)j — xQ 


( 




R 


GMm 


F 产 — R 


2 


F 3 = mco 2 r — 


{jci + yj) 


mu> 


F 4 = — 2 ma) X r= — 2 mwk X (x i y j) = 2 nto){y i — x j) 

以上已考虑到初始条件和受力情况，物体仅限于在 ^ 平面内运动. 


设卫星质量为 m s ，在地球引力作用下做圆周运动， = GM 

mr- F, +F 2 + F s + F 

y)j 

Rj — mo/Rj -f- 


R 


4 


— 工 [ 


Rj + mcjt) 2 ixi + yj) + 2 nuo{y i 


mo > 


x 


maj 




3^ 


^ ma > 2 丨 1 + $ 

= 2mo) j ； i + {^m(o 2 y — 2ma) x) j 


2 


( 工 i + yj) 4 - 2 mco(y i — ± j) 


mco 


( 1 ) 


2 <o y 


x = 


y = 3 <^ 2 y — 2 (o x 

积分式 (1)， 用初条件 : Z = 0 时，士 = 0,3； = ^7^，得 


( 2 ) 


(3) 


2 <^{y — Ar) 


x 




将式 (3) 代入式 (2)， 


y -\- 4： co 2 Ar 
y — 4 Ar ^-CiCOScot-\- c 2 sino>t 


co 


y =— 


通解为 

用初始条件:时，: v=Ar，5?=o，sa 


Ci = — 3Ar ^ c 2 = 0 

y = 4：Ar — 3Arcoso>^ 


故 


代入式 （3)， 


x= 6 ^Ar(l — cosotf) 


积分上式，并用初始条件 V = 0 时， x = 0, 
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x = 6 Ar ( o>r — sin ⑽） 


2. 1. 46 —质量为 m 的质点用原长为/、劲度系数为々的弹簧挂起来 ， r = 0 时，弹簧 

上端的支撑点开始上下按正弦函数做振动，振动的振幅为角频率为 codco ^ Vk /^1 ), 求 
质点的运动. 


取固连的支撑点作为原点竖直向下的工坐标.并以它为参考系.这个参考系对 

静参考系的加速度为 AVsin ⑽. 用此非惯性系，质点的运动微分方程为 

— k{x — /) + mg 


mA ( o 2 s\nojt 


( 1 ) 




d 


mg 


初始条件为 r = 0 时 yx=l + 


， i = 0 — t ( — Asincot ) 






k 


dt 


t=0 


^ng 


令 


，式⑴化为 


/+ 




y 


k 


my = — ky — mA ( o 2 sincot 


( 2 ) 


初始条件为 £ = 0 时 y ~0 9 y = (oA 

式 (2) 的通解为 


2 


Aco 


sinwt + CiSin ( v 0 t + c 2 cos ⑴ 0 , 


y = 




(O 


k 


其中 


o>0 = 


m 


如 3 


由初始条件得 


，（2 = 0 


= — 


a) 0 (co z — a)l) 

Aw 2 


Aco 3 

o 2 — col ) 


sincot — 


si ⑽ 


: V = 


O ) 


CO 


0 


Aco 2 

— 


CO 




—— sinco 0 t + / + 


sinfttf — 


x 


k 


0) 


⑴ 0 


k 


其中 


⑴ 0 = 


m 


2. 1. 47 —块光滑的水平板绕过板上一点的竖直轴做恒定角速度为 m 的转动.一质 

点用一根原长为零、劲度系数为 a 的弹簧连接于轴与平板的交点.若取开始时质点与交点 
(取为坐标系原点）的连线为 T 轴， z 轴沿 a 的方向，质点开始在 U ，0) 处以（0^。)的速度运 
动,求质点的运动学方程1⑴、 


— kr 七 nrn z r —2 mo ) X 


I 


m r = 


k 


令 W = 上式的分量方程为 


m 


— (^o — 

— w 2 )y — 2(0 


2 


* ♦ 

X 


)x + 2^ y 


( 1 ) 


0) 




(2) 


y =— 

+卜，得 


X 


式 (1) + 式 (2) Xi ， 并令 


z = x 


— {( o \ — co 2 )z 2 co\z 
r 2 — 2coir +<^o _ co 2 — 0 


z 




特征方程为 


2 ⑴ i 士 V (2d) 


0 


=( ⑴士 C 0 Q )l 


r 
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(c x + c 2 i)[cos(ft> + ⑴ 0 )f + i sin(w + aj 0 )t] 

+ (c 3 ~h c 4 i)[cos(cu — co 0 )t + i sin ( ⑴一⑴ 0 )i] 

Rez= Cicos(a) + ⑴ o)t — c 2 sin(co + <^ 0 )t 

+ c 3 cos(oj — a) 0 )t — c A sin(co — co 0 )t 


z 




X 




3; = lmz= c 2 cos(a) + a> 0 )t + ^^inCa; + co 0 )t 

OJ 0 )t + c 4 cos(ct> — co 0 )t 


+ c 3 sin(^ 


由初始条件: £ = 0 时 ， JT 


0,3/ = 0，； =。 0 ，可得 


满足的方程 


^1 


= UjX 




c^ + c z = a 

C 2 0 + co 0 ) — c 4 C ( t ) — ( O 0 ) = o 

^2 + ^4 = 0 

dO + ⑴ o) + c z {o) — co 0 ) = V 0 

a(a)-\-w Q )—v 0 




i 0 —“ O — ⑴ o ) 

2< o 0 

Vo — aj(o — ⑴ o) 

2 ⑴ o 

v 0 — a(ct) — ct) 0 ) 


解出 


= 0 ,^i = 


， c 3 = 


Cz = C A 


2(0 


0 


<2( ⑴ ⑺ o ) — Vq 

2(0 0 

g<jw-\-a) () ')—v 0 

2 co 0 


所以 


QOs(ci) — (O 0 )t 


cos {a)-\-a) 0 )t-\- 


x = 


sin(co—a) 0 )t 


sin ( ⑴ + ⑴ 0 )f+ 


尸 


2 ⑴ 


0 


k 


其中 


co Q = 


m 


2. 1. 48 考虑一组荷质比 e / m 都相同的带电粒子，证明 ：这些 粒子在一个小的磁场 B 
(常矢量）中的运动同在一个适当选择的角速度如转动的参考系中看到的没有这个磁场的 
运动相同，求这相应的0> 值，并对“小场”作出说明. 

证明 粒子在磁场中受到洛伦兹力 evXB . 

粒子在以角速度0> (常矢量)转动的参考系中受到两个惯性力：科里奥利力一 2 mo ) X 

，惯性离轴力一 

如惯性离轴力可以忽略，当 


X (<w Xr ) 


mco r 


_ 


m 


v 


2rrw X — e v X 


e 


满足上述关系时，则转动参考系中科氏力的效应与均匀恒定磁场中洛伦兹力的效应相同， 
今这些粒子相同，可以用同一个转动参考系代替磁场. 

小场是指教足够小，它要求代替它所用的转动参考系的转动角速度 w 足够小.具体 

说，要求惯性离轴力较之科氏力可以忽略，即 


V 


⑴ V 《 mcov ， 


⑴《— 


r 


对磁 场而言 ，要求 


v 


B 《 


r(e/m) 

其中 r 是粒子的速率, r 是粒子离转轴的距离，选择转轴位于粒子系统运动区域的中心， 
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也可以说是系统运动区域的线度. 

这些粒子可以有其他作用力，洛伦兹力与科氏力等效，运动微分方程相同，初始条件 
相同，当然有完全相同的运动. 

2. 1. 49 


个质量为 m 的质点在光滑的水平面上以角速度做匀速率圆周运动，其 

向心力是通过一劲度系数为々的弹簧提供的.使质点突然获得一个很小的径向速度分量， 
求所引起的径向振动的频率. 


(r —rp 2 ) 

( r > + 2 r < p ) = 0 


k(r — ro) 


( 1 ) 


m 






( 2 ) 


m 


由式 (2) 可得 

质点做匀速率圆周运动 4 = 设半径为用式 (1) 得 

mRco 2 = k (R — r 0 ) 

沿径向突然给一很小的径向速度分量，在运动中 ， r = i ? + Ar ， 士 = w+A 士,代入式 （1) 


(3) 


<p = c 


(4) 


得 


[Ar - ( i ? + Ar ) O + △ ^) 2 ] 


k (R — r 0 + Ar ) 


m 


用式 (4)， 且略去二级小量，得 


(Ar 一 2 R<oA <p — co 2 Ar ) 


— k/\r 


(5) 


m 




由式 (3)，△「 与 A f 间有下列关系 


(R + Ar ) 2 0 + △妗 =R 


2 


CO 


Ar 、 A P 均为一级小量，略去二级小量，可得 


2oj 


A <p 


- R ^ 




将上式代入式 (5), 得 


Ar + 3⑴ 2 十 一 Ar = 0 


m 


k 


径向运动振动的角频率为 A + ^ 


m 


2. 1. 50 一个质量为 M 的小珠套在光滑的水平 

的金属丝上，另一个质量为 m 的质点通过无质量的不 
可伸长的、长度为 a 的绳子连在小珠上.握住小珠与质 
点，使绳子沿金属丝拉直，然后突然释放.求此后绳子 
张力与绳子、竖直线间夹角6的关系. 


M x = Tsind 


( 1 ) 


0 + mjtcosd 


mgsind 

mad — imcsind = T —— mgco^d 


( 2 ) 


ma 


图 2, 32 


(3) 


式⑴〜式 （3) X sin 汐，得 


Q sin 夕 + ma:sm 2 d = mgsindco^O 


M x — 


(4) 


ma 
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式（4)+式 （2) X cos 夕，得 


6 sin 沒 + mit 十 ma dco^d = 0 


M x — 


(5) 


ma 


对，积分上式，得 


(M + m ) i : 十 


d cosO — 


( 6 ) 


c \ 


ma 


7V 


由初始条件 v 时 fd = o , x = o 定出(: jzO , 因此 


(M + m) x-\- ma 6 cos0 — 0 


(7) 


式 （5) Xi ： + 式 （2 )Xa 没，得 


d 2 sind + ma x dcosd 
x 6 cosd = — mga 6 sin 汐 


(M-\- m) x x 

+ ma 1 d 6 ^ 


— ma x 


( 8 ) 


ma 


对 Z 积分上式， 


+ m) x 2 + —ma 2 0 + 


i : 6 cosd = mgacosO + c 2 


(9) 


ma 


7T 


0，沒=0定出 c 2 = 0, 因此 


由初始条件 : 0 = 70 寸 




士 （M + m) x 2 + ~ma 2 0 + ma x ❹ cosd = mgacosd 


( 10 ) 


m 


由式 （7) 得 

将式 (11) 代入式 (10)， 解出 


( 11 ) 


dCGsd 


X — — 


a 


M+m 


2(M + m)cosd 
(M + msin 2 8)a 


( 12 ) 


e 


g 


上式对 / 求导， 


2(M + m)cos6 
(M + msin 2 8) 2 a 


2(M + m)sin 没 

(M + msin 2 ^)a 


2wgsin 沒 cos 汐 $ 


g 0 — 


2 00 =- 


(M + m + mcos 2 ^)sin^ 


(13) 


所以 


d -- 


(M + msin 2 d) 2 a 


将式 （12)、（13) 代入式 （5)， 解出 


(3A/ + 2 讲 + 

(M + wsin 2 ^) 2 


參參 

X 


将上式代入式 (1)， 即得 


T = 


(M + ms\n 2 d) 2 

说明: 此题如用第六章讲的质点系的机械能守恒，可直接得到式（9)、（10)，用质点系 

在 x 方向动量守恒，可直接得到式(6)、 （7). 

质量分别为 m 和 A / 的两个小环可在一光滑的竖直平面内的圆圈上运动, 

两环被一根无质量的、不可伸长的绳子连着.证明：只要绳子保持拉紧，绳子张力为 
2 mMgt a n « COS (9/( m + M ), 其中 2 a 是绳子拉紧时对圈心所张的角，是绳子与水平线间的 

夹角，#为重力加速度. 

证明 可以直观地作出 判断: m 、 M 在运动中绳子保持拉紧 ， m 、 M 连线必位于圈心 O 


2. 1. 51 
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的上方，如图 2. 33所示. 

用自然坐标，列 m 、 M 的切向方程.设圆圈半径为 r ， 

规定 m 作逆时针转动的速度为正， M 作顺时针转动的速 

度为正，即 


X 


M 


T 


T 


0 


m 


d 


d 


a 




亍 （“ + 妁， 


O — <9) 


Vm 


r dt 


V 


r 




dt 


m 


mg 


O 




m 


=m^sin(a 十汐）一 Tcosa 


m 


di 


d = mgs\n{a 十 0) — Tcosa 


( 1 ) 


mr 


图 2. 33 


dv 




Mgsinia — 6) — Tcosa 




dt 


即 


— Mr d = Mgsin(a — d) — Tcosa 


( 2 ) 


式 （1) —式 （2) 得 


(m + M)r d = mgsinia + 夕）一 Mgsin(a — 6) 

[msin(o? + d) — MsinO — 夕 ）] 


(3) 


… w 十 Af 

将式 (3) 代入式 (1) ，解出: T ， 经计算可得 


= ^ m f^f A tdinaQOsd 

m + M 

2. 1. 52三个点源等距离地固定在一个半径为 a 、 圆 

心为原点的國周上，每个点源对质量为 m 的质点的作用 
力为引力々及，其中 A 为正值常量， li 为质点对点源 
的位矢.质点在 t = 0 时放入力场，初始条件为 
v 0 ，如图 2. 34 所示 * 


T 


^0 


m 


广0 




a 、 


〆 a 


O 


(1) 求解质点的运动;用 r 。^。 及其他参数表示 rO ) ? 

(2) 在什么条件下，质点的运动轨道为圆？ 

分 别表示三个点源和质点对原 


a 


解 （1) 用 n 
点0的位矢，因三个点源在圆周上等距离分布，有 


/ V ^3、 尸 


图 2.34 


三个点源对质点的合力为 


F = — k{r — r a ) —— k(r 

3 kr + 是 Oi + r 2 + r 3 ) 


r 2 ) — k{r — r 3 ) 


一 3kr 




运动微分方程为 


=—— 3 kr 


m r 


3 k 


Zk 


通解为 

由初始条件 d =0 时 ， r=r 


r ( i)=Acos a / — t^rBsin 


— t 


m 


m 


定出 


0 ，r = t / 0 . 


m 


A = r 0 ， 


Yk v ^ 
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Zk 


3k 


m 


所以 


r(t) = r 0 cos 


+ 


—t 


Yk VoSin 


m 


m 


(2) 取 r 。 方向为轴正向，设 p 。 与 n 的夹角为 a ， 贝 ! J 


3々 


3k 


m 


x(t) — r 0 cos 


—t^ocosasin 

3« 


m 


m 


3k 


m 


yiO = 


—r/ 0 sinasin 




m 


3k 


—tsin 


3k 


m 


+ 2 r 仰 


—cosacos 


=rocos 


x 


3k 


m 


m 


3々 


m 


sin 


Yk v ^ 


m 


f 或穿时，且 


m 


时, 


可以看出，当 




r 0 


u Vo 




X 2 + y 2 = rl 


m 


质点的运动轨道为圆.因此条件是 r 。 丄且 

附带说明 ：用第 三章讲的互相垂直的、同频率的两个简谐振动的合成,立即可得上述 


Vo 


3k 


结论 


个质点质量均为 m ， 任何两个质点间相互作用力为斥力，大小与它们间的 
距离成正比，比例系数为开始把它们静止地放在一个光滑的水平面上处于以 o 为中 
心、 a 为半径的圆圈上的对称位置.证明 ：同时 释放后，任一质点位于离 o 点距离 r 处时的 
速率为 


153 


n 


1/2 


\_fmm{r 2 — a 2 )] 


提示：2 sin 2 — 

L- Tt 

证明 考虑位于图中 a 点的一个质点点的质点 
对它的作用力在 OA 方向的分量为 




+sin 2 —+ *^+sin 




=n 


n 


n 


//m 2 - 2rsin 2 吾 




丌 


2 rsin 


fim 


B 


n 


其他质点对 A 点的质点的作用力在 OA 方向的分量分别 


/ 7t 

/ 7 T 


In 


3汀 


K 

n 


为 


2 rsin 


2 rsin 


2 rsin 


jum 


fjm 


jum 


O 


n 


n 




，其中 r 为 n 个质点在 t 时刻离 O 点的距离.不论 

为奇数还是偶数，任何一个质点受到的合力都沿半径方 

向向外，且大小相等.各质点在任何时刻都对称地分布在 

_ 

以 O 为圆心的一个圆上，每个质点的矢径满足下列 方程： 


n 


n 


2* 35 
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fxm 2 2 rsin 


in — 1)丌 


~ + 2 rsin 2 — + ••• + 2 rsin 


7t 


mr = 


=fjm nr 


n 


n 


n 


— d 


=— ^tmndr 


r r 


=fJLtnnr r , 


r 


两边积分，用初条件 


时，分= 0 ， 得 


2 


= pmn ix z — a z ) 

= ( r 2 — a 2 )3 1/2 


2. 1. 54 考虑一质量为 m 的粒子在力 F= - kr 作用下运动，这里々是正值常量， r 是 
粒子的位矢. 

(1) 证明粒子在一平面内运动； 

( 2 ) 设在 6 = 0 时 ， :*:= 。， 3 ^ = 0 ，土 = 0 ，夕 = 1 ； 0 ，求 和 y(t ) ； 

(3) 证明该轨道是一 椭圆； 

(4) 求出周期. 


d v 


X 穿 = 0 ,所以 


(1) 々 r，rXF = rX( — 杪 ）= 0 ,又因 F = 


m 


r 


> • * 


dt 


a 


a 


V 


-r(r X v) = v X v r -= 0 


dt 


dt 


积分上式， 

式中 /! 为常矢量. 


( 1 ) 


rXv = h 


( 2 ) 


(r X v) 


(r X r) = 0 


v 


r 


参 




* 


将式 (1) 代入式 (2) ， 

即 r 丄/ I ，说明粒子始终在与垂直的平面上运动. 


= 0 


( 2 ) 


— hr 


m r = 


= — kx ， 


— ky 


my = 


k 


令⑴ 2 = — ? X + ⑵ 2 x = 0, ^ -\-< o z y = 0 


m 


=Acos {cot + a) , 3 ; = ^Bcos(a^ + /?) 

0 ，夕 = 0 ，士 = 口。，定出儿 aj 、/?， 得 


x 


由初始条 件:? = 0 时， 


x = a ，x 




m 


k 


k 


—v 0 s\n 


x — acos 


y = 


k 


m 


m 


x 


1，这是一个椭圆的标准方程. 


(3 ) 六 + 




a 


m 




k 


k 


m 


(4) 设周期为: r ， 

1. 55 质量分别为 m 及 W 的两个质点，用未伸缩时长度为 a 的弹性绳相连，绳的 


— T —2njT = 2 丌 




m 


2 


2mm f co 
m+m 


h 将此系统放在光滑的水平管内，管子绕通过管上某点的竖直轴以 


劲度系数是= 


恒定角速度⑺转动.开始时，两质点相对于管子是静止的，两质点间距为&试求此后任何 


时刻两质点间的距离. 
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用图 2.36 的 
两质点的位置,取水平管为参考系, 


分别表示质量为的 


工1、工2 


2 mm f co 


7(工1 + 工 2 — a ) 


( 1 ) 


rm：i = mco^x 1 — 


2 mm ! co 


lix x + x 2 — a) (2) 


m x 2 = m x 2 — 


式 （1) Xm /+ 式 （2) Xm ，并令 5 = xi + x 2 »5 为两质点间 


图 2* 36 


距， 


一 2 mm ' a) 2 Cs — a ') 




s ~ 2 a -\- •Acos (时 + a ) 

由初始条件 K = 0 时 i s = xi ~\- x z = a , 5 =士1+士2 : =0,定出 A = a,a = 

s = 2 a ~\~ acos(cot + tt ') — 2 a — acosoit 


说明： 上面是我们对开始时 m 、 m ' 分别处于转轴的两侧的情况得出的结果，如开始时 
m ' 处于转轴的同一侧，得到两质点间距 s 的微分方程是相同的，因而上述结果也适用. 

2 1. 56 质量为 m 的小环套在半径为 a 的光滑 
圆圖上，可在其上滑动.如圆圈在水平面内以恒定角 
速度如绕圈上某点 O 转动，转轴垂直于水平面.试求 
小环沿圆圈切线方向的运动微分方程. 

解取圆圈为参考系，用固连于圆圈的极坐标表 
达，原点取在圆圈中心 C ， 取 OC 的延长线为极轴. 

小环水平方向受到三个 力：圆 圈的作 用力； 惯性 
离轴力 mfwVS 科里奥利力.只有惯性离轴力在切线方 

向的分量不为零，它的切线方向分量为 

^ sin ^ 


\ 


图 2* 37 


见 — 


mco 2 r r sin 


2 acos 


= mco^asiiKp 


切线方向的运动微分方程为 


ma <p =—— ma )" asin<p 


<p + ( o 2 sin<p = 0 


2. 1. 57两个粒子质量为 m 、 带正电荷&用劲度系数为 I 平衡长度为零的弹簧相 
连.沿水平方向有恒定电场£ = £ 山考 虑粒子之间的库仑力，忽略磁效应、辐射效应和相 
对论效应等，假定粒子没有碰撞. 

(1) 如果粒子在水平工方向的光滑直线上滑动，它们之间的距离 d 不变.求 A 

(2) 若 (1) 中两粒子间的距离为在一个平衡位置附近的小振动，求频率； 

_ 

(3) 若粒子在水平的光滑桌面上滑动，求运动微分方程的通解，可在答案中保留积 


分. 


(1) 用^、工 2 分别表示两个粒子的位置.图 2. 38画出了两个粒子的位置和受力 
倩况，由此可分别列出两粒子的运动微分 方程： 
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2 


9 


qEo ^ k ( x 2 — — 


mx \ 




4抓 0 O 2 — ^ i ) 


q 


mx z = qE 0 + 


— k { x 2 —工 i ) 


4：7 te 0 ( x 2 — 工 1 ) 


£o 


X 


Xi 


X 2 




*—^qE 0 

_ 戈 I } — ) 




4 灯 0( X 2 — A ) 


4^£ 0 ( X 2— X \) 


图 2. 38 


两式相减，可得粒子间距 s = X 2 — 可取 I 坐标较大者为 x 2 ，故心>^)满足的微分方程 


为 


Q 


2 ks 


( 1 ) 


ms 


2? T€ 0 S 


= d 保持不变，则 y =0. 代入式 (1) 得 


s 


1/3 


q 


d = 


( 2 ) 


A^tke 


0 


注意保持不变，并不意味着两粒子都静止不动(对静参考系）.对静系 


1 1 F H V' 

，工 1 — ^ 2 


=^— ^>0. 对静系以2 运动的参考系，两粒子都静止不动. 

m 

(2) 距离 s 在 d 附近做小振动，可令 s = d + A 5, 代入式 (1) ， 


m 


Q 


— 2 k {d As ) 


mAs = 


2 


2tt£ 0 (d + A5) 


2 A 5 


Q 


— 2ikd 一 2^As 


1 - ^ 


d 


27T£ 0 d 


Q 


~^ J ^~ 2kAs== ~ ek ^ 


上述计算中，两次用了式 (2). 


m^s + = 0 

可见粒子间距在 d 附近的小振动的角频率为 


2 


y 


(而 ，少 2) 


6々 


O) = 


m 


P 


(文1，乃) 


尸2 


(3) 由图 2. 39表示两粒子的位置， 


尸1 


(3) 


mr l = qE 0 i + k { r 2 — r x ) — F 
tw r 2 = qE 0 i — k ( r 2 — r x ) + F c 


c 


(4) 


X 


O 


其中 f 是粒子 1 对粒子 2 的库仑力， 


图 2- 39 
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F c = 


( r 2 — rO 


A7t£ 0 |r 2 — ri 


3 


式 （3)+ 式 （4) 得 


2qE 


0 


m 


写成分量方程，对 £ 积分两次，得 


qE 


0 


t 2 + + A 2 


(5) 


工1 + A = 


m 


^1 + 3^2 = + B 


( 6 ) 


2 


式⑷一式 （3), 令 


，得 


r = r 2 — r x 


2 k 


— 2kr e 


(7) 


27 t€ 0 r 


27 te 0 r 


注意 r = ( r —r<p )e r +{r<p +2 r<p)e 

=C r — r9? 2 )« r +-^-^(r 2 <p)e f 

式 (7) 写成分量方程， 


9 


2kr 


*2 

fxp ：= 


( 8 ) 




27te 0 mr 


m 


—= o 


(9) 


由式 (9) 积分 


r 2 <p=h 


( 10 ) 


1 dr 2 


dr 


，式 (8) 化为 


用式 （10)， 并用 P 




dr 


2 dr 


2kr 


h 


—d r 2 = 


dr 


2^£ o mr 


积分上式，得 


h 2 


2 


kr 


— r 1 — —— 


r v r 暑 

—— + 7( 


2 r 2 2 ?reomr 


2 


m 


b 1 


dr 


2kr 


c — 


dt — 


7te 0 mr 


m 


dr 


=t T 


( 11 ) 


2 \ 1/2 


b 2 


2kr 




c 


7te 0 mr 


m 


r 


由式 ( id 可得 


r=r(^) 

[u 2 —A ) 2 + (h-A ) 2 ] 1/2 


r 




式 ( id 也可改写为 


(工 2 — 工 I ) 2 + (： V 2 — ^ l ) 2 =[广⑴] 


(12) 


3^2 — yi 

工2 — 工1 


3^2 — ^1 

X z —— Xi 


tan ^ = 


arctan 


， <p = 


式 (10) 可以改写为 
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d 


arctan ———— 

L jo 2 —— Xi J 


[( 工 2 — x x y + (^ 2 — ^ i ) 2 ] 


= h 


d ? 


3^2 — 

X % —— Xi 


=hdt 


[(x 2 — x x y + (^2 — ^i) 2 ] 


d 


^2 — ^1 


1 


X 2 — li 


)2 — 3^1 
x 2 — ^1 


=hdt 


( x 2 — x^d 


两边积分，等号左边用分部积分， 


3^2 — 3^1 

x z — x x 


d { jo 2 一 x !) = ht D 


(13) 


: V 2 — 夕1 — 


的函数，因而式 （13) 的积分也可得到 ^2-^1 与 


由式 (12) 可得 3^2 — >1作为 
的另 一 关系. 

式（5)、（6)、（12)、（13)都是^1>0： 2 ^1^2的方程，可解出它们作 为广和 A ^ Az . B ^ Bi , 
: r 、 z ) 八个积分常数的函数，这八个积分常数可由初条件 t = o 时的 工1、夕1、工2、：^2、土1、 


工2 — 工1 


x z — xi 


h 


c 


确定 


： yi 、工 2、： y 2 


一个半径为 i ? 的半球形碗以不变角速度 D 绕竖直的对称轴转动 • 质量为 M 
的一个粒子在重力影响下在碗的内表面运动，粒子除受到碗面的支持力外，还受到一个摩 
擦力 F = —々 P ，其中 A 为正值常量, tdi 相对于碗的速度. 

(1) 用球坐标 Ip (坐标原点取在碗心），写出粒子相对于转动参考系的运动微分方 


1- 58 


f , 除了碗底这个平衡位置以外，存在第二个平衡位置，并求出这第 

K 


程.证明 ：如果 a > 


二个平衡位置的0值. 

(2) 考虑粒子在碗底这个平衡位置附近的运动.在此平衡点取一个固定的笛卡儿坐 

除计算重力提供的恢复力以外，不考虑碗的曲率•证明 ：对于 kl 《 i ?、 bl 《 


标系 




尺，粒子的一个特解为 


Re(x 0 ^ A( ) ? y = 


x 




其中; l 满足 


( A2 + ^ A + f ) + ( m ! 


iQ 2 = 0 


(3) 求碗的角速度 fi 。， 对于此角速度，粒子的运动是周期 性的. 

(1) Ma ^ Ms-k v + N-MO X (fl Xr )-2 MQ Xv 


•2 


_2 


2 


— (r — r (9 — rep sin 2 没) e r + (r 6 + 2 r 6— r<p sindcosd ) e e 

—— ( r^psind + 2 r 少 sin 0 + 2 r 0 < pcosd ) e f 


yj 


取％轴竖直向下， 


gcosde r —— gsinde & 

_ _ 

r e r -\- r d e e -\- np sinde 

N = — Ne r ，r = Re r ，r = R 
Q = — Qcosde r + Dsinde 


V 




f 


$ 
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今 


R d e & + R < psin 8 e 

(- R 矿 一 R < psm 2 d ) e r + (Rd - R 9 sin ^ cos ^)£, + (R <psind +2 R 0 < pcosd)e 

关于的两个运动微分方程为 

M(R 6 ~ R<p sin ^ cos ^) 


v = 


9 


a 




? 


Mgsind — kR 8-\- MR0 2 sindcos6 — 2MRO (psindcosd 
M(R <psind + 2R 6 fcosd) = — kR <psind + 2MRO Q cos 汐 


质点处于平衡时 ，d = Q，d =0,^ = 0, <p =0. 由关于 0 的微分方程得 

— Mgsind + Mi ? in 2 sin ^ cos ^ = 0 

sin 沒 （ i?«17 2 cos 沒一 ^) = 0 


可得 sin ^=0,^=0 为平衡位置 • 

如¥^<1，则有凡 ^ 2cos ~— 艮口 


= arccos 


RO 


<1也即/黃. 

关于 P 的微分方程在平衡位置是0=0的恒等式，说明只要 0 
合适，任何 P 值处都可以是平衡位置. 

(2) 在碗底取一个以碗底为原点的固定的笛卡儿坐标系 
轴竖直向上. 

重力在 


为第二个平衡位置， 


RO 


，z 


方向的分量为 

- M^tan^(cos^i + sin<pj) 

\x\<^R, 1 3 ； I 《只 ， ••• p=^x 2 -\-y 2 <^：R 




图 2* 40 


sin^ = 告 《 1，tanp 免 sin^ 

XV 

Mgt^rup (cos 沪 f + sm<pj') 

Mgsirupicosf i + sin^j) 


^ — 


Mk 


— Mg 岳 （ cosp/ + sinfj) 

XV 


+ yj) 






dr d r 

dt = d7 


d 


dr 


土 ^ 十夕 7 D 灸 X + x /) 


X r 






ck d. 


(i+ Oy)i + (y— Ox)j 


dr 


—是 [(i+«fi 3 ；)/+ (j/ —iT3o:)y] 


摩擦力 F = 

支持力与重力的另一个分量的合力为零 
现在用的是惯性参考系， 


-k 亍 




dt 


Mk 


~^~x —— k x— kfly 

XV 


M 


x 
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Mr 


■^y — k y -\- kQx 

A 均为复数，代入方程，可得 

卜 2 + ^十量） 

A + 卜 2 +釦 + f ) 

方程组有非零解，必有系数行列式等于零，得 


M y =— 


令 


^ = ，： y = ：yoe ，工 o、：yo 


kO 


工 o + -j^yo = 0 


kQ 


3^0 = 0 


M 


卜 2 +b+f ) 2 + (S) 


= 0 


Re { x 0 e Xt ) ^ y = Re ( y 0 e Xt ) 

为一个特解， ■ r = ImCr ( > e A 0, ： v = Im (3^ e Af ) 是另一个 特解. 

(3) 粒子的运动是周期运动，要求 A 为纯虚数，即 A = i W ,^ 为实数，代入 A 必须满足的 
方程，令 D = < f 2。 ， 


x 




(- ^ + ^ o>i + f ) 


kO 


0 


R 


i =^ 


k 


-a > 2 + -on + 


等号两边实部、虚部分别相等，得 




a ) 


R 


kO 


k 


I 一 

ZEI n ， 


—co 




M 


M 


= 士⑴ = 士 A^J 


解出 




k 或 


0_ 


0 — 


粒子的运动都是周期性的. 


一 个质点在重力作用下沿一粗糙的竖直的圆 
周运动.如从水平直径的一端的静止状态开始运动，到圆的 
最低点时刚好静止.求摩擦因数#必须满足的关系. 

设圆周半径为 r ， 质点质量为 m , 用自然坐标， 


2 . 1 


蜃 


e 


mN 


dt ^ 


gcosd — /jtN 


( 1 ) 


m di 


N 


V 


=N — mgsind 


( 2 ) 


m 一 




r 


式 （1)+ 式 (2) X ^， 约去两边的 


m ， 


2 - 41 


2 


dv 


=gcosd — fJLgsind 


(3) 


ck 


dv 


dv dv 

di = dd 


v 


用 


d = 


de 


r 
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式 (3) 可改写为 


dv 2 + f^v 2 d6 = gricosd 一 "sin 夕） d 夕 




令 


x = v ， 


cLr + 2 — g^osd + jugrsind}d6 = 0 

试用/(幻作积分因子，代入上式，得 /( 的满足的微分方程为 

= 2 户 / 

fCB)=e 

e 2fl6 dx + 2e 2 ^(jujc — 君 rcos 汐 + jugrsin8)dd = 0 

e 2/J0 dx + 2e 2/ ^/4zd0 = <i(xe 2 ^) 


d/ 


d 没 


2pS 


解出 


(4) 


用分部积分，计算 e ^ coWde 和 e 2 4 in 触9可得 

e 2/ ^cos 沒 d 汐 


lyB 


e 


(sin 夕 + 2/^cos^) 


1 + 4 〆 


IfS 


e 


e 2fjd sinddd — 


(2"sin0 — cos 汐 ) 


1 + 4 戶 


积分 (4) 式得 


… (2//sin 汐 

1 + 4 〆 


— cosd) 


xe 2 ^ — 


(sin^ + 2 户 cos 没 ）+ 


c 




1+4 〆 


整理后，上式化成 


[(2" 2 — l)sin0 — 3/^cos^]) = 


lyB 


€ 


e 


1 + 4 〆 

6/^rr 

1 + 4， 

再用时1 = *^ 2 = 0,可得户需满足的方程为 


1/ 2 = 0定出 


由汐=0 


，工 




3〆 一 1 + 3 焊 

一个质量为 M 的小球，用一根劲度系数为々、自然长 
度为零的无质量弹簧悬挂于天花板下，小球下面挂一根相同的弹 
簧，原处于平衡状态.今有一个力 FU ) 作用于下面弹簧的下端，如 
图 2. 42所示.求上面弹簧的长度 A 与 F ⑴的 关系； 如 FiO -= Xt,X 

为常量，求 X X {0. 


一 fJSZ 


= 0 


1.60 


小球和下面弹簧的运动微分方程为 

M x x = Mg — kxi + kx z 

— kx t + Fit) = 0 


从两式消去 A 得 


( 1 ) 


M x x kx x = Mg + F(0 

与 (1) 式相应的齐次方程的两个特解为 


增 


图 2. 42 
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k 


t 


X12 = COS 


x u = sin 


M ， 


非齐次方程式 (1) 的通解为[参看强元桨编著的《经典力学》上册 P . 51] 


M 


k 


k 


k 


Asin 


- r-^t + Bcos 


^ t \ ( F ( t ) 


sin 


M 


M 


k 


M 


M 


0 


k 


k 


k 


+ M《)cos 




j ^ t \ ( F ( t ) + M 貧 ) sin 


-rztdt — 


cos 


M 


M 


o 


Mk 


，土 1 = 0 ,可得 a = b =0, 并可进一步简化为 


用初条件 : r = 0( F ⑴开始作用时) 


，： Tl = 


M 


Mk 


k 


k 


x l { t ) = 


~ rA \ F ( t)cos a hrAdt 


sin 


M 


k 


k 


M 


M 


0 


k 


0) 


F(i)sin a / irjdt 


cos 


M 


M 


0 


Mg 


U < 0) 


Xi ( t )= 


当 FG )= A 《时，经计算可得 


Mr 


A 


^sin 


k 


( t ^ O ) 


工 i (0 = 


t — 


k 


k 


M 


k 


f , - Mk 

> y — t 


(? < o ) 


T] ^ 


k 


单位质量的质点在阻力与速度成正比的介质中运动，比例系数为 A 在一个 
按指数衰减的力 F D e - (其中 F 。、/ 均为常量)作用下自静止开始运动.用拉普拉斯变换法 
求解该质点此后的运动规侓. 

/? i + F 

t = 0日寸 » x = 0, i : — 0 

今原函数 F ( j ) 

由拉普拉斯变换将运动微分方程变为象函数的代数方程： 

p 2 f (/?) — pF {0} — F f (0) = — /?[/>/(/>) — ?({))] + 


2 . 1 - 61 


n 


音* 

J 0 








0- 


) J (0) = 0, 沪 （0) = 0 .象函数为/(户）. 


X\t 




F 0 


户 + 7 


F 


0 


解出 


/( 户 ) 


户（户 + /?) ( 户十 y) 


C 


B 


A 


把 /(声) 写成 f ( p )= F 0 \ - + ^9 + ^ 

A(p + /?) (p + 7) + Bp(p + /) + Cp(p + /?) = ! 


比较等号两边 A 的各次幂的系数，令其分别相等， 

^4 + 5 + C = 0 


A(/3 + 7) + 57 + C/? = 0 


A/37 = 1 


解出 


C — — 


A = fy' B = 13(13-7) 


7(/?-7) 
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fip ) = F 0 


+ 






?y p 、 ⑽ 一 T) /> + /? 7(/?- 7) p + r 


变换为原函数 




-n 


e 


e 


x ( t ) = F 




0 


/?y 1 /?(/? — y) 7(/3 — /) 


1.62 用积分因子法求解上题, 
用初始条件，先积分 下式： 


—yt 


/3i:+ F 0 e 


x 






F 


x = — — -rr (e 


得 


-n 


— 1) 


y 


/?x + y (e 


1) = 0 


dx + 


-n 




设有积分因子 /( o . 


df 




A /， f = 


e 


ck 


F 


e^ £ dx + e^^xdt + ^rr(e 




— = 0 


7 


F 


o 




(沒 _ 


_*]ck = 0 


e 


xe 


e 


7 


o 


(写上式时已考虑初始条件 : t ==0 时， x =0) 


F 


0 


Pt 




-fit 


= 0 


xe 


e 


/? - 7 


7 L /3 - 7 

解出工，整理后可得到与上题相同的结果. 

2. 1.63 质量为 m 的质点在图 2. 43所示的力作用 
下做直线运动. 

(1) 求 F ⑴的拉普拉斯变换的象函数 /(/>); 

(2) 用拉普拉斯变换法求此运动的 通解； 

(3) 直接用逐次积分的方法求通解. 

#( 〆 >())的原函数为 


/? 


F 


F 0 


h 


:i 


提不 




~e 




P 


图 2* 43 


{t — k) M ~ l 

r(；o 


U Ct — k ) 


0 t<k 
1 t^k 

r (户 ）= (户一 l )! 


其中 


uit — 是） 




(1) 


Fo 


——t 0 ^ t ^ ti 


Fit )= 


<^t 

t > u 


F 


0 


2 


0 


f ( p ) = 


pt F ( t)dt 


e 


o 
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匕，士 + fV 0 e_^k 


-pt 


e 


0 


F 


0 


(1 — e 一叫 ）5 — F 0 e~ pt ^ — 


P 


P 


(2) mx =Fix) 

为区别于力的象函数的象函数改写为 /< (/>) ， 


F 0 1 F 0 _ 


e _^ 2 


[ 户 2 /* (/O — P^c(0) — X (0)]=— 


m 


0 


2 


P 


h P c h p 


x( 0 ) t x (0) , F ± I 

h p 


F 0 eZ_ pt i F 0 e~ pt 2 

mt x p 


P 


P 


P 


m 


査拉普拉斯变换表， 


F 


F 


F 


x(0 = x(0) + i: (0)^ + 


0 


0 


it — t 2 ) z u(t — t 2 ) 


it — ti) 3 u{t — t \) — 


2 m 


6mti 


其中 


0 t < t x 
1 t > h 


u(t - t 1 )= 


F 0 


O^t <t x 


x( 0 ) + x (0 ) 亡 + 


6 mti 


F 


F 


(0) + + x ( 0 )t + 亡 —h) 


t x <it 


x{t) 




X 


F 


F 


(0) + — 3 d) + i ： (0)( + 


0 


t x )t 


( 2 t 


x 




2 


2 m 


(3) 


F 


0 


0 < i < /i 


h ^ t < t 2 

t ^t z 


F 


0 


0 


广 = 0 时 »x = *r(0) ，土 =i(0). 

在 期间： 


F 


0 


F 


0 


x = x (0) + 


2mti 


F 


=1(0) + ± (0)，+ ☆ 


X 


在期间 


= F 


0 


F 


F 


, = ti 时 — x (0)+ i :(0 )ri + ^^f > i = i :(0) + ^ii 
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F 


F 


0 




X (^) = x (0) -- 


2 m 


m 


F 


F 


F 


x(0= 工（ 0) + i ： (Oh + ^1 + ±(0)^-10 + - to + - to 


F 


F 


n(o) + ± ⑽ + 々 a - ~) 


在命 2 期间 


F 


F 


F 


F 


(0') J t^ ± ti+x(0')t 2 -\-~^ 9 ~t2(t2 — ti)x = Jo(0)-\--r A ti J r — (t2 — ti') 

Qm 2 m 2 m m 

x(0 = 土 (0) + ^^1 + 心 ( ，广， 1) 

2 m 


d 2 时， 


x = x 


m 


F 


F 


( 0 = x( 0 ) + ^t\ + x (0)t 2 + ^t 2 (t 2 - tO 


x 


F 


F 


+ i ： (0)(i — i 2 ) + - — ^) + —^(^2 — 




% 


: m 


m 


F 


F 


F 


+ i ： (0)f + ~z~^~C2t 2 — ti)t 


= 工 （ 0) + : T"^ 


1,2 


2 m 


1.64 质量为 m 的质点在恢复力一 Ax 和阻力土以及周期性驱动力（每个周期) 


7 T 


Asmcot 0 <0 < —— 


CO 


F(t) = 


2n 


7T 


? 


二 < o < 二 


U 


O ) 


O ) 


的共同作用下做受迫振动.用傅里叶级数求解稳态时的运动学方程(要求写出级数的前四 


项) 


运动微分方程为 


( 1 ) 


=— kx — 7 土+ F ( t ) 

+ 2/? i: + <^lx = fit) 


x 


7 


Fit) 


k 


其中忑，/⑴ 

将 /( o 展成傅里叶级数 






m 


T 


f(t f )cosnwt f dt f 


a 


n 


T 


T 


ff 


0 


^ A 


(O 


0 • cosn<ot f dt r + 


—— sin ⑽ ' cosn<ot f d〆 


jr 


K 


m 


o 


<o 


K 


A < o 「 w 
mrc 


situeJ〆 cosnatf'd〆 


o 


用 sini 4 cos 5 = —3111(^1+5) +~ sin(yl —5) ，可得 


= 0，1 ，2, 


n 


a 


mK (n + 1) (n 一 1) 


n 
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2 A 


2 A 


2 A 


前几项为 


0，(2之 


0，“4 


ao = ‘， ai 








3/n7r 


15m7T 


T 


7£ 


Ct f ) sin . not ) t f dt f = 


w 


b 


sinwt 1 s \ nnajt f dt f 


n 


T Ui 


mn 


0 


用 sinAsinB = — cos ( A - B ) — ~ cos ( A + B ) ，可得 


b n 


0 


关 1 




n 




Aco 


A 


to 


bi — 


sinojt f sina ) t f dt 


2 m 


m 7 t 


0 


+ ( a n cosncot 


f ( t )= — 


+ b n sinncot ) 


a 


o 


A 


A 


2 A 1 


+ 


—cos 2^ + —cos 4^ + 


™ — sm 祕 —— 


• » ■ 


2 rn 


m 7 V \ 3 


15 


mn 


第一项的稳态解满足方程 


A 


支 1 + 2/? i：i + o^lx x = 


mn 


A 


稳态解为 


X\ = 


mnoo 


0 


第二项的稳态解满足方程 


x z + 2/? i： 2 + ^o*^2 = r^sinaj^ 


2 m 


稳态解为 


x 2 = A^inicot — 奶） 


代入方程，可定出 


A /2 tn 


/t _ 

-Tl| - 


(^>o — ^ 2 ) 2 + 4/? 2 


OJ 


2(^<o 


9 i = 


arctan 


⑴0 — 


0) 


第三项的稳态解满足方程 


爻 3 + 2/? i：3 + ^0^3 =— ^^cos2<ot 

3 m 7 r 


稳态解为 


x s — A 2 co^(2ojt — 朽） 


2 A 


其中 


a 2 = — 


Zmn V (4 — 4 ⑴ 2 ) 2 + 16/? 2 

A/^co 

col — 4co 2 


CO 


科 = arctan 


第四项的稳态解满足方程 


爻 4 + 2/? i：4 + <^0^4 — — ^ cosicot 

lomn 


稳态解为 
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2A 


乂 4 — 


15w7r V (col — 16⑴ 2 ) 2 + 64/? 2 o> 


arctan 


<h 




⑴ o — 16 ⑷ 


方程 （1) 的稳态解为 


X= A + JC 2 + 工 3 + 


X 


A 


A 


sin (^ — < f \) 


mTtojQ 


m 


cos ( 2 ^ — <Pz) 


3 tt 


(col — W) 2 + 16 沒 2 出 


cos(4 诚一 f 4 ) 


15 丌 


(^o — 16⑴ 2 ) 2 + 64夕 2 


w 


k 


7 


其中 


±氺= 


， 9 ^ = arctan 


ctio —n 2 o > 2 


2 m 


m 


考虑一阻尼振子，其运动微分方程为 


1 、1 


« 


+ A i: | i: I + o)\x — 0 

(0)=0. 用微扰法证明第一个后半周位移与前 


x 


A 为小的正值常量，初始条件为 x (0) = 


a，x 


4 


半周位移之比(精确到 A 的一次方)为1 一 yAa 

证明前半周，土<0, |土 I = 一土 

运动微分方程为 


Xx \ x \ = ‘ 

用微扰法，精确到 A 的一次方，令 : czjro + yb :〗 ，代入上式， 


3: + 出 0 工 


X 






J：0 + A 3：! + (O 2 0 (x 0 + A^i) = A(i：o + 

Xo + + A(xi + a>lxi — ±1) = 0 


(写上式时，只保留 A 的一次方项). 

由 A 的各次幂的系数分别为零，得 


+ <^0^0 = 0 


( 1 ) 


X 


0 


( 2 ) 


工 1 


式 (1) 满足初始条件4 = 0时，: r Q = a ， i：o = 0 的解为 


(3) 


JTq — t2COS ⑵ q 广 


将零级解式 (3) 代入式(2)， 


a 2 o>o(l — cos 2 ⑴ 0 ，) 


x l + = a 2 ( olsin 2 a) 0 t 


(4) 




2 


式 (4) 是一个非齐次线性微分方程，不难找出它的一个特解 
式 (4) 的通解为 


a 2 + ~a 2 cos2<o 0 t 


* 


工 1 =7 
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x 1 — Acos (< o 0 t + 9 ?) + — a 2 + — a 2 cos 2 co 0 t 


由初始条件:£ = 0 时 


0 ，土 1 = 0 ，可得 




jXi 


Acos(p + — a 2 + — a 2 = 0 


— Aoj 0 sinf = 0 


定出 < p = 0 , A = — — a z 


oc x = — ~ a 2 cosa) 0 t + ~ a z + — a 2 cos2 ^ 0 ^ 


+ Axi =1 — —Aa acosco 0 t + — Aa 2 (3 + cos 2 ⑴ <^) 


x 


x 


0 


这个解只适 用于土 <0 的情况，即前半周时(从 i : = 0 开始，接着 i <0 到 i : = 0 为止)适 


用 


( 1 — -|-AaJ a(o 0 &m(o Q t 


— — Aa 2 o > 0 sin 2^ 


x = — 


7 t 


由士 = 0 得 t = 0 及 f =— ，故前半周位移为 


⑴0 


7t 


2 + 


— jc (0) 


a 


x 








仞 o 


再计算后半周的运动学方程，•.4>0，|^|=土，运动微分方程为 


+ colx = — A 


X 


X 


4 


为方便计，后半周也从 t = o 开始计时.初始条件为 


0 时，工 = —l + :Aa a 9 i — 0 


t 




x 0 + 

+ <^0^0 = 0 


X 




X 


0 


初始条件为:£ = 0时， x 。 


0,解出 


-1 + 子 Aa 




a 9 x 0 




—1 + ~Aa acosco 0 t 


x 0 = 


( 


1 + ^0^1 =~ xl 


— 1 + ~Aa a 2 ( olsin 2 ( o 0 t 


x 






— a 2 (old — cos 2^) 


— 


X\=Bcos + 史）一 —a 2 — —a 2 cos2co 0 t 


通解为 

满足初始条件: £ = 0 时，^ = ()，& = 0的解为 


~a 2 cosaj 0 t — —a 2 


a 2 cos 2 ⑴ 


x 1 = 






后半周的运动学方程为 


x 0 + Xxi — ( — 1 + 2 ^i)acosco 0 t — —A<2 2 (3 4- cos2^) 


x 
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x = — (— 1 + 2^ a ) aco Q sinco 0 t + — Aa 2 oj 0 sin 2< o 0 t 


0时 “ = 0及之=工 

后半周位移为 


X 




⑴0 


7 T 


— x(0) = (2 — 4Aa)a 


x 




co 


0 


(2 — 4A^)a 
— 2 + 


I 第一个后半周位移/第一个前半周位移丨 = 


a 


2 _ 4如 


4 


^ (1 — 2 A ^) 1 + —Aa ^ 1 — —Aa 


2 1-3 


一物体在北纬40°的地球表面上方高 A 处从静止降落，若 /i = 100 m ， 计算由 
于科里奥利力引起的着地点的横向位移. 

按题意，物体除受到地球的引力以外，只受到科里奥利力作用. 


mf — 


( 1 ) 


— 2 ma ) X r 


MH 


今取向上为 z 轴，向南为 x 轴，则向东为: y 轴.在北半球，纬度 A 处 


= co( — cosAi + sinAjfe) 


(1) 式的分量方程为 


— 2 ⑴ j sinA 

y = — 2(o x sinA — z cosA 
=—g 2(^ y cosA 

今⑴是个较小的量， ir 、 j ； 与 ^ 相比也是小量，式 (2) 可近似为 

X = 0 

3) = — 2<o z cosA 


x 


( 2 ) 


z 


(3) 


^ =— g 

初始条件 : 尤 = 0 时 ^Jo = y — 0 9 z = hiX — y = z = 0. 

L 1 2 
— gt，z = h — —gr 

y = 2 <ogtcosA 

y = cogt 2 cosX 9 y = 士 o > gt 3 cosA 


z = 


x = 0, 


x = 0 


2 h 


着地时，: 2： = 0 ，Z = 


g 


3/2 


2 h 


8/i 


cosA = 


- COSA 


尸 


—CU 


g 


g 


8 X 100 


一 5 


= -亡 X 7, 27 X 10 


cos 40° = 0* 017 m 


力学(上册) 


94 


物体着地点向东横向偏移 0. 017 m . 


2.1.67 由于地球的自转而引起的下列偏离的大 

小和方向是什么？ 

(1) 从北纬 f 、高 L 的塔顶到底部悬挂的铅垂线 
下的摆锤； 

(2) 从顶部降落的物体的着地点. 

(1) 由于地球的自转，摆锤处于平衡时受到 

三个力作用，它们是绳子张力 T ; 地球的万有引力 m 容。 
和惯性离轴力 A 三个力 平衡. 

+ r + = 0 

是重力， r 的反作用力 w 是表观重力，可表为 
为表观重力加速度.由于自转的影响，铅垂线将向南偏离为地球半 


m 


图 2. 44 


me , 


0 




由余弦定理. 


1/2 


Mgl + FI — 2 m 君 0 F , cosA ) 


mg 




1/2 


F e 


cosA 


— 2 


^ngo 


F 


略去 


项，代入 i ^ swVi ^ cosA ， 可得 


^ngo 


mg ^ mga ^ 1 一 ^~~ cos 2 X 

g ^ go ~ i ? ct > 2 cos 2 A 


F 


mg 

sinA — 


由正弦定理， 


sina 


F 


j ? sin 2 乂 

2 g — 2 (^o — i ?^> 2 cos 2 A ) 


i ? sin 2 A 


co 


—sinA = 

mg 


sina = 


故摆锤将向南偏离的距离为 


Lco 2 Rsin 2^ 

2 (go — Roj 2 cos 2 X) 


La ^ Lsina = 


(2) 取向上为 Z 轴，向南为: T 轴，向东为^轴 • 考虑自由落体受到地球引力、惯性离 

0、；2：= L 自由下落的 


轴力和科里奥利力、列出在地球表面附近的运动微分方程.在 
物体，落地点不在(0,0,0),作一级 近似： 


x = y 




( 1 ) 


= 0，：/ 1 ) = — ( ogt s cos A 9 z (l) = L — ~gt 


X 


作二级近似 


( 2 ) 


~ gt 2 + co 2 t 2 sinAcosA 


X 


( 2 ) 


= -~(Ogt Z QOsX 


y 


=L — ~ gt z -h ~^ gt 2 4™ ^rh co 2 t 2 oos z X 


( 2 ) 


Z 
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作一级近似时，落地点为 （0,3^ ) ，0) ; 作二级近似时，落地点为(4 2) , 3 ^ ) ，0)，/ 1) 与 

虽有相同的式子，但由于落地时间不同，也有所不同.我们考虑一级近似，落地时 


( 2 ) 


:V 


2L 


SL 


:，落地点东偏距离为 3^ 1) = —w 

5系是坐标原点固定在地球中心4轴指向北随地心做平动的惯性参考系, 
Y 系与5：系相似放置(原点与 z 轴完全重合)但是随地球自转的参考系. 

(1) 写出任意矢量对时间的微商，从 Y 系到 S 系的非相对论变换方程，利用这变换方 
程推导出在 Y 系中运动的物体受到的科里奥利力的表 达式； 

(2) 求出在北半球水平向东和垂直向上运动的物体受到的科里奥利力. 

(1) (^^^(^^/^分别固连于^系和 Y 系,V系中任意矢量4可表为 

A = Ax ! i f + Ay f f + Az f k f 


cosA 


g 


g 


2. 1 


dA 


dA 


表示在 S 系中矢量 A 对时间的微商，为 A 对时间的绝对微商,^表示在V系中矢量 A 


ck 




对时间的微商，为4对时间的相对微商，在V 系中是不随时间变化的，在 S 系中 
〆、/是随时间变化的, A:'=fc， 故/^在5系中不随时间变化. 

S f 系对 S 系做纯转动，角速度 a =‘， 


di f 


r iJL — 


dk f 


X i f = 


X f = — (oi f ， = 0 


CO 


= ⑴ J 


At ~ 

dA I dA^ v 


， ck 




dAg’ 


dt 


ck 


ck 


d， 


di f 




df 


十 A 


+ A 








y 








d A 


d A 


-- OI X (>M’ + A y f + A e k f ) = 


—(o X A 


( 1 ) 


dt 


dt 


对于这里 S' 系坐标系的取法. 


dA — d A 

士 dt 


+ coA^j f — coA y i f 


H /* H 2/* 

用式 （1)， 求 g 及& 


dr dr 


ck 


dt 


d 2 r d / d r 

ck d^l dt 


d 


dr 


X r + 如 X 〒: 


dt 


ck 


d r 


d 2 r 


d r 


=~^2 + 如 X T7 + ^> X 


+ oj X r 




ck 


dt 


d 


d 


= g + 2o^X〒+aiX X r) 


dt 


推导中用了营 + w Xto =0 
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对惯性参考系，由牛顿运动定律有 


d 2 r 


二 F 


m 


dt z 


其中 F 是真实力， 


d r 


m + 2 mco X ~ + m(o X (ty X r ) 


F 




ck 


在 V 系中 ， g = 


,dr 


'，分别为加速度、速度. 


，石 = 口 


ma f — F — 2 ma ) X v 


X (<o X r ) 


m 




其中 一2 mo > Xt ^ 为科里奥利力，即 


F 


— 2 mto 乂 v 




c 


(2) 在北半球 A 处，取固连于地球的 or ’ y 之’坐 
标如图 2. 45所示， y 轴在赤道面上通过3所在的 
经线， y 轴在赤道面上与 a 点所在的纬线的切线平 


行 


在北半球，沿水平向东运动时， 


F c =— 2 mco X v f =— Zmwk ! X v f j f = 2 mwv f i f 


在北玮 A 处，物体垂直向上运动时， 


t ，’ （cosV + sinAk f ) 

F c = — 2 ma ) x v ’ =— 2 nt ( ok f X 口’ ( cosAi ’ + sinXk f ) 


二：一 2 mayo f cos A / 


证明 ：一条 宽度为 K 河水以速率向北流的运河，在北纬 A 处，东岸的河水 


1. 




2 加 ⑽ inA 


其中极是地球的自转角速度， g 为当地的表观重力加速度. 


水面比西岸高 

证明方 法一: 在河面上取一质元，无加速度，表 
观重力、科里奥利力和周围河水的作用力的合力应为 
零，周围河水的作用力垂直于水面，故科里奥利力与表 
观重力的合力与水面垂直,取竖直向上为％轴，向南为 
轴，向东为: V 轴，如图 2.46 所示，由图可见，东岸水 
面比西岸水面高 A . 


8 


质元 


东 


h 


西 


岸 


岸 


x 


F c 


h 


——tana = 


图 2.46 


mg 


其中 m 是质元质量， K 是质元受到的科里奥利力. 

F c = — 2 mco X v 


Z 


a 


2 m (— (ocosM + ( osinAk ) X ( — vi ) 






、 I F z 

\ * 

\ I 


2 nuov^inXj 




科氏力向东，与图所画一致* 


mg 


2 b(ovsinX 


h 


h - —F 


c 


y 


mg 


g 


方法二 ：介绍 一种更严格的解法.取坐标原点在河流中线 


2* 47 
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处，^轴仍向东4轴仍向上. 


F y = F c = 2fn<ovsinA 


djs : 


F c 2 ⑽ sinA 


]—=tana = 
dy 


g 


g 


2 ⑽ sinA 


dz = 


dy 


g 


A 


2 ⑽ sinA 


b 


b 


dy 


h ~ z 


— z 


2 


g 






2bcovsinA 


g 


说 明:对 南半球，如 A 取负值，上式也能适用. 

2. 1. 70在北纬 A 处，一个质量为 m 的质点垂直上抛，可达高度 / i 处.问它在何处返 


回地面? 


用一级近似，运动微分方程为 


y = — 2^ z cosA 


( 1 ) 


( 2 ) 


z 


g 


Vo — gt，z = V Q t — —gt 


vl 


Vo 


= /l 时， 


z = 0jt = — jh — 


z 


2g 


8 


2h 


=V 2ghj 


所以 


Vo 


g 


gt — ^flgh— gt 代入 （1) 式， 


将 


Z = 1^0 — 


y — 2cogtcosA — 2<o ZghcosX 


(3) 


逐次积分，用初条件 :t = 0 时 ，: y = 0, ； = 0,得 


o>^ 2 cosA — 2^o w IghtcosX 


y= 


y = —cogt^cosk — cu 2ght 2 cosk 


(4) 


微分方程式 (3) 对质点向上向下的运动均适用，故其解也适用于从抛出到落地的全过 


2h 


2 h 


程.微分方程式 (2) 也适用于全过程.上升阶段历时 


，下降阶段又历时 J ^,全过程历 


g 


g 


2 h 


时2 


g 


2h 


7 客地时 ， f ==i 2 


g 


2h 


2h 


cos A — 


cosA 


飞 ⑴ g 2 


CO 


g 


g 


2h 


— cohcosX 




g 
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我们取坐标， 2 轴向上 ，:V 轴向东 . 上述结果表明，在原点上抛，落地时在点 （0,3；，0)，3； 


8 <oh^ n cos X 


8 2h 


/icosA ， 故在抛出点西边 

2. 1. 71 一个质点在地球北纬 A 处的一完全光滑的水平面（它与那个纬度的铅垂线 
垂直）上滑动 . 选 2 轴铅直向上， : T 轴向南 ，> 轴向东 . 若开始时质点位于 ^=0^ 


- 0) 


1/2 


3 茗 


g 


= a^x = 


0, 






CD 证明 ：若略 去运动微分方程中的 v 项，则坐在平面上的观察者看到的轨道方程 


为 


u 


u 


X 


2 ⑴ sinA 


2 ⑽ inA 


(2) 说明略去 W 项是不合理的 . 


o>( —cosAi-hsinA/r) 

V X (o> X r) — 2mm X v 




m 


m 






V = X l 


yjf 

= m(o 2 xsin z X -f - 2moj y sinA 
my = mo/y 一 2m(o x sinA 


yj 


r = xi 


(1) 若略去 W 项，运动微分方程为 


= 2<o y sinA 
y ~ — 2^ x sinA 


( 1 ) 


x 


( 2 ) 


用初始条件 : t = 0 时 ，工 = 0, j; = 0, 


y = — 2^rsinA 


(3) 


将式 (3) 代入式 (1 )， 


4 ⑴ 2 工 sin 2 A 

= Acos (2^sinA) + 5sin(2^sinA) 

— 2coAsinAs'm(2(otsinX) + 2 ⑴ J5sinAcos(2 诚 sinA) 


x 


x 


x = 


u 


0 ， i: = w ，定出 A = 0 9 B = 

H t 4 

-—: —~ : sin( 2^sinA) 
2 cosmA 


用初始条件 : z = 0 时， 




X 


2^>sinA ’ 


所以 


(4) 


X 


将式 (4) 代入式 (3 )， 


y= — wsin(2^sinA) 


对上式积分，并用初条件时 ， y = 


a ， 


u 


u 


+ -—:~ :cos(2^sinA) 

zcosmA 


(5) 


y = cl 


2 ⑽ inA 


将 (4) 、（ 5) 两式消去 f 得 


u 


u 


+ : y — a + 


X 


2 ⑴ sinA 


2 o>sinA 


(2) 将上面得到的 :^(0 、 3^) 、土 00 、 5^) 代入原微分方程中各项，比较 3 式中的两项 
和 $ 式中的两项 . 
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比较 0 2 : t ： sin 2 A 与 2 o > ^sinA 


co 2 xsin 2 X — — o>wsinAsin ( 2^ sinA ) 


2 <o y sinA = — 2<^ wsinAsia ( 2 cotsinX ) 


前者并不比后者小多少，而是同数量级的，不必再对0^与_20 isinA 作比较，已足以说 
明略去 W 项是不合理的. 


当从正上方俯视时，发现在海洋表面之下有一个相当分明的孤立层中有一 
海洋环流做逆时针旋转，旋转周期是14小时.问此洋流是在什么纬度和哪个半球探测到 


2. 1. 72 


的？ 


此题难于作精确计算.作近似，略去微分方程中的 V 项. 


( 1 ) 


x — 2<^ y sinA 

2 (o x sinA 


( 2 ) 








式(1) +式 (2) Xi ， 并令 


+ i jv ， 得 


xv = x 


= — 2⑴ iwsinA 


XV 


特征方程为 


(2 a > zsinA)r 


r 






= — 2 ⑽ sinA 

A - j - Bi -\- Ce (- 2 “ sinA 州 
=Rew = ^4 + Ccos(2^sinA — <p) 

Invw = B v Csin(2^sinA — <p) 

可见，如略去微分方程中的 w 项，不论初始条件如何 ，一 定做圆周运动，角速度为 

2 a > IsinA | . 另一方面，已测得周期了= U X 3600( s ) 




r 


U) 




X 


y :: :二 


2^r 


2 ct >| sinA | = — 


T 


2 n/{U X 3600) 

2 X 2 tt /(24 X 3600) 


sinA I = 


亡 = 0. 8571 


| A | = 59 

沿 z 轴向负方向看，洋流做逆时针转动.设某时刻洋流 

位于图 2.48 中尸点，此时 ，土 >0,;>0,2<0,3)>0.由式 
(1) , Yj />0, 3<0,必有 sixU <0; 由式 （2) ，也能得出 sinA <0 

的结论.可见，》=一59 

_ 

此洋流应是在南半球探测 到的. 考虑到上题说明的略去 
项不合理. 59°显然是不精确的，洋流也不做圆周运动. 

1.73 在北纬 A 处，以初 速&向 东发射炮弹,发射角 

为《.若不计空气阻力，视重力为常值，且忽略其与铅垂线的 
偏差，即认为重力指向地心.求炮弹的运动方程以及着地点 

的偏差. 


o 


0 


2 


CO 


X 


« 


图 2.48 


取发射点为坐标原点^轴竖直向上，发射的水平方向沿^轴 
级近似的运动微分方程为 
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0/y = — 2 <^> z cosA f z = 一 g 

^c = y = z = 0 ^i — 0 f y^=VQCOsajz=v 0 sina 

— gt + r 0 sina 

3^ =— 2oj ( — gt + t^sina)cosA = (2ojgt — 辽 ) cosA 

y = v 0 cosa + wgt 2 cosA — 2(ov 0 tsinacosX 


x 




初始条件 = 0 时， 


z~ 


= 2^ y sinA = 2(ovo c osasinX 


x 


y = — 2 ⑴ k cos A = 2(ogtcosX — 2^vosm€!CosA 

g + 2<ov 0 cosacosX 


Z = — g -\- 2co y cosA = 


用初始条件积分上述各式 


2⑽ ofcoscrsinA 

y= v 0 cosa + c^gt 2 cosA — 2 ⑽ 0 fsinacosA 

z= t^osina — gt + 2ait ； o?cos^cosA 
= orv 0 t 2 cosasinX 


x = 


X 


y = t^o^cosa + 七 cogt z c 

o 


^ 2 sin^cosA 


osA — 


aro 


o 


= v 0 tsina — ~^rgt 2 + cov 0 t 2 cos acos A 


z 


= 0 时，除 f = 0 外，另一个 G 值满足 


z 


v 0 sma — ~gti + covotiCOsacosX = 0 


2 t 0 sina 


2^ 0 sina 

g — 2(ov 0 cosacosX 


2 ⑽ oCosacosA 


故 


1- 


^i = 




g 


g 


着地点的偏差 Aj ：^ Ay 分别为 


A<ov 


0 


sin 2 acosasinA 


Ax = x(t x ) — 0 ^ 


g 


2 ^ 0 sina 


= 汐（， 1 ) — v 0 cosa 


g 


1.74 设有质量为 m 的质点在椭球面 




(c — z) 


x 


— 1 = 0 


b z 


2 


a 


c 


的最低点做微振动 A 轴竖直向上 • 求其运动规律及约束力.又如 a = 6, 且椭球绕2轴以等 
角速 w 转动，求质点在相对平衡状态时与椭球最低点的高度差. 

用拉格朗日乘子法解此约束运动. 


i _ i z — c ) 


X 


— 1 = 0 


2 


b 


a 


c 




a) 


2 


dx 


a 


m ^ = x ^ f= u 


( 2 ) 


w 


dy 
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df 


2 A 


— mg + A — 

因为是微振动，可认为^0^〜0,所以 


=— rng + —(z — c ) 


c 


U 


0 = 一 mg — 


~cmg 


c 


将 A 代入式(1)、式(2)， 


C _K 


£K 


x =~ 


工， 


3^ = - TF3^ 


b 


a 


£K 


=Acos 


X 


a 


£K 


y = Boos 


t a 


2 


b 


分量为 


约束力 iV 的 


工、： V 、之 


df 


cmg 


£R 


N x = X ^ = 


cos 


X 




2 


dx 


a 


a 


a 


— A~-= 


cmg 


£K 


cos 




t — ot 


b 2 


b 2 


y 


dy 


b 


3 f 


N 


如 a = h 椭球绕 z 轴以等角速 o > 转动，设质点相对平衡位置在 z = h 处 
取固连于椭球面的坐标为参考系. 


2 


df 


2 Az 


1 


= 0 


m<o x — 


mo ) x 


dX 


a 


df 


2A(/i 一 c ) 


— wg - H ~ A ~~ — 

oZ 


= 0 


—— mg 




c 


A = — ~ ma 2 co 2 


由前式得 


代入后式解出 


h = c — 


a 2 co 2 


一个质量为 m 的质点，在重力作用下在一个光滑的旋转抛物面的内表面上 

运动.用柱坐标 p 、9 、z 表示，抛物面的方程为 p 2 = azCa 为常量 ） ^轴竖直 向上. 开始质点 

于 p = a 、< p =0 、z = a 处被抛射时，具有在水平方向的速率求质点运动过程中 z 的最大 
值和最小值. 


1. 7 


» 


用拉格朗日乘子法处理此约束运动_ 


f = P 2 


az = 0 




df 


( l ) 


2 Xp 


m(p — P 9^ 


A 子 






dp 


df 


d 




( 2 ) 


dcp 


df 


(3) 




= — mg — 
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» 


式 (2) 积分，用初始 条件: 0时 ， p = a，p <p = vjp =0 


(4) 


p < p = av 


用式 (4)， 将式 (1) 改写为 


aV 


2 Xp 


(5) 


P - 


m 


P 


由 P 


(p p +p ) 


~：P P A 


= az^z 








a 


a 


式 （3) 改写为 


2 m 


(pp + p ) 


—— Aa 


( 6 ) 


—— mg 




a 


式 （5 )Xa + 式 （6) X 2 p ， 可得 


a 3 v 2 




+ 2 gp 


= 0 


a 


P 


a 


a 


d P 


用户 = 


上式可改写为 


d ，= Y 如 ， 


2 


aV 


2 


P 


a 


d p -\- 


dp = 0 




+ 2 gp — 


a 


a 


P 


d 


d 


^PP = 处 


a 


因为 






dpi 2 


a 


a 


dp 


a 


上式是恰当微分，积分得 




2 


a 


p + gp 2 + 


i 


c 


2 p 


a 


由初始条件 :Z = 0 时 9 p = a , p =0 定 c 得 


a 3 v 2 


a 


2 


— —av 




=ga 


2 p 


a 


在 z 的最大值和最小值4 = 0,与它们相应的 p 满足的方程为 


1 

SP 2 + = ga 2 + — 


av 


2 p 


用约束方程^ 2 = 似，换成 


满足的方程. 


z 


之 min 


max 、 


, a 2 v 2 

a ^ + 17 


= g^ z + ^rav 


2 Lga + — v 2 z + civ 2 = 0 


2 gz 




z = 


4 g 


[2 ga + i 2 士 、2 ga 


)] 


— V 


4 君 


“分别为“与云中的较大者和较小者. 

2. 1_ 76 —个单位质量的质点在一个旋转抛物面内表面上运动，旋转抛物面的柱坐 




max 、 
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标方程为 p 2 = ^ az , z 轴竖直向上， a 为常量.该质点受到一个垂直于％轴向外的大小为 

的斥力，摩擦力可忽略不计，开始质点位于 2 = 0,具有垂直于 Z 轴的速度 2 aju l/2 . 用拉格朗 
曰乘子法求质点所能达到的最高点. 

f — p 2 —— iaz = 0 


MP 


df 


df 


df 


亡 = 2 户， 


十= 0, 


= — 4：a 


dp 


dtp 


dz 


p — pep = ftp + 2Xp 


( 1 ) 


Id ,?、 ^ 

^ = 0 


( 2 ) 


4^a 


(3) 


z 


=— g — 

0 亦即 p =0, 得 

p 2 <p= c = 0 


式 (2) 积分，并用初始条件 . i = 0 时， 


z = 


用上式，式 (1) 改为 


P — f^p + 2 乂 p 


(4) 


式 （3) Xp + 式 （4) X 2 a ， 得 


P z 2a p ~ — pg -\- 2fmp 


=P + P ^ 


Z = Ta P ^ 


Z= u PPt 


z 


2a 


上式改写为 


^P 2 + 2a\p + —pp = (2/m — g)p 


2a 


mp 


，上式改写为 


2 dp 


2 


p 2 + 2 a d /O + 


Ya Ppdf> 

— g)p 2 


= (2puz — g)f>dp 


2 \ 2a 


2 


VZP 2 P + 


=c 




4 a 


由初始条件 :(=0 时， /?=()(••• 2 = 0) ，尸 = 2 ap 1/2 , 定 c ， 得 

p 2 + a p — — g)p 2 = ia d /Jt 


4a 


最 高点，因/?#0,故 p =0 


— (2/^ — g)pLx = 4 a 3 " 


P 


max 


g — 2/m 


z 


max 


g — 2fMl 

2.1.77 —块均匀的面密度为 a 的边长为 2 a 和扮的矩形平板，一个质量为 m 的质 
荏位于通过矩形板的中心且垂直于平板的直线上的一点，质点距平板的距离为求矩形 


4a 
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籲 


平板作用于质点的万有引力. 

取平 板为: ^平面，原点位于中心，^铀分别与两条矩形边平行，原点至质点的 
方向为 z 轴正向.根据对称性可判断出引力沿一方向 


命 


F = — fcGma 


dx 


+ y + y u 2 + y + z 2 ) i/2 


2 


—b 


= — AGmak 


dx 


2、 3/2 


被积函数中 


是质点到平板上位于 Cr ，3； A ) 处质元的连线与 z 轴的夹角的 


1/2 


OW+ 之 2) 


余弦 


设 


dx 


3/2 


o 2 +y + 之 2 ) 

在此积分中 jy ^ z 均视为常量，作变量代换，令 X = Vy +^ tam , dx = V y 2 ~ hz 2 sec 2 tdt 


arctan 


[(y + 之 2 )(1 + tan 2 0] 3/2 


arctan 


co&tdt 


arctan 


sin 


y + 


令 


arctan 


则 


2 


=1 + 


tana = 


sec a 




2 


cos a= 


a 2 -\-y 2 ^-z 2 


1 — 


sina = 


v ?+7+? 


az 


sma = 


y + 之 


( y 2 + z 2 ) Va 2 +y + z 2 


d ) 


dx 


Cr 2 +/+ 之 2 ) 


3/2 


dy 


( y +^ 2 ) V a 2 j ry 2 + z 2 


0 


az 


设 


r = 


dy 


令 


: y 


arctan 




az 


dt 


r = 


arctan 


_ azsect _ 

a 2 tan 2 t + z 2 sec 2 t 


v 5^ 


dt 
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arctan 


g^sec^ _ 

t(z 2 + a 2 sin 2 ，) 


cU 


sec 


arctan 




d 


— sim 


1 + _sin^ 


arctan 


=arctan — sin 


b 


令 


= /? 


arctan 


a 2 -hz 2 

a z -\-b 2 j rz 2 ’ 


a 2 +b 2 +z 2 


b 


b 


cos 2 /3= 


sec 2 /?= 


sin /3= 


贝 lj tan /?= 


-- z 


ab 


r 


arctan 




ab 


F = — ‘Gm 戊 arctan 


A: 


求一个质量为 M 的均质球作用于位于离球心距离为 r 的质量为 m 的质点 

的万有引力.设球的半径为兄 

可像上题那样，取球心到质点 m 的方向为 z 轴正向，球心为原点，采用柱坐标， 
先求出 z 〜 z + dz 的薄圆盘对质点的引力，再对各薄圆盘积分•这种方法比较麻烦.可借 
用静电学中讲的髙斯定理，求具有高度对称性的质量分布对质点的万有引力.比较两种力 
(用球坐标表 达）： 


1*78 


万有引力场 


静电场 


GM 


f 


E = 


e r 


4丌 e 0 r 


E 是带单位正电荷质点受的力，/是单位质量质点受的力， 

静电场有高斯定理 




£ • ds = — 




万有引力场应有类似的关系 


/ • dS =— 


3 M 


用此关系求解本题，质量为 M 、 半径为7?的均质球，质量密度户 
对于位于离球心距离 r 的质量为 m 的质点的万有引力的计算需分别两种情况^<7? 


AtvR 


及 r > 兄 


r < R 的情况 


=— A^tG?n 


3 M 


4 


F # 4^ rr 2 = — 4 ?rGm 


4^ 


GMmr 


P =z - 


R 3 
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ab 


F = — 4Gm<7arctan 


z 


负号表示 引力. 


令 


limarctan 


F= — ^Gma lim 

(^― ^oo 


b 


z 


a 


a 


b 


= — AGma lim 

6 — ►OO 


2 艽 Gma 


arctan — 






z 


上式表明一个面密度为 a 的无穷大平面对位于平面外距离 z 处质量为 m 的质点的 
引力为 2 MGmo • 它与2无关.可见，质量为 m 的质点换成质量为 AT 的任意有限大小的物 
体(包括半径为 a 的均质球壳)受到无穷大面密度为 a 的平面的引力均为 ZkGMc . 

方法 二:用 2. 1. 78题得出的关于万有引力的“高斯定理” 

/ . dS = - 4 ttG2^ 

取图 2. 49中的“高斯面”，法线方向/!总取闭合面向 
外的方向为正，考虑引力，/的正向如图 2. 49所示，在 

圆柱“高斯面”的侧面，/ • dS = 0. 底面面积为5， 

_ 

fS - fS =— 2/5 


/•dS 


= aS 


图 2. 49 


— 2/5 = — AtvGS , / = ZnGa 

这是单位质量质点受到的引力，与质点的位置无关.质量为 M 的球壳受薄板的作用力大 


小为 


F = Mf = 2nGMa 

球壳对薄板的作用力是它的反作用力，方向垂直于薄板、指向球心. 

2. 1.82 考虑一块靠自身引力维持的由液态物质构成并处于流体静力平衡的平板， 
其总厚度为 2 A ， 横向范围 Cr 和 j 方向）是无限的.平板密度只是 z 的函数 〆 =)，与 


无 




关，且对于 z = 0 的中间平面是对称的.求中间平面的压强 f (0)，把它写成 
的函数. 


p ( z)dz 


a 




解用关于万有引力的“高斯定理”，在2和 一2 处取两个平行的面积为 s 的形状完 
全相同的平面，其边缘相应的点的连线都平行于％轴，构成一个如上题所画的那样的“高 


斯面 


4 丌 gJ pdV 


丰 / • dS 

pdv 是“高斯面”所围体积 V 内的质量. 

根据质量分布的对称性可以判断，只有两个底面处/ • dS 尹 0. 设/向《的方向为正, 




V 
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2fS = — 4?rG • 2 • S 


f(z) = — inG\ p(z f )dz f 


(1) 


+ ck 处取一平行于平板、面积为 A5 的质元，受 
力情况如图 2. 50所示. pfiz)ASdz 是平板对质元的万有引 
力，/ >(；sr)A5 和 p(z-{-dz)AS 是质元在 z 平面和 z~hdz 平面受 

到周围液体的压力，侧面受到周围液体压力相互抵消，图中 


在 


Z 〜 Z 


p(z^dz)AS 


pf (z)ASdz 


未画 • 


p{z)^S 


由静力平衡 

p(z dz)AS = pf (z)ASdz + p(z)AS 


图 2. 50 




= pfM 


dz 


dp = p(z)f(z)dz 


两边积分 = 0 时 ^p = p ( 0 ) ，z = /i 时，/> = 0, 


dp = p(z)f(z)dz 


( 2 ) 


/ >( 0 ) 


将式 (1) 代入式 (2)， 


k 


— p(0) = p(z) — 4?rG p{z f )dz f dz 


h 


p(0) = 4?rG p(z)dz\ p{z f )dz f 


(3) 


^ < piz ) — I ，式 (3) 可改写为 


= 4? tG * 


户 （0)= 4?rG 


j 


= 2nG p{z f )dz f 


h 


= 2ttG p(z r )dz f = 2ttG<t 


2.2 质点的动能定理和机械能守恒定律 


2. 2. 1 —质点在力 F = ^yi + 2 xj+k 作用下沿一螺旋线 x = 4cos^ , y = 4sin^ ,z = 2 d 

从汐 =0 到 d = 2 n . 求此力在这过程中对质点所做的功. 

解 W — [f • dr = f 4ydx + 2xdj / + dz 


[l6sin^(— 4sin^) + 8cos0 • icosd + 2]d 夕 


=— 28 江 

2 作用在骑自行车的人身上的摩擦力和空气阻力合在一起，其大小 F ^ av ^ 


2 
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中^是骑车人的速度，而 a = 4 N • s / m ， 该骑车人最多能产生 600 W 的推动功率.问在无 
风情况下在水平面上他的最大速度等于多少？ 

当达到最大速度时，就其大小而言，推动力等于阻力，此时推动力等于 F ， 最大速 


600 


度为^，则 


= —(N) 


又有 


F = av 


碰—= 


〒 = 12. 2( m / s ) 


600 


所以 


4 


2. 2.3 一辆 2500 kg 的卡车在水平面上以 30 m / s 的速度行驶.现突然推入空挡（即 

_ 

做滑行），于是速度按下列规律 变化： 


30 


(m/s) 


30 


其中£以秒作为单位.求在这条路上以 15 m / s 的速度驱动该卡车所需要的功率. 


30 


( 1 ) 


1 +- 


30 


按牛顿运动第二定律，滑 行时受到的 阻力为 


dv 


/ = 


(N) 


( 2 ) 


2500 


m dt ’ 






1 + — 


30 


由式 (2) 可知,阻力随时间而变化:式⑴表明了速度与时间变化的关系，式(1)、（2)两 
式消去 f 可得阻力与速度的变化关系 


2500 

czoy v 

今在这条路上保持 t / = 15 m / s 的速度行驶，受到的阻力为 


f 




2500 f 

_ 裊 F 


f(v f ) =- 


(30) 


所需驱动功率 


2500 


X 15 2 X 15 = 9375 CW ) 


P f = |/(tO 卜 ’= 

个无限大的均质薄板割出一个半径为 a 的圆孔，一个半径为 a 的均质球壳 
放在孔中，圆孔中心和球壳中心重合.薄板和球壳单位面积的质量均为要将质量为 m 
的粒子从孔的中心 O 点移到在过 O 垂直于薄板的直线上离 O 点距离为 h ( h > a ) 的 P 点， 
至少要做多大的功. 

取 O 为原点，方向为 z 轴,薄板在^平面上. 

先计算位于2轴任意位置的质量 m 的粒子受到薄板的万有引力 


(30) 


2 . 2 


Gmo _ z _ 

r 2 + z 2 (r 2 + z 2 ) l/2 

2Gmncz 
{z 2 +a r ) m 


2^rdr 


F 1 (z) = -k 


a 


k 
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粒子从2 = 0移到薄板对粒子所做的功为 


27rGmaz 

U 2 +a 2 ) 1/2 


I 


F x * dr 


dz 




= — 2^Gma\^{h 2 + a 2 ) 172 

现计算薄球壳对粒子的作用力.用关于万有引力的“高斯定理”，粒子在球壳内部时， 
不受球壳的作用力，而在球壳外部，所受的力如同位于球心的具有球壳质量的质点施给的 
力.由此计算在此移动中球壳对粒子所做的功， 

mk Gm • ^na 2 a A 

- ； - az 

J a ^ 

在此过程中所需做的最小功 w 必须克服上述两个引力所做的功. 

厂 9 ^ 7 2 1 

(h 2 + a 2 ) 172 +a - 

— f L — 

一 重量为 w 的人处于一个重量为功的电梯内，电梯以加速度 a 向上加速，在 




=— ^nGmaQi — a)ajh 








W =- {W x + W 2 ) = InGma 


某一瞬时的速度为 V . 

(1) 问人的表观重量等于多少？ 

(2) 若此人以相对于电梯为 T ； 的速度爬上安放在电梯内的一个垂直梯子，此人的能 
量消耗率(功率输出）等于 多少？ 

(1) 人的表观重量是指电梯内磅秤的指示数，数值上等于磅秤给予人的支持力 




(用惯性参考系) 


N - 


— a 


w 




g 


设 W 为人的表观重量， 


1 + / 

g I 

(2) 在电梯中人爬上垂直梯子，速度不变，需克服表观重力做功，做的功等于表观重 
力势能的增量.在某瞬时，电梯对惯性系的速度为 V ，人消耗的功率为 


N 


XV 






g 


人所消耗的功率不因参考系的选择而不同，在惯性系中，此刻人的速度是 P + V % 可人消耗 

的功率不是 wf 1 + ~ J (V + t ?); 仍是 1 + ~J 人消耗的功率是人与梯子相互作用力 

这一对作用反作用力的功率之和.任何一对作用反作用力做的功率之和或在同一时间段 

内做功之和都是与参考系如何选取无关的. 

一 质量为 m 的质点，能在半径为 a 的圆环形小 

管内无摩擦滑动，圆环绕铅直直径以恒定角速度⑴转动，如 
图 2. 51所示.写出质点的运动微分 方程; 如果质点在^=0的 
不稳定平衡位置，受轻微扰动，求出其最大动能位置. 

取圆环为参考系,写自然坐标的切向微分方程 


2 




MS 


= moj 2 asin0cos0 + mgsinO 





/sir —* H —| 
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秦 


ad 6 = (2< o 2 asin 6 cos 8 + 2 g " sin ^) d ^ 


考虑初始条件 : t = 0 时 ,6=0 jd = 0, 


e 


2 


a ^ = (2 ⑴ 2 asin 沒 cos 0 + 2 g ^ in 0) d 0 


0 


— ( o 2 asin 2 6 + 2 茗 （1 — cos 汐) 


对静参考系，质点的动能 


T = — m ( a 2 $ + co 2 a 2 sin 2 d ) 


[ Wsin 2 <9 + 2 ga(l — cos 没）+ a > 2 a 2 sin 2 ^] 
_ co 2 asin 2 d + g(l — cos 夕）] 


— m 


ma 


由解出 r 有极值的沒值 


dr 


_2 如 2 asin 沒 cos 汐 + 茗 sin 沒] = 0 


ma 


dd 


sin 汐 = 0 ， 


汐 = 0 


为了的 极小值位置， 


2< o 2 acosd + 茗= 0, 


B = 


arccos 




2 w 2 a 


为 T 的极大值 位置. 

2. 2.7 找出与下列势能函数相应的力场 


(1) y--finu 2 +y +^ 2 )； 


—kr 


( 2 ) V(r,d 9 <p) = ^e 


r 


a 


(3) V ( r 9 6 y < p ) = — cos 6 


ay. dv . dv 


(xi^yj^zk) 




(1) F=-VV=-—i 




+ 3^+ 之 1 

ay - l — 仏 


dx dy 


X 


(2) 方法一 


-- 


F 






dx 


dy 


dz 


3V 3V dr . dV dd . 3V d(p 

dx dr dx dd dx 9p dx 


dr 


X 


X 


( x 2 + y + z 2 ) i/2 


r 




J dx (x 2 ^y 2 '-\-z 2 ) 1/2 


r 


今 


0, 




dd 


dcp 


I 

\ 


k 


3^ 3\^ dr 

3x dr dx 


X 


X 


— kr 


— kr 


— kr 


所以 


— "7 Ckr + 1) — e 


^re 


— e 




2 


r 


同理，可得 


dV 


kr + 1 


kr -\- 1 i 


dV 


Z 


一 kr 


— kr 


— e 


e 


dz 


dy 


r 


r 
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kr + 1 


kr + 1 


—— kr 


— kr 


P z=: 


e 


e e 


r 


方法 二:直 接用梯度的球坐标表达式. 




1 3 V 


1 ^ 

rsin ^ d(p e<p 


W = i + 


dd 


dr 


r 


今 y = — e 


— kr 


r 


3 V 


1 + kr 


一 kr 


一 kr 


所以 


一 kr 




— e 


e 


dr 


3 V 


dV 


^ = o ,— = 0 


dd 


dtp 


1 + kr 


e~ kr e 


P rr^r ： - \J 




⑶方法 一:用▽卜 A + 丄 


e 


p ， 


dr 


r 


3 V 


1 dV 

~w e9 ~ 


1 3 V 

rsinO dcp e 〒 


F=— \!V 


e 










dr 


Zacosd 


1 asind 


疗 r + — 


e & 


r 


r 


^(2cosde r + sin^) 


方法二:把 V ( r ，0， p ) 改写成 V ( x ^ y 9 z ), 


acosd arcosd 


az 


V = 


r 


r 


dV . dV . 3 V 

l - 


F =— VV 


t k 






dx 


dy 


3 az v 


3 az 


3 az 


z 


a 


x 


k 


4 


3 az 


a 


— 


e 


3 arcos 0 


a 


( cos 8 e r — sinde o ) 


€ 


4 


a 


= —(2 cos ^ e r + sinOe e ) 


证明一个半径为 a 、 面密度为 tr 的薄圆盘，圆盘 
的轴向距离为: T 的点的引力势为 


2 


FU ) 






证明 引力势是单位质量质点的势能. 

考虑半径为 r 〜 r + dr 环状质元对轴上离圆盘中心0距 
离工 处的单位质量质点的引力， 


Go • 2 ?rrdr 


2^cGarx 


dF = — 


cosdi ——— 


( r 2 + jo z y /2 


图2, 52 
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该环状质元的引力势，取工为 oo 处 dT / = 0, 


11 ( 


27tGarx 

( r 2 + x 2 ) 3/ 


X 


dV = dF • dr 


dri (— dri ) 




: L 


X 


+ 27rG<yrdr 


dx 




( r 2 + x 2 ) 3/2 


2 nGa 

( r 2 + x 2 ) 


X 


+ TrGardr • ( — 2) 


rdr 




( r 2 + x 2 ) l/2 


1/2 


整个圆盘的轴向距离为 i 的点的引力势 


2 nG<y 


a 


dV 


V ( jo ) 


r\dr 








0 


7tG(T 


， 


a 


dr 2 = 








o 


r= 0 




注意:在求 dV 时，积分路线是从 oo 沿工轴至 Xjdr= 一 dxi ， 而不是 dr = dxi . 

另外,已表明开方后取正值，故 vp = ki 对 
为负值时也适用. 


X 


a 


计算半径为 a 、 质量为 M 的均质圆环对位 
于环的平面内，但在环的外侧的各点的引力势. 

提示: 可表示为第一类椭圆积分. 

2. 5 3 中 d - d + de 质元对 p 点的引力势为 


0 


P 


X 


o 


2-53 


dV = 


+ a 2 — 2axcos^ 


x 


其中7是圆环的线密度^是 P 点至环心 O 的距离. 


+ a 2 — ZaxQO^d 


X 


d 


x 2 a 2 — 2 ax 2 cos 2 — — 1 




x 2 + a 2 + 2 ax — Aaxcos 




d 


K 


— (x + a ) 2 — 4< a^rsin 


2 


( j ： + a ) 2 1 


d 


Aax 


7 T 


2 


sin 




(jo + a ) 


Aax 


7t 


令 9 


— 2 d < p $ k 2 = 


7 


7， ac /= 


{ x+aY 


2n 


= — 




0 


7T 


dd 


=— 2 


o 


o 


(— 2) d<p 


= — 2 




2 



力学（上册) 


114 


A 




2 




x 


0 


— 


iG^ja 


7 T 


+ 




« • • 




4 


4 


4G^g 


K 


Aax 


K 也可写成 M I M j • 要求 P <1 ，今 々 2 = 

(x — a 2 ) > 0, 


<1 是成立的，证明如下 


( x + a ) 


x 2 — 2 ax + a 2 〉0 


4 ax 


+ 2 ax + a 2 > ^ ax ， 


< 1 


x 


(x + a ) 


iGaM 

7 ra < ix -\- a ) 

2.2. 10 考虑一个任意形状的物体，证明 ：对物 体外一 
个球内各点的引力势的平均值等于在此球心处的引力势 

证明 只要证明物体内任何一个质点（设质量为 m ) 在 
物体外一个球内各点的引力势的平均值等于该质点在此球 
心的引力势即可. 

取球心 O 为原点，质点至 O 的方向为^轴正向，如图 

2. 54所示.设质点至 O 的距离为兄考虑球内 Z 5 点（位于球 

坐标处）， 


M 


代入7 


K 


V ( x ) 










2 na ’ 


Z 


P 


« 


e 


o 


m 


Gm 


V ( P ) 






图 2- 54 


设球的半径为 1 球内各点引力势之和为 


Gm 


2?r 


S 明 = -J>W 


r 2 sin 汐 d ^> 


o 


p 


sin 汐 


rr 


a 


dd 


— 2 ^Gm r 2 dr 




o 


o 


a 


r 


d (2 Rrcosd ) 


= 2 芄 Gm 二 dr 


o 


&^7T 


7 tGm 


a 


R 


e=o 


o 


2 /nGm 


a 


[(尺 一 r ) — (R + r)]dr 


r 


R 


0 


ATtGm 


4：7 tGm 


a 


3 


r 2 dr = —— 


a 


3 R 


R 


0 


Gm 


vxp> = t^ 2 v(p) 

冬 7T“ 3 P 


R 


2. 2. 11 判断以下各力是否是保守力，如果是保守力，找出它的势能函数 • 

(1) F = ( ax +6^ 2 )/+ (az + 26 xy)j + ( ay ^~ bz 2 ) k ， a、b 为常量； 
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(2) F = aXr ， fl 为常 矢量； 

(3) F = ar,a 为常量； 

(4) F = a(a • r),a 为常 矢量. 


( 1 ) 


k 


d d d 


V X F = 








dx dy dz 

F x F. F 


y 


z 


=(a - + (0 _ 0)j* + (2by — 2by^}k 


0 




此 F 是保守力，取 ( o , o , o ) 处为势能零点， 


(x,y,z) 




F x dx + Fydy + F z dz 


V {x,y,z) 






(0,0,0) 


z 


⑽， z ) 


y 


⑽， 0) 


too ) 


JC 


图2, 55 


对于保守力，作上述积分可取任意的路径，今选图 2. 55 所示的路径， 


X 


F x (x ， 0,0)dx 


V (x 9 y 9 z) 






0 


y 


z 


FyCx^y^O^dy — F z {x^y^z)dz 


0 


0 




z 


X 


y 


{ay + bz 2 )dz 


ajodx — Zbxydy 








0 


0 


0 


^rbz z 


—— bxy 1 ———— 


ax 


(2) F = aXr= {a y z — a z y')i+ (a z x—a x z)j+ Ca^y — UyX^k ， 


9F 


dF 


x 


= — a 


a 


z ， 


z 


dy 


dx 


两者不相等，足以说明 F 是非保守力 

(3) F—ar=a(xi J i-yj-^zk) 

V XF = 0 

F 是保守力，选 r = 0 处为势能零点，选用 （2) 问所用的积分路径，可得 


* 


v =- 士 w + y + z 2 ) 


—ar 




r ) i -\- a z ( • r)k 


(4) F = a ( • r ) = a ^( • r ) i + a ^( 


d 


V X F = 


Sr 


K 


3 


dz 


{a x x + a y y + a z z) a y (a x x + a y y + a z z) a z {a x x + a y y + a z z) 

)/ + (a x a z —— a z a x )j + Ca y a x —— a x a y )k 


a 


X 


= { a z a 


—— Uyd Z 


: y 


= 0 


此 F 是保守力. 

选原点为势能零点，用前述的积分路径， 


z 


X 


y 


F y ( x f y ,0 )dy — F z ( a : ,y 9 z)dz 


V = — F x (x 9 0 9 0 )dx 


0 


0 


0 


z 


x 




alxdx — 


ia x x + a y y)dy — 


a z { a x x + a y y + a z z)dz 


a 


y 


o 


o 


一 a z a x xz 一 a y a z yz 一 — a 2 z z 2 






— a x a y xy — 




—— ia x x + a y y + a z zY = ——( 


一 个密度均匀的行星绕一个固定轴以角速度 W 自转，行星的赤道半径只 E 

Re — 


2* 1 


描述变形 


略大于球的半径及，行星菏极的半径 i ? P 略小于球的半径及，用参量 
的大小.由于这种变形引起重力势有一增量 


€ = 


Re 


2 GMeRi 


AV(R 9 d} = 一 


P 2 ( cosd ) 


R 3 


2 


Re 


w 


卜-士.由行星表面平衡的条件得出 e 与 A = 


的关 


其中沒是球坐标， P 2 ( coM ) = 


C 


"7 cos 


g 


系，对地球就 e 作数值估计。 

行星表面为一旋转椭球面，取通过两极的对称轴为 Z 轴，行星与2平面的交线 


为一椭圆，方程为 


Z 


X 


m 


R 


E 


可引入参量〜椭圆方程衷示为 


= R^cosa 


= R^sina^ 


z 


X 


参量 a 与球坐标0的关系为 


R E sina R E 

/^pcosa ~ Rp tana 


x 


tan ^ =—— 


z 


在行星表面单位质量质点处于平衡的条件是它受到的重力、惯性离轴力和行星表面 
的支持力的合力为零，表面的支持力垂直于表面，因此平衡条件要求重力、惯性离轴力的 
合力无沿表面的切向分量. 

现求图 2. 56中 P 点沿椭圆的切线单位矢量 r ，设 r 与^轴夹角为％ 


dx ( dx / da ) R^cosa 
tan < p = ^ = (d d - = _ Rps{na 
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镳 


R 2 e 


及 E 


Re 


Rp R F tan8 

= cos<p k + sin<p i 

Rptan& 


i ? ptan ^ 


r 


R 


Ri + ^tan 2 ^ 


Re -| - 各 tan 2 没 


图 2- 56 


单位质量质点受到的惯性离轴力为 


fi = r^ 2 sin^i ^ Rco 2 sindi 


单位质量质点受到的重力为 


GM , 2GMeRl 


P 2 (cosd) 


fz=- vy = 


5 R 


&GMeR 


6eR 


P 2 (cosd) 


sin^cos^ 


= GM 


e 


5 i ? 4 


5 及 4 


R 


= sin^i + cosdk 
e d = cos^i — sindk 


所以 


e 


6eR 


sind 6eR 


f 2 =GM ^ 


sin 没 cos 2 汐 


sin 汉 P 2 (cos 汐）一 




5 尺 4 


R 


5R 


cos6P 2 (cosd) + 


cos 夕 6e/?| 


sin 2 没 cos 汐 k 




SR 


R 


b\ ~rcos 2 6 — — 


=GM \ sin^ 


R 


+ cos 汐 —i ~^~cos 2 0 —— -r- 


6£- R | 


其中办 = 


5 R 


在表面平衡的条件为 


(fi + fz) • r = 0 


可得 
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攀 


- Ro^Rl + GM[ 
只保留 e 的一次方项， 


十 ^bcos 2 6 (R 2 E - 裕）一 GMb\ 士及！ 一 ^R 2 ? \ = 0 


i?E — Rp i?E ~\~ R 


p 


Rco 2 Rl + GM 


+ GMbRl = 0 


R 


R 


， 6= @ ，只保留 e 的一次方项 , 


Re—R 


p 


代入 


e = 


R 


E 


— R(o 2 Rl + 2GMe + 七 GMe= 0 


A Raj2R 

16 GM 


5 ⑴ 2 尺 E 


E 


=—A 






16 


16 


g 


GM GM 


其中用了 

对于地球，用⑴ =7. 3 X 10 _5 rad / s ， g =9. 8 m / s 2 ， i^E = 6. 378 X 10 6 m ， e 々 l . 1 X 10 


— 一 ~ 


RR 


E 


— 3 


13 求在势能为 


V (x) = ~kx 2 — ~~mAx 


(其中 A 很小)的保守力作用下的非线性振子的运动的一级近似解, 假定？ =0时 x = 0 

dVU ) 


2 


( 1 ) 


msc 


= — kx + mXx 






dx 


零级近似 


( o) =— 心 

Asin(a>t + <p) 


( 0 ) 


( 2 ) 


mx 


( 0 ) 


X 


由 t — 0 时，工= 0,定出9=0, 


CO) 


=Asincttf 


(3) 


a : 


k 


其中 


a)= 


m 


+；1^，代入式(1)，略去高阶小量， 


一级近 似:设 x ( 


( 0 ) 


l ) 


== x 


mx x —— kxi + m{x (0) ) 2 


2 


2 


mA mA ^ 

——― —cos2^ 


= — kxi + 


A 


A 


2 


或写作 


(4) 


CO^Xi = ~ — —COS 2^ 


工 1 


不难看出，式 u ) 有如下形式的特解 


A 


+ JBcos2 ⑴ t 

2 oj 1 




工1 


A 2 


代入式 （4) ，得 B = — 2 

式 (4) 的通解为 


Xi = cicoscot + c 2 sincot + + ^iCOs2^ 


满足初条件 Z =0 时 ,xi = 0, i：i = 0 的解为 
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A 2 


A 


2A 


cos 2^ 


=— 


3 ⑴ 


2< o £ Sa > 


故一级近似解为 


A 2 


A 1 2A 

2 co 2 3 ⑴ 


⑴ 


= Asinatf + A 


coscot —— 


cos 2^ 


x 


6 仞 


k 


其中 


由 t = 0 时的 i ： 值决定. 


OJ = 


m 


cx 


的保守力场中运动，其中 C 和 


2. 2. 14 (1) 质量为 m 的粒子在势能 y(x) 

是正的常数.求稳定平衡位置及在它附近做小振动的 周期. 

(2) 如果粒子从所求的平衡位置以速度 t ； 开始运动，求 I ；值的范围，粒子将做： U ) 振 
动； （ b ) 逃到 _ oo ;( c ) 逃到 + oo * 


a 




-\~(Z 


dV 


(1) 平衡位置 ， F 




dV c(a z -x 2 ) 

+a 2 ) 2 


= 0 


ax \ x 


和 


DC 工 2 — 


x = Xi -- a 


均为平衡位置. 


d 〒 2cx{x z -Za z ) 

U 2 +a 2 ) 3 


由 


dj ： 


d 2 V 


c 


-7~ i <0 


cb 


为不稳定平 衡位置 


可见 


x = a 


d 2 y 


c 


> 0 


3 


da: 


2 a 


一 a 


_ x 2 — 


为稳定平衡位置. 


可见 


x = — a 


+工’ ，•^ 为小量， 


在 


附近 ，令 


x= — a 


x= — a 


c(2ax f — x f2 ) 

( x ’ 2 — 2 ax ’ 十 2 a 2 ) 


dV 


fix f )= - 


2 


da: 


X= —a + i 


只保留 d 的一次方项， 


CX 


/(工’） =— 


2a 


cx 


2a 


c 


c 


O ) 


3 


2 ma 


2ma 


a 


2ma 


2 丌 


T = — = 27TU 


(O 


c 


A^V 

o ， b < o ， v ( x ) 有极大 


dV 


0 时， V ix) f= 0 ， x- ► 士⑺时 ， V (: c)—0 

时 ， F (— a ) = — ■为极小值，在一 a < x < a ， 


时, 


( 2 ) 






a 






x = 


da : 


dV 


c 


>0,在 x>a 及 x<C 


值， vu ) 




~ ， x = — a 

2 a 




dx 


2a 




力学（上册) 


120 


* 


2 - 57 


dV 


<0， V 〜 x 关系曲线如图 2. 57所示， 

一 a ， 以速度 d 开始运动，要以后的运动是在有限范围内振动，由图可见，要 


，dr 


( a ) 从 


求 


£ = r + y < 0 


+ V (— a ) < 0 


2 


2 V (- a ) 


V < 


一 a , 以速度 t ; 开始运动，要能逃到一％，需考虑两种 情况; 如开始 r <0, 只 


( b ) 从 x 

要 E >0 即可 


+ V (- a ) > 0 


—rnv 


2 V (— a ) 


kl > 

如开始 t ；>0, 要防止: r —+ 03 ，必须有 £< V ( a ) ， 


+ y(-a) <7(a) 


2 c 


得 


v < 


开始运动，开始 t ；< o 时，要求 k I fr ;开始 ^> o 时，要求 


结论是从 


2 c 


< \v I < Ca / ，粒子将逃到一 

V ma 

(C) 从 a 开始运动，要逃到 + oo , 首先必须开始 1>0, 且要求 


2 


+ F(-a)>y(a) 


2 c 


由此得 


v > 


ma 


比地面高 A 的平台上有一质量为 m 的小车系于绳子一端，绳子跨过一小滑 
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轮在另一端被地面上的人拉着并以匀速％向右运动，如图 2. 58所示.若小车与平台间的 
摩擦力可以不计 ，求： 


图2_ 58 

(1) 当人位于离小滑轮正下方向右距离 s 处小车的速度和加 速度; 

(2) 人在上述位置拉绳的力； 

(3) 在人从滑轮正下方到上述位置的过程中人所做的功. 

( 1 ) l 2 =s 2 ^h 2 


2 / 4 ^ = 25 ^ 


ck 


dt 


di 


dl 


sv 0 


s 


V 


图 2. 59 


vlh 2 


dt; 


1 sv Q • 2^ 0 


a 


3/2 


的方向均向右. 


v^a 


mvlh 2 
(s 2 + A 2 ) 


(2) F = 


ma = 


3/2 


Vo 


ms 


(3) W = irmv 2 - irmlv (0 )J = 


20 2 + A 2 ) 

一 质量为 m 的小球系于不可伸长的轻绳的一端，穿过桌面上的一小孔后在 


2. 16 


光滑的水平桌面上运动，绳子与小孔间无摩擦力 .问： 

(1) 要使小球以小孔为中心做半径为 n 、角速度为叫的圆周运动，绳的另一端需用 

多大的拉力？ 

(2) 要使小球圆周运动的半径从 


缩小到 r = 拉力需做多大的功? 


r = ri 


( 1 ) F = mri(Vi 

(2) 在小球的矢径缩小过程中受到的力是径向的，列横向的运动微分方程 


d 


^ dt ir 的 


m(rp + 2 r 


0 






<p= c 


r 




所以 


( i )^ = 




= n ⑴ i 


r 2 


(r^y = \mr\w\ ( ^ — 1 

L \ ^7 / 


W = — m ( r 2 ( o 2 ) 
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17火车质量为 m ， 其所产生功率为常数尸，若车受的阻力为常数/，试证时间 


与速度的关系为 t = ^\n p _ fv f 


P 


P 


若所受阻力与速度 r 成正比，则 p _ f v 


d 


证明 


P-fv 


」 I 

2 




dv 


P ~ fv 


mV dt 




Pv 


mv 


! m 
av = ^ 


dU = 


dz; 


P — fv 


f P -fv 


— P ^ fv 

— f \ 飞二了 V 


p 


m 


dt ； 


P — fv 


mP 


J 


V 


V 


m 


dt; 


f Jo P — fv 


P 


mP 


mv 


P ^ P - fv 


若 / 与速度成正比，设 f = cv ， c 为常数，贝! 1 


1 dv 2 


= P — fv = P — 


dT 


CV 


dt / 2 


= 


— tYl 

2 P - 


cv 


dv 2 


V 


— i lnCP — 






P — 


cv 


0 


v 




P 


P 


m , 

— 2 c P ~ cv 2 ~ If P-fv 


mv 


In 


一 质量为 m 的质点，受引力作用在一直线上运动.当 x > a 时，引力值为 


22 . 1 

/ x 2 ; 当时，引力值为 w /«:/ a ， 式中 x 是相对于线上某一点(取为原点）的距离，^ 


mfxa 


及 a 为常量.如质点在离原点 2 a 处从静止开始运动，求到达原点时的速度及走此段路程 
所需的时间. 


在 a ^ x ^ la 段 


m 


X 


dv 


= — jua 2 /x 


v d ^ 


0时 ^x = 2 a jv = 0 9 


1 


V 


X 


丄 ? 

—v l = 


vdv 




工， 






2 a 


x 


la X 


0 


V 






dx 




ck 
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dx 


x 


X 


dt 


dx 






0 


令 2a —x = 则 x=2a — u 2 ^dx= —2udu , 


V jm 


j^a 


u 


用积分公式 


b 


u 


—arcsm — 


b 


2a — 


x 


2a — 


+ 2aarcsm 


x 


x 




2a 


当 


时， 


x=a 


= — ^Jfm 


V= Vi = — 


2u — u 


—— 2aarcsm 


2 a — a 


a 


wfta 


2a 


7 T 


a 


1 




在段， 


= — m/xjc/a 




== — jux/a 


xj I ■■■■■■ 

ax 


— j^U ， 


初始条件时， a: 


=a jV = 


V 


X 


沒 dx 


vdv 


a 




a 


JL 


(— V /42) 


2 


2 


(工 


) 


— a 


2a 


1 L 


2/^2 - 


v 


X 




a 


J 


X 


士 =— 


dx 


V 2jm 


a 




X 


2 a 


7 T 


X 


a 


arcsm 


V ^2~ 


4 


M 


a 


时 fV= — y 2^a jt= l-\-~ 


a 


到达 


sc a 


4 


M 


说明：此题不必解运动微分方程，用动能定理即可得 r 与： T 的函数关系 . 
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蜃 


2.2.19 轴套 A 的质量为 0.5 kg , 沿着位 
于铅垂平面的螺线形杆无摩擦地滑动.螺线形 

方程为 r =0. 3心式中 r 以米计 j 以弧度计，轴 
套在大小不变的径向力 T = 10 N 作用下，从 Z 
点静止释放，滑到位置5处(见图2, 60). 求轴套 
到达 B 处时的速度. 

由质点的动能定理， 


A 


T 


0 


B 


O 


r B 


r B 


dr + T - dr 


— 0 = 


S 2. 60 


mg 


~rmv 






r B 


dr — 


dr = 


( r B — r A ) 


m 


mg 


m 




r A 


在上述计算中用了贫 • 0 = 0，一 m 


rA = mg 


r B 


7 t 


T 1 • dr = Te r • ( dre r + rde ^^ = Tdr = 


r • 0, 3d^ = 0* 3T 


r A 


T 


0. 3 贫 + 0. 3 

代入芨=9. 8 m • s 一 2 ,7" = ION ， m =0. 5 kg ， 可算出 

5. 3 m • 

2.2.20 —质量为 80 kg 的人由 lm 高处跳下，当他落地时，他忘了弯曲他的膝盖，人 

体减速的距离只有 lcm . 求在减速阶段，作用在他腿上的力. 

■ 

h = lm ,5 = lcm = 0* 01 m 


n 


_ 


一 1 


V 


s 




=(mg — N)s 


=mghj 0 — 


—mv 


—mv 


其中 tv 是在减速阶段作用在腿上的力. 

mgh _ 


h 


N= mg + 


+ 


1 


=mg 


s 


= 7* 9 X 10 4 N 


= 80 X 9* 8 X 1 + 


0 * 01 


质点无摩擦地在环形轨道上滑下，如图 2.61 所示，轨道弯曲段的曲率半 

径为及，该质点由高 a 处由自静止开始下滑，在某处质点开始和轨道脱离接触，说明脱离 
接触的位置并计算出发生这种情况的 A 的最小值. 


2, 2* 21 




5 


h 


A 


R 


R 


30 


V///////////// 


2.61 
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开始与轨道脱离接触的位置是拐点乂,在到达乂点以前，质点要脱离轨道，需要 
轨道的支持力为零，可这支持力不为零，因此，到达乂点以前不可能脱离轨道.另一方面， 

如在乂点未脱离轨道，则在 A 到5的过程中，因速率减小，而重力的法向分量增大，轨道 
的支持力必然增大，自然是不能脱离轨道的.过 B 点以后，直到与 A 同样高度处，根据对 
称性考虑,也和从 A 到5的过程一样，不能脱离轨道.再以后脱离轨道是可能的.问题是 
发生脱离轨道情况的最小的 / t 多大？开始脱离轨道的位置是在 A 点还是别处？ 

现考虑在 A 点开始脱离轨道需要的最小高度先求在 A 点脱离时所需的最小速率 


= mgcos 60° = ~mg 


= irgR 


由机械能守恒， 


mgh = —m ~gR + m ^\ Rsin 30 


o 


h = —R 


4 


要越过轨道高度的极大值 B 点， / i 必须大于見可见,发生脱离轨道的最小 / i 值为子及，开 


4 


始脱离轨道的位置只能是 A 点. 

2. 2. 22 一个转动的球形行星，其赤道上的点的速率为 V ，赤道上的 g 是两极 处发的 
一半.问粒子从极点逃逸的逃逸速度多大？ 


若用 g 和^分别表示极点和赤道处的重力加速度和表观重力加速度. 

GMm 


在极点， 

其中 M . R 分别是行星的质量和半径， m 是质点质量. 

GMm 


(l) 


mg — 


R 2 


mV 2 GMm 

R ~ R 2 


在赤道， 


( 2 ) 


— mg 


(3) 


g = 


其中 W 是行星表面对质点的支持力，其反作用力是表观重力 • 

由式（1)、（2)、（3)可得 


2 V 2 


g = ~R 


取无穷远处行星的引力势能为零，在行星表面的引力势能为一对质量 m 的质 

点而言），设在极点的逃逸速度为 t ；， 它是对行星参考系的相对速度，也是对惯性参考系 
(静系 ） 的绝对速度，对惯性系用机械能守恒定律， 

1 ? GmM ^ 

j mv -丁 = 0 

V 1 - = 2 gR = 4 V 2 

XV 
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暑 


所以 


= 2V 

2. 2. 23 一跳伞员在 3000 m 高处起跳.在降落伞张开之前他达到一极限速度 30 m / s . 

(1) 假定空气阻力正比于速度，他达到这个极限速度需多久？达到这个速度时，运行 
了多少距离？ 

(2) 为了经受一个不大于 10 g ( g 为重力加速度）的减速度，在他的伞张开以后，当他 
碰到地面时，速度已降到 3 m / s , 他弯曲膝部以减缓冲撞，需将膝部弯曲 多少？ 假定他的膝 
部像弹簧一样具有正比于位移的阻力. 

(3) 空气阻力正比于速度的假定是否合理？ 


(1) 根据空气阻力正比于速度的假定， 


dv 


dt 


_ K . 


积分得 


(1 




_ L i [ 


— at 




极限速度 


才能达到此极限速度，运行距离为 工今 OC 

(2) 在跳伞员碰到地面以后，空气阻力的减速作用是可以忽略的, 


设膝部弯曲彡时具有势能为 t 衫 2 ,则碰地时开始弯曲，弯曲 f 时，动能降为零，由机 
械能守恒， 


— k $ 


+ rng 安 


( 1 ) 


又由最大减速不大于 iOg * 的条件，有 


—— k$ = ma =—— 10mg 


( 2 ) 


ng 


_ ■ 

IH 




由式 （2) 解出是 = 


，代入式 （1) 得 


^ = — = 0. 102 m 




(3) 在空气阻力正比 r 速度的假定下，需运行无穷远的距离，经无穷长的时间才能达 
到极限速度,实际上运行距离不到 3000 m ， 所需时间也是有限的，就到达极限速度 30 m / s , 
说明所述假定与实际不符. 


2.2.24 —个光滑球固定在水平面上 ，一 

个点粒子在最高点从静止开始沿球面 滑下. 令 

球的半径为/?,描述粒子落到平面以前的路径 
(见图 2.62). 


粒子在离开球面以前， 


—mv 2 = mgR (1 — cos 汐） 


—= mgcosd — N 
K 


图 2. 62 
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离开球面时 ,7 V =0, 此时 


2 

告 = 2^(1 — cos 没 ) 


V 


gcosd 


R 


解得 9 


gR 


48, 2%t ； = 


= arccos 




在沒 =48. 2。时粒子离开球面，以的速率朝水平线向下 48. 2°的方向做抛物运 

动，落到平面以前，运动轨道为抛物线. 

粒子运动的路径可定量描述 如下： 

在2°期间，粒子运动轨道为圆，轨道方程为 


此后运动轨道为抛物线，设离开球面时为£ = 0,轨道的参数方程为 


+ (y — i ?) 2 = i ? 2 ， 0 x 


x 


^gR 


X 


—gRcosAS* 2 




bR 


t — ^gt 2 + 


t — Tgt 


^gR 


gRsin4 ： 8* 2 


^ = 


消去 t 可得不含参数的轨道方程 


a/5~ 




R ^ x ^ ^：(^/50 — V^5 ~)R 


27 


x 


x 


y =— 


16 R 


27 


2 +(y-R) 2 = R\ ^R^y<2R 

R - 母 


或 


X 


27 


2 




x ， 




16R 


若在北京和天津间用一条直的地下铁道联 
结，如图 2. 63所示，两市间的火车在地球引力作用下运 
行，两市间直线距离为 130 km ， 地球半径及= 6400 km . 忽 
略摩擦，计算火车的最大速度以及从北京到天津坐此火车 
所需的时间. 


2 - 2 . 25 


方法 一：由 2. 1. 78题求得质量为 m 的质点在地 
球内外受到地球的引力为 


GMm 

— zr^—re 


0 ^ r ^ i ? 


R 


F = 


GMm 




r 


r 


其中 M 为地球质量，及为地球半径 • 

由此可计算质点 m 在地球内部的引力势能， 
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R 


GMm 


GMm 


V ( r ) 


dr 






R 


R 


GMm 


GMm GMm 


(R 2 - r 2 ) 


(r 2 — 3R 2 ) 




2R 


R 


2R 


由机械能守恒， 


.GMm , 9 ^ 

十 — 3 尺） = 


GMm 


^~mv 


R 


GM 


R 2 -r 2 


解得 


~^( R 2 - r 2 ) 

由图 2. 64 可得 


V 




r 2 = h 2 -\- (s — x) 2 = (R 2 — 5 2 ) + (s — x) 
=R 2 — 2sx + x 2 


2 — ^x(25 — x) 


所以 


V 


由告 = 0 得 


v(s) 


= 80* 4 m/s 


v 


s 






max 


图 2. 64 


从北京到天津所需时间 


dx 


25 


2s 


d^r 


R 


T = 


v 


o 


0 


用积分公式 


dx 


— b f u 


arctan 


bv 


其中 u=a J rbx jV — a f +6' 

令 u = x^v = 2s—x^a = 0 9 b=l $ a f =2sfb f = — 1 ， 


x 


x=2s 


djc 


2s 


X 


= 2 arctan 


7 T 


0 


25 - 


X 


: r=0 


R 


6400 X 10 


所以 


T — 7t 


= 2539( s ) = 42* 3 mm 


TV 


g 


方法 二 : 用 牛顿运动第二定律， 

GMm 


GMm GMm 


s — JO 


x 


R 


R 


R 


— [一 K 


x 


s 


X 


R 


R 


通解为 


S + AcOS ( V 青 f + a 


x = 


R 


2n 


所需时间 T = i~ 


= 7 T 


g 


K . 


R 
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初始条件:广= 0时，工= 0，土 = 0,定出 A 、0 f ， 得 


K . 


S — 5COS 


R 


K 


R 


T 与 s 无关，说明在地球上任何两个城市间铺设这样的地下铁道，运行时间都一样， 
火车运行中的最大速度是与$有关的. 

2.2.26 估计一下通过跳跃就能脱离的小行星多大. 

一 般来说，跳跃前人们总要弯曲他的膝盖使身体的重心降低约 50 cm ， 然后跳起 
能使重心比正常高度高出 60 cm ， 则在此跳跃中人能产生的动能为 


= mg (0* 50 + 0. 60) 


( 1 ) 


mv 


其中 m 是人的质量， g 是地球表面的重力加速度. 

设小行星半径为/?、质量为 M ， 并设小行星的密度与地球相同. 


R 




( 2 ) 


其中 Me , i ? e 分别为地球的质量和半径. 

跳跃能脱离小行星的条件是 


GMm 


(3) 


= 0 


—mt 


GM e 


又知 


(4) 


g = 


Rl 


由式（1)、（2)、（3)、（4)可得 


R = 


其中用了 尺 = 6.4 X 10 6 m . 

2.2.27 求：（1)月球表面的重力加速度 “2) 从月球表面出发逃离月球所需的最小 

速度.月球质量为 7. 35 X 10 22 kg ， 月球半径为 1. 74 X 10 3 km . 

解 （1) 设 Mn 和分别为月球的质量和半径，^^为在月球表面的重力加速度. 

质量为 m 的物体在月球表面的重力为 mg m . 


mg 


R 


22 


GM m 6. 67 X 10_ n X 7. 35 X 10 

(1. 74 X 10 6 ) 2 


所以 


=1. 62 m/s 


g 


R 


(2) 设逃逸速度为 t ；， 逃离条件为 


= 0 


R 




2 X 1. 62 X 1. 74 X 10 




= 2. 37 X 10 3 m/s 
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暑 


质量为 m 的质点从置于光滑水平面上 
的、质量为 M 的光滑的、半径为 i ? 的弧形槽的顶端滑下， 
如图 2. 65所示.开始滑下时， m 、 M 都是静止的，求质点离 

开孤形槽时质点和弧形槽的速度. 

方法 一:用 质点系动力学理论， m 、 M 系统在水平 

方向动量守恒和机械能守恒，可列出下列两个 方程： 


28 


( 1 ) 


图 2. 65 


+ — MV 2 — mgR = 0 


( 2 ) 


其中 inV 分别是质点离开弧形槽时质点和弧形槽的速度，均规定向右为正 • 


解得 


V = — m 


m+M ’ 




方 法二： 限于只用质点动力学的理论 • 

设^为弧形槽对质点的作用力，: T 轴沿水平向右为正.对质点、弧形槽分别用动量定 


理（只写水平方向的分量方程)和动能定理. 


— 0 = N 工 


(3) 


(- NMt 


(4) 




— 0 = N * dr m -f- mgR 


(5) 


-^rMV 2 - 0 


(— iV ) • dr M 


( 6 ) 




式 (3) + 式 (4) 即得式 (1), 式 (5)+ 式 （ 6) 可得式 (2 )， 其中用了 

_ 

N • ( dr m — dr M ) 

dr m — dr M 是质点对弧形槽的相对位移， dr ^ 沿弧形槽的切线方向，任何时刻 


N • dr 


N • dr m + (― A ^) * dr M 






式中 dr 


都有 


N * dr mM = 0 


W 丄 dr ^, 

2.2.29 如图 2. 66 所示，小球质量为 m ， 连接 
在绕水平轴 O 旋转的凡 D 杆的 D 端，连杆 BC 穿过 

绕 A 点转动的套筒，并能在其内滑动，劲度系数为 
k 的弹簧套在 BC 杆的 AC 段，当球下降时压缩弹 
簧4=60°的位置时，弹簧无伸缩.从此位置静止释 
放，求0=90°时杆的角速度.设 SC 杆及杆 
的质量及各处摩擦可略去 不计. 


方法 一:用 质点的机械能定理. 

至终态时，弹簧的压缩量等于段的增量, 
取终态时的位置，小球的重力势能为零，弹簧在初 
态时无伸缩，取为弹簧势能的零点. 


图 2. 66 
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w^cqs60 


解得终态时小球向下的速度也即 5 点向上的速度 


kb 2 (3 - 2 VT ) 


gb — 

在终态(9=90°时，5(：杆的位置及此时 B 点的速度及 
杆上与 A 点重合的点的速度如图 2. 67所示，此时而且任 

何时刻 5 C 杆上与 A 重合的点受套筒约束，其速度总是沿 

套筒的方向.此时，杆必绕上述两点速度的垂线的交 
点 D 转动， BD 距离为26,故杆此时的角速度为 

々 （3 — 2 ^/~2 ) 


V 


m 


v 


O 


b 


D 


B 


» b 


V 




A 


^^Yb 2 


b 


m 


C 


方 法二： 上面求的方法用了刚体平面平行运动求 
瞬心的办法.现用相对运动的知识求 

取此时以与3重合的 BC 杆上的点的速度作平动的参考系，5点的绝对速度等于牵 
连速度和相对速度的矢量和， 


图 2. 67 


<^BC 


V = V e V 


即图 2. 67中画在 A 点的沿方向的速度，它与^的夹角为45°，％是石点围绕与 A 重 
合的点以角速度转动的线速 度，％ 与 v 的夹角也是45°， 


Ve 


v r = z ; cos 45 


v T ^ ( Obc 


V 


可得 


WBC ^Yb 


30 求质量为 W 和具有能量 £ 的质点在势场 V = Votan 2 ax (式中 V D 和 <2为常 
量）中做一维运动的周期. 




—mj： 2 -\-V 0 ta.n 2 ax = E 


Hi 


2{E — V 0 tan 2 ax) 


x = 


m 


cosajrdj ： 


dx 


—— d ,= 


m 


Ecos 2 ax — V^sin 


E — Votan 2 ^ 


ax 


x 


du 


d sinax 


V £ 


a 


E + V 0 . 


a 


o 




sin ax 


E 


E+V 0 . 


其中 


smax 


u = 


E 


E -\- V Q 


^( t - t 0 )= 


arcsm 




smax 


E 


m 


E + V 


a 


o 
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E + V 0 


sinax 


sm 




E 


E 


— arcsm 


£ + Vo Sin 


a 


it — t 0 ) 


显然运动周期 r 为 


2(£ + F 0 )= ^ 


T = 2 兀 


31 一根长度为 a 的不可伸长的轻绳，一端连着一个质量为 m 的粒子尸，另一 

端连着一个质量为的环 Q ， 此环穿在一根固定的粗糙的水平的金属丝上.从环和粒子 

处于平衡的状态给粒子一个沿水平方向的速度 证明: 在小环不在金属丝上滑动的 
情况下，绳中张力为 3 mg C 0 S 心其中0是绳子与铅垂线间的 夹角； 并证 明：如 环与金属丝间 

摩擦因数大于环就不会滑动. 

V3 

证明 在小环不在金属丝上滑动的情况下，粒子运动时机械能守恒， 

\mv 2 + mga(l — cosd) = 2ga) 


2 


⑴ 


再列自然坐标的法向方程， 


mv 


T — mgcosd 


( 2 ) 






从式(1)、（2)两式解得 


T = 3 nigcosd 


环受到四个力：重 力专; ng ; 金属丝的支持力 JV ; 金属丝给予的静摩擦力/和绳子张力 


T . 环在金属丝上不滑动的条件是始终有最大静摩擦大于等于绳子张力在水平方向上的 


分量 


fxN ^ Tsind 


今 


N = ~ mg*+T cos ^ ， T = 3 mgcos & 


2sin^cos^ 


得 


l + 2 cos 2 汐 

值均成立,即要在区间内， 


对运动过程中经历的一切 e 


2sin^cos^ 

1 + 2 cos 2 汐 

_d_f 2sin 没 cos 沒 
d 夕 （1 + 2cos 2 汐 




= 0 


得 


cos 2 d = — 


Zsindcosd 
1 + 2 cos 2 汐 


VT 


丄 





〃 


a : 


p 


3/2 


{p 2 + y 2 ) 


P 


— [ dx 


i 


_ ± 


tana = 


da: 


dv 





(3) 



将式 (2)、（3)、（4) 代入式 (1)， 即得曲线对质点的约束力改变符号的点的: v 坐标满足的代 

_ 

数方程 


+ 3 p 2 y — 2 p 2 h = 0 

2 2. 33 一个质点在恒定的重力作用下在 a 平面内运动，重力沿轴负方向.找出 
该二维运动的四个独立的运动常数，其中有三个独立的运动常数不显含时间. 




mx 


my = — mg 

ci ， y J rgt^c 2 


立即可得， 




X 


可得 


(4) 


cosa = 


1/2 


ip 2 + v 2 ) 


= 2g(h — y) 


( 2 ) 


v 


图 2. 68 


用曲率半径 公式: 


暑 ** _ 蜃》 

x y — x y 


d 2 x 


dx 


* ? I / * * 

y 十工 ： v 


I f ** 

+ ^ y 


tt 






JO 






y 


X 




dy 


p 的公式可改写为 


(1 + x t2 y n 


p = 


tf 


x 



mv 


( l ) 


=mgcosa 


P 


由机械能守恒， 


mg 


x 


7 T 


7 t 


得 


005 汐賴 = 0， ^max = y>y. 

32 一质点自一光滑的抛物线上一点 Q 自由滑下，该点在轴线上方 A 处，抛物 
线的方程为 y = 2 Ar ，3； 轴竖直向上.问质点滑至何处时，曲线对质点的约束力将改变符 
号(求出此点的 y 坐标满足的方程即可). 

约束力改变符号处，约束力为零，设此点为 A 点，如 
图 2. 68所示，在此处，用自然坐标，写出运动微分方程的法 
向方程： 


y 


h 


m(^/2ga) 2 — mga(l — cos ^ max ) 




如果在所给的初条件下，能达到的 0 的最大值小于 
此初条件下的 (9 


M 可以再小些，因此需计算在 


7江， 


max , 













第二章质点动力学 


133 








dvy〆 




力学（上册) 


134 




由机械能守恒， 


~ mCx 2 y 2 ) -hmgy = c 


可得 


+ 夕 2 + 2gy = c 3 




由 


汐 =— 尽，得 


xd 


gdj ： 


y — 




y= — 


d 


,I, • • 

由工 


0,得 


yd x = 0 


=^， 


x 




上述两式相加， 


d y -\- y d x = 一 

xy J rgx = c ^ 


积分得 


2.2.34 当一个正在收缩的星体收缩到它的 Schwarzschild 半径兄 以下时，它变成 

一 个黑洞，光和任何粒子都不能逃离它. 导出反 和它的质量 M 的关系. 

一个质量为 m 的粒子从星体逃逸所需的最小速率设为 t ;, 

1 o GMm 


= 0 


R 


1 GM 


R 


其中及是星体的半径. 

将粒子的逃逸速率 p 换成光在真空中的传播速度^所得的及即 为兄, 

/2GM R — 

c 一 N R s ， Ks — 

在 R = R S 时,任何粒子都不能逃离，及<尺时，光也不能逃离. 


2 GM 


2.3 质点的角动量定理和角动量守恒定律 


2. 3.1 一 质量为 m 的质点在光滑水平面上以速 
率％做半径为凡的圆周运动.该质点系在一根不可 
伸长的轻绳上，绳子又穿过该平面上的一个光滑小孔, 

如图 2. 69所示. 

a) 绳中的张力多大？ 

(2) 质点对小孔的角动量多大？ 

(3) 质点的动能多大？ 

(4) 若使绳中的张力逐渐地增大，最后使质点做 


图 2. 69 


半径为 f 札的圆周运动，质点最终的动能多大？ 

(5) 如果张力不是逐渐增大，上问的答案还对吗? 


(1) T = ^° 

(2) J = mv 0 Ro 
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(3) T =~rmvo 


(4) 质点对小孔的角动量守恒，设当半径为二私时质点的速率为 tn ， 动能为，则 


2 


= rnv 0 R 0 , 


v 1 = 2 v 


mv 1 


0 


(2 v 0 ) z = 2 mv 


2 


了 i = 


m 


o 


(5) 如果张力不是逐渐增大，不影响角动量守恒关系，因此当半径减小到 f 尺。时，％ 

= 2 w 仍然是对的,但张力不是逐渐增大，质点的径向速度分量不能忽略，则:^ = 没 
有计算径向速度分量对动能的贡献，因而是不正确的.如果“最终”意味着质点到小孔的距 
离不再变化(虽然在过程中不是“逐渐”），则 T , = 2 mvl 还是对的. 

一 质量为 m 的小孩坐在一秋千上，秋千的质量可以忽 

略，悬挂在一端固定的、长度为/的绳的另一端.小孩的父亲拉他的 

后背使绳子和铅直方向的夹角为 lrad , 然后以力 F ^ mg 沿圆周的 
切线方向推小孩直到绳子到达铅直位置放开该秋千.问孩子的父亲 
推秋千用了多少时间？在 ^<lrad 时可作近似 sin ^^^. 

用质点对固定点的角动量定理， 


3 


d 


-T- (ml 2 d) 


— mgl — mglsind 






6 +年 sin 夕 = 


K , 


图 2. 70 


t _ K. 


，用近似 sin ^^， 


令 


ay 


6 + oj 2 6 = — 


0) 


方程的通解为 


8 — — 1 + Acoscot + Bsinwt 


初始条件 d = 0 时 ，8=1，6 = 0,可得 


Q = — 1 + 2costttf 


当沒 = 0 时 fCOSCOti = 


7 t 


n 


t \ = 


w 


― ^ 质量为 W 的质点受到两个力的作用， = /Xr ) = 一 A tK A 〉0 ， 为常 

量） A 是质点的速度.若该质点初始时对原点的角动量为/。，求以后时刻它对原点的角动 


2. 3*3 


用质点对原点的角动量定理， 


dj 


r X ( F , + F 2 ) 


dt 






取 /。 的方向为2轴正向，用柱坐标，根据受力情况、初始条件可以判断，质点限在巧平面 
上运动，对原点的角动量总沿 Z 轴正方向， 


dJ 


A 


Ar 2 <p=- —J 


dt 


m 


满足初始条件 i =0, J = Jo 的解为 






m 


/ 总沿 j 。 的方向， 


j = 


m 


一 质量为 m 的粒子，在半顶角为 a 的锥体内表面无摩擦地滑动 

(1) 找出使该质点绕竖直轴做圆轨道运动在初始条件方面的要求； 

(2) 说明这种轨道运动是否稳定，何故？ 

(1) 用球坐标， 


2晕3 


mir —— r 0 2 —— T<p sin 2 ^) = F r 

在正圆锥内表面运动，故 6=0. 要求质点绕竖直轴做圆轨道运动，如圆轨道离锥体顶 
点距离“，则 r — l 0 fr = 0 , r =0,上式简化为 


( 1 ) 


—— mgcosa 




•2 


— ml 0 (p sin 2 a 


—— mucosa 




街水平方向. 


可见 p 应为常量，初速度 W = /osina 


9( 


Go <Pbsina ) 2 = gl 0 cosa 

v 2 0 = g/ 0 cosa 


即要求初速度是水平的， t ;。 满足上述关系，则粒子在离顶点“处做绕竖直轴的圆周运动 

(2) 考虑对 r = /。 的圆周运动给一个微扰， 


lo + 90 + ^9 


r 




代入 (1) 式，注意仍有 6 ^ aj $=0 


△r — (/ 0 + Ar)(fb + A ^) 2 sin 2 a =— geos a 

用 4 9 ^ sin 2 a =^ cosa ， 略去二级小量 Ar • △ p 及 (A 9O 2 项，得 




Ar — 2/ 0 ^ sin 2 a • A <p— %sin 


( 2 ) 


Ar = 0 


a 


因 • [ rX ( iV + mP ] = 0( 其中 iV 是锥面对粒子的支持力），粒子对竖直转轴的角动量守 
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2 <Po 


A < p — 


Ar 


(3) 


z 


0 


2 m 


3 m 


将式 (3) 代入式 (2)， 得 


d 2 


4m 


+ 3 灼 Sin 


△r = 0 


a 


m 


其通解为 Ar = Acos [( V^f 0 sina ) f +/3] 

△ r 始终为一小量， r 的变化在/。附近做小振动，说明粒 
子的圆周运动是稳定的. 


0 


5m 


y 


质量分别为 m 、2 w 、3 m 、4 w 、5 m 的五个质 

点，用八根长度均为/的轻质杆连成图 2. 71所示的锥 
体，以角速度 w 绕连接 4 m 与 5 m 的线转动.求锥体对 

o 点的角动量的 


3 


X 


图 2. 71 


方向的分量. 


工、： y、 之 


L ^1 ； 


表示.坐标分别为去 ，一 


2 m ， …五个质点的位矢依次用 


，/* 2 , 


m ， 


ii v^y 


1 冬， 、( o , o , o ) 


l ^2, 

A ， ^ 


+ 2 fc ) 


冬 （ 一 * H ~ 7 + A ：) ， 


=~(— l — 


= ^rd 


—(i + + ^/~ Zk ) ， 


厂4 = 


厂3 = 


^(1 + 7 + VT *) 


// 广4, 


5 


X ntiVi) = X mi(o) X r ( -)] 

1=1 t=l 


J 


2 m i — • r )] 

i.=i 

7 . i 5 . 

^ + TT 7 


+ 2 - \/~2 ~ kj 


— mwl 2 


音 , J z = 2 V^~ mcol 2 

有方向的直线 L , 其方向余弦为 /、 m 、 n ， 且通过点 ( a ，6， c ). 求在 a 平面上 
通过原点与 x 轴夹角为 a 、 与 y 轴夹角为 f — « 的单位矢量对有向直线 L 的矩. 

解这个单位矢量为 coscrf + sina /， 通过原点，它对点 （ fl ，6， c ) 的位矢为一 (^ + ^7 + 


J x = — mo ) l 2 , J y 


所以 




3 


ck) 


单位矢量对点 ( a ，6， c ) 的矩为 


M =— {ai + bj + ck) X ( cos^i + sinaj ) 


单位矢量对有向直线 1 的矩为 


M l = M • {li + mj + nk) 
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[— (ai + 67 + ck ) X (cosai + sinay )] * (// + mj + nk ) 




=Cel — an)sina + (bn —— cm)cosa 


2.3.7 (1) 如果加给 n 个质点的所有力的矢量和等于零， 

证明： 加给这《个质点的力矩之矢量和与计算它的参考点（矩 

心）无关； 


( 2 ) 如果 n 个质点的动量之矢量和等于零，证 明：这 〃个质 
点的角动量之矢量和与计算它的参考点(矩心)无关. 

证明 （ 1 ) 考虑加给; 2 个质点对任意点 0 的力矩点对 
原点 O 的位矢为石对 0 '点的位矢 r ; = —5&+ ZV ， 如图 


m 2 - 72 


2. 72所示. 


= X F { = 2( — OO ' + r ,) X 厂 

n n 

2 X F { + X 厂 

r = 1 i = l 

n 

o5 ( X ^Fi + Mo = M 

r = l 


Af 


o 




o 


对任意点的力矩都等于对原点的力矩. 

( 2 ) 将 ( 1 ) 的证明中的 K 改成 


， Mcv 改成/(^，即能得到 

一 个质点在重力作用下，沿一个对竖直轴对称的光滑旋转面上运动.用柱坐 

标表示的该旋转面的方程为 p = f ( z ). 如质点在高度 A 处，速度是水平的、大小为 W ， 在 

高度 A 处，速度再次是水平的、大小为求％、〃 2 ,把它们写成 

用机械能守恒和对 Z 轴的角动量守恒， 


miVi 


3 


a 


的函数 


之1、之2 


~ mv \ + mgz l = —+ ^ g z 2 


( 1 ) 


mpiVi = mp 2 v 2 

— mf ( z 2 ) v 2 


( 2 ) 


即 


/ Oi ) 

f ( z 2 ) 


(3) 


幻 1 


v 2 = 


将式 (3) 代入式 (1) ，得 


9 2gf 2 (z 2 )( < z l — z 2 ) 

2 _ 2g/ 2 (g 1 )(g 1 - z 2 ) 

2 ~ rcz,) - rcz 2 ) 

一个原长为 a 、 弹性模量为; l 的弹性绳一端固定在一个光滑水平面上的固定 
点 O , 另一端系一个质量为 m 的质点，原先在平面上处于静止，突然给质点施加一个大小 
为 I 方向垂直于绳的速度，以后运动中，绳被拉伸到最大长度 3 a . 求质点的初速度 


3 


V 


X 


弹性绳的劲度系数=弹性模量/原长，即 k ^- 


a 
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禱 


设绳被拉伸到最大长度时，质点的速度为方向与绳垂直，由机械能守恒和对 o 点 
的角动量守恒* 


1 A 


-L 2 1 

irrnvi + 


— (3a — a) 


~mv 




a 


3av\ 


— av 


9 ^a 


可解出 


z ^ = 


2 m 


3. 10 质量为 m 、 带电量为 e 的点电荷，在强度为 g 的磁单极子场中运动，磁单极 


子可以看成无限重、位于原点，点电荷受磁单极子的作用力为一私$，不计 重力. 


(1) 证明动能 T = —m r • / •是 运动积分; 


(2) 证明是运动积分，其中/ = r Xm r ； 

r 

(3) 利用上述 L 是运动积分，证明这个带电粒子的运动轨道在一个半顶角为 a 的圆 

锥面上, L 是该圆锥的对称轴，《满足 

提示 :考虑 !*•[. 


1 E _ 


OSG = 


L 


rXr 

一 . . r.T w .t ■ 

一 3 


证明 （ 1) m r = 


6 T 


r — r % m r 


,m ~m r • r = m r 

6t\ 2 


T: 


(rX r ) 


I r .x t\ 

\ — ge - ~ — = — ge 


Q 


r 


上式积分，了 = • >0 =常量 

dL d 


( 2 ) 




r X m r + 








ck d 广 


d 


r + e ^ dt ~ 


rX m r + r X 




r 


rX r 


— ge 


eg 


r 


(r • r ) — r(r • r ) 


+ eg — — 


二一 ge 


a 


r 


+ 叹 


= 0 


=—ge 


3 


r 


r 


r 


其中用了 AX ( BXC )= BX(A • C )— CX 04 


) 




1 dr ^ 

2 dt 2 


f(r • r + r * r ) = y ^(r * r ) 






r — 


L = /+^ + =常矢量. 


所以 




( 1 ) 


L = r - J + 


(3) 


= egr 


r 
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其中用了 r • J^r * (rXm f ) = 0. 

设 r 、 L 的夹角为 a ， 如图 2 , 73 所示， 

r • L = r |L \cosa 


L 


( 2 ) 


将式 a ) 代入式 ( 2 )， 




cosa = 


果=常量 


o 


a = arccos 




由图可见，点电荷的运动轨道在 l 为对称轴、半顶角为 

j 的圆锥面上 • 


2.73 




= arccos 


i^i 


所示，分别带正、负电，使其间电场 


两个同轴的长半圆筒，其截面如图 
{ k 为常量） ，一 质量为 

垂直半径方向的速度 p 进入两极之间，如图 2 * 


2.74 


3 - 11 




带电一 g ( g >0) 的粒子，从左方以垂直半圆筒的轴和 

所示.粒子将在图平面内运动. 


k 


m 


为 E = 


— e 


r ， 


74 




一 q 


图 2,74 

如果粒子在两极间沿圆轨道运动，其轨道半径 ^ _ 

假定粒子进入场区时，离轴的距离 r 与速度 v 的大小均与 (1) 中相同向 

偏离-个小鮮新轨道与⑴中的轨道将再次相交于 p 点，尸点的位置与沒无关，求出 p 

与的位置(粒子进入场区时仍没有轴向的分速度，仍在图平面内运动) 

、 电场改为平行于半圆筒轴的均匀磁场，粒子沿圆轨道运动，轨道半径 

用平面极坐标，原点取在粒子运动平面(图平面)与两半圆筒的轴的交点. 

~qK~ 

I = <ih 

m 

可见，只魏麵肚畑絲 ，航麟 人綱■鮮径额額酬^^ 

(2) 对于有卩鋪細新轨道，粒子进人祕后 ，由 龍守節龍点的角动 


多大? 


( 1 ) 


( 2 ) 


多 


(3) 如果把 


大? 


qh. 


V 


m 一 


( 1 ) 


v 


量守 


恒， 
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2 


2 


—m(r 2 + r 2 穸 ）+ ^ln ——= 


(1) 


V 


r 0 


其中必 In &是带电粒子的电势能，取 


处为势能零点. 

( — q) ~dr = qk\n ~ 


r = r 0 


r 0 


V(r) 






厂 0 


r 0 


(p= mr O vcosl3 ^ mr 0 v 


( 2 ) 


mr 


(/? 很小， cos /3々 l — 7/? 2 + …，略去二级及二级以上小量， cos /?々 l ). 


= r 0 + 


r 0 v 


v 


(p^=L 


8r 


r 0 


1 


厂 o 


Sr 


-4 


dr 


dr 


v 


V 


1 — 4 二 + 10 二 


cp = 




厂 0 


r 0 


r 0 


r 0 




ln l 1 + 7：J 


1 Sr 


Sr 


In — = 


r 0 


厂 0 


厂 0 


在写 f 、 lnl 的近似式时均保留到二级小量，因为将它们代入到式 (1) 中时，一级小童项为 


r 0 


零 


代入式 (1), 整理后得 

1 / dSr 


qk mv z 


mv 2 q^ \ ,js n2 , 

— U ⑽ + 


Sr = Q 


~m 


cU 


rl 


r 0 


r 0 


用上问得到关系，上式简化为 

1 ( ddr 

2 \ dt 


V 


(dr) 2 = 0 


r 0 


两边对 z 求导， 


d 2 dr 


v 


dr = 0 


ck 2 


厂 o 




v 


其解为 


^ r=Asin 


i+a 


ro 


d 


( 0 ) = t ; sin /? ， 或 ^ = 0 时， <5 V = 0 ，石 <5 r = vsin^ 定出 a = 0 f A = 


由初始 条件: r (0) = 


r 0 , r 


r 0 


sin 夕, 


vT 




dr = —7==: sin /3 sin 

V2 


v 


r 0 


当心 =0 时，新轨道与 (1) 问的圆周轨道相交.交于 P 点的时间£由下式给出 


VT 


n r 0 


v 


VY 


r 0 


v 


下面求尸点的位置，需求出 9 
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_ 


-2 


dr 


dr 


r 0 v 


v 


V 


1 


1 — 2 — 




2 


r 0 


r 0 


r 0 


厂 0 


1 — V^sin/Jsinf 

- \ r 0 1 • 


v 






r 0 


积分上式，注意 ？ = 0 时 <P=0, 


^2 


V 


V 


<p = — t + sin /? 


- 1 


cos 


厂 0 


r Q 


P 点的角位置为 


TV 


r 0 


7T 


V 


2 sin /? ^ 


f (尸) 






^2 


厂 0 


V 


7t 


基本上与 /? 无关 . P 点的位置为 1 ^ 

(3) 如用平行于半圆筒轴的均匀磁场代替电场，均匀磁场 B 的方向必须垂直图平面 




向下， 


V 


= qvB 


圆轨道的半径将为 


v 


qB 


这个半径 r 不一定是 （1) 问中以原点为圆心的.要和 （1) 问一样以原点为圆心，则 m 
和 b 和进入场区时的 r 必须满足上述关系. 

2.3.12 证明: 在两个质量为 


v、q 


的质点按库仑定律相互作用的问题中，矢量 L = 
VX / + @ 是运动积分，其中 V 是相对速度， r 是相对位矢 , J = MrXVO 是与相对运动相联 


m x ^ m z 


m 1 m 2 

rrt x -\- 


系的角动量， a 是库仑定律中的常系数#= 

提示 :要考 虑质点2相对于质点1的运动 


证明 其中 r = r 2 — ri , 

nti r 1 = — /( r ) 

m x m 1 { jr z — rO — ( m l + w 2 )/( r ) 


a 


/x r = /( r ) = ~r 


mim 2 


其中 


ju — 


+ 772 


m 


d 


T：(V X J ) = VX J + V X J 


dt 


J = M(rXV) 

J = /^(rX V ) + J^(r X V )= 户 (V X V ) + /^r X 


a 


=r X ~^r = 0 


r 
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d 


X J )= VX J = r X "O X r ) 


a 


a 


[(r • r)r - r 2 3 r ] 


r X X r )= 




1 d 


1 dr 2 


因为 


(r * r ) 




n = 


r r 


2 di 


d 


a 


所以 


( VX /) = —(r rr~r 2 r ) 






— <2 




2 


r 


r 


d 


_ 

r 


VX 7 + — 


― a 


/* ~~ 0 




= — a 


dt 


2 


r 


r 


r 


vx</ +^= 常矢量 

2.3.13 —宇宙飞船围绕质量为 M 的恒星作半径为 
的圆周运动，宇宙飞船的火箭可以迅速点燃，使飞船速 
度瞬时改变 △〃, 点燃的方位用飞船的速度 v 和 At ; 之间的 
夹角来说明，如图 2. 75所示，为了保存燃料,在连续 W 次 

发射中，希望 At ; 


t ； 


r 0 


Av 


图 2. 75 


N 


2 丨厶。 

1=1 

a) 假如我们要利用飞船的火箭逃离这个恒星，且只点燃一次，需要的最小的比冲量 
多大？在什么方位点燃？ 


,|减至最小，称为比冲量. 


(2) 假如我们要在半径为 nOr 。) 的圆轨道上视察一颗行星，让火箭再次点燃，达到 
该行星轨道所需的最小比冲量多大？ 

(3) 假如我们要用飞船的火箭使它撞上恒星(假定恒星的半径可以忽略），对下列两 

种点火策略计算最小比冲量： （ a ) 在0=180°—次迅速 点燃； （ b ) 在6>=0。一次快速点燃，然 

后在晚些时候在0=180°第二次点燃，为使总的比冲量最小，选择第二次点火的时间和每 
次突发的强度. 


(1) 设％是飞船作半径为 r 。 的圆周运动时的速率， loe 是从这轨道逃离的速度， 


则 


GMm 


GMm 


mv 


o 


= 0 


7細 o e — 




厂 0 


0 


GM 


2GM 


得 


v 0 = 


Voe = 


r 0 


厂 o 


因为 


z^oe —IA p Icos^sro+AT^cosS 


t^Qe — t^O 
COS^ 


△V = 


当 f 时，所需的比冲量 At ； 最小， 


幽 (vT — l ) 


AV =〜 


~ ^0 = 


0 


(2) 在第一次点燃后，飞船从围绕恒星的圆轨道沿抛物线轨道逃离，当飞船到达该行 
星的圆轨道 r = n 时，再次迅速点燃，如图 2. 76所示. 
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« 


p 


r\ 


^Oe 


9 


ro 




2. 76 


飞船沿半径为 A 的圆轨道运动时，应有速率 


GM 


v 


广 1 


设 W 为飞船到达 r = n 第二次引爆前的速率.由角动量守恒， 


r 0 


或 


v u cos<p = — v 0 


Voer 0 = v u r x cos<p 


由机械能守恒，有 


GMm 


GMm 


-^rnv 2 le — 


— 0 




广 0 


2 GM 


幻 1 


ri 


所需的最小比冲量为 


At ； = I T ；1 — Vie I 

(△ 汐 ) 2 = 一 2t^ e t^cos 沪 


2 GM / GM 


2 GM , GM 


£o 


r 0 




r x 


ri 


GM 


2 r 0 


3-2 


厂 i 




GM 


2 r 


所以 




ri 


ri 


(3) 分别考虑两种点火策略. 

( a ) 在0=180°—次点燃，因飞船原作 
有角动量为零时才能到达 r =0, 撞上恒星，因此必须使飞船的速率 t / = 0, 


的圆轨道运动，恒星的半径又可忽略，只 


r = r 0 


v f = t ; 0 + At ; cosl 80° = 0 


GM 


Av = v 


r 0 
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_ 


2GM 


(b) 如第一次在0=0°方位引爆使飞船获得逃逸速度 


，即 


= ^0e — ^0 = 


t；Oe = 


厂 0 


(V^ — 1), 它能从轨道逃逸.由机械能守恒，飞船的速率 t 与它离恒星的距离 r 有 


下列关系 


? GMm 八 
—-= 0 


GMm 


n 


，t；— 0时在 (9=180° 方位第二次点燃，使 


为使第二次点燃的尽可能小，显然，当 
飞船朝恒星转向，所需的〜0,总的比冲量为 


GM 


— l) 


Av ^ Avi = 


r Q 


下面说明这样的比冲量是最小的. 
假定第一次在0=0°方位的发射 


At；! < T；oe — ^0 


则飞船将沿椭圆轨道运动，为了使第二次在0=180°的点燃最小，根据角动量守恒定 

律应在飞船抵达远星点(此时速率最小)进行第二次点燃. 

在第一次点燃后，由机械能守恒和角动量守恒，设〜是在近星点或远星点飞船的速 


率 


GMm 


GMm = 士 讲 (。 0 + — 


mvz 


r 0 


r 2 


mr 2 v 2 = mr 0 (v Q + 


两式中消去 r 2 ，可得 


2GM 


2GM 

r 0 (v 0 4 - △%) 


— O 0 + At；!) 2 = 0 


v 2 + 


r 0 


GM 

厂 oOo + At^)"^ Lr 0 O 0 + 厶 ％) 


GM 


— ( v 0 -\-^ v x ) 


解得 


士 


v 2 = 


c Vo ^y>^ GM 




因 


V 0 ( 幻 0 + AiO 


r 0 


在远星点 ，取％ 的较小的解， 


GM 

(v 0 + At；!) r 0 {v 0 4 - △%) 

2GM 

r 0 {v 0 + △矽 i) 

第二次在0=180。方位点燃的结果必须使飞船的速率等于零，才能落向恒星， 

v z + △z ； 2 cosl80。 = 0 

2GM 

(v Q + Ar; x ) 


GM 


—(I 。 + △幻 l) 


v 2 = 


_ (叫 + At ； i) 


— (^0 + 加1) 


Av 


= t ； 2 = 


总的比冲量 


2GM 

r 0 ( v 0 + 


= At；! + At; 2 — 


— 汐 0 
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下面证明 


2GM 

r 0 O 0 + Ax ^) 


Voe — V 0 <^ 


因 


Av\<Cv 

2GM 

r 0 O 0 + " r Q Cv 0 + t^oe — ^o) 


Oe 一 幻 0 


2GM 


2GM 


> 


^O^Oe 


V 0 ^ 


2GM 

r 0 ( t ；0 + ^ i ) 


故 


Voe 一 V 0 < 


因此，为使总比冲量最小，第一次引爆的强度应为 Arz ^/^^ VT — I )， 然后经无 

V r 0 

限长时间后进行 At ； 2 ^0 的第二次引爆. 

补充说明： （2) 问的回答未对比冲量是否最小的问题加以论证，这里补充说明一下.显 
然，飞船在沿抛物线运行途中不是在到达 r = r x 时再次点燃火箭，而是在此之前或之后点 
燃，使之达 r = n 后又一次点燃，使飞船的运动轨道变成半径为 n 的圆轨道都不可能有更 
小的总比 冲量. 可以一比的是当沿抛物线轨道，在 r — oo ， t ；—0 时，给一个〜0的比冲 
量，使之落向恒星，在 r = r x 时再给△%，使它获得在 r = r x 做圆周运动的速度.这 


GM 


f c r 0 


的，因由机械能守恒知，从无穷远落到 


也是大于 

r l € ， 但它与％的夹角为90%我们用的方案^<90°，因而我们用的比冲量小. 


处的速率也是 


r =厂 1 




ri 


2. 4碰 撞 


一 质量为 m 的子弹射入置于光滑水平面上质量为 M 并与劲度系数为々的轻 
弹簧连着的木块后使弹赞最大压缩了 I ，求子弹射入前的速度 


2 


2. 77 


解 子弹射入木块到相对木块静止的过程是一个完全非弹性碰撞，时间极短，木块获 
得了速度，尚未位移，因而弹簧尚未压缩.此时木块和子弹有共同的速度％，由动量守恒， 

(m + M)vi = 

此后，弹簧开始压缩，直到最大压缩，由机械能守恒， 


—(m + M)v\ = ~kL 


2 


由两式消去 a , 解 出&得 


L 


Vo 
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華 


2 . 4.2 质量为 m 、 速度为 p 的子弹射向质 
量为 M 的靶，靶中开有一孔，孔内装了一个劲度 
系数为々的弹簧，如图 2. 78所示.靶在初始时刻 
处于静止状态，能在无摩擦的水平面上滑动.求 
子弹射入耙后弹簧的最大压缩距离仏. 

整个过程机械能都是守恒的，弹簧最大压缩时，子弹和耙有相同的速度,整个过 
程, m 、 M 系统动量也是守恒的.设弹簧最大压缩时，子弹和靶的相同速度为 V ，则 

(m + M)V 


图 2* 78 






士 mV 2 + -j-MV 2 + 七 kiHxY 


消去两式中的 V ，解得 


M 




Lx — 


kim + M ) 

3 一辆质量为 m 的车以速度 t ； 驶向另一辆原来静止的质量为 3 m 的车，在两车 


正碰时弹簧被压缩，如图2, 79所示 


图 2. 79 


(1) 若机械能是守恒的，那么在弹簧压缩最大的瞬间，质量为 3 m 的那辆车的速度多 


大？ 


(2) 若机械能不守恒的话，结果是否不一样？ 

(3) 若机械能守恒，经过较长的一段时间后，较重的车的末速度多大？ 

(4) 对于完全非弹性碰撞的情形，较重的车的末速度多大？ 

解 （1) 弹簧处于最大压缩时，两车的速度相同，设为 V ，由两车的总动量守恒，有 

(m + 3m)V 


故重车的速度 V 

(2) 若机械能不守恒，上述结果不变，因为两车的总动量仍然守恒 

(3) 由机械能守恒和动量守恒， 


4 


1 + —(3 w ) t ；2 




mv 1 + 3mv z = mv 


其中分别是轻、重两车的末速度，均规定向右为正.可求出 


^2 = 


Vi =— 


(4) 若碰撞是完全非弹性的，两车有相同的末速度，由动量守恒，末速度为 


4 
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m 


v = 


+ M 


m 


此时，质点、物体和弹簧系统具有的动能为 


T = — (m M)v 2 = 




m 


取弹簧为原长时弹簧势能为零，物体在此位置时重力势能为零，则碰撞后系统的势能为 


^ -- ^rM(2m + M)g 2 


V = 检 


—(m + M)g 


k 


2k 


k 


2 


系统具有的机械能为 


—M(2m + M)g 


E = T + V 






+ M 2k 


m 


由机械能守恒， 


弹簧最大压缩或最大伸长时，系统动能为零.设最大压缩量为 


工 max ， 


TT 是工 Lx — (m + M)gx max = E 


P~T-^J ： Lx — (m+M)^Xma 


- 777'M ( 2th ~h Af) g 


= 0 


w + A / 


— M(2m + M)g 2 


+ M)V + 


X 


(w + M)g f 


{m 


+ M 


m 


2kh 


Cm -t- M)g + g a /1 + 


k 


(m + M)g 


2kh 


无意义，首先它不是所要求的 


另一个方程的根十 


x 


f M ) 篡 


m 贫欠/ 




k 




因为 :r = f ( m + M 清是平 衡位置时的压缩量，最大压缩自然比它大，另一个根比 它小; 还 

要指出的是，另一个根也与弹簧最大伸长量毫无关系，最大伸长量满足的代数方程与最大 
压缩量满足的方程不同，它们一次方项的系数的正负号相反. 

弹簧对地面的最大压力为 


2kh 


(m + M)g + mg a / 1 + 


kx 




(m + M)g 

质量为 M 的车上装有一根杆，用一细绳将质量为 ^ 的球挂在杆上 P 点， 


max 


车和球的初速度为 W 这辆车撞到另一辆质量为 m 的原来静止的车上并且和它粘在一起. 


m 


若细绳的长度为尺，试证明能使球绕 p 点转圆圈的最小初速度为 




图 2.82 
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略摩擦并假定 M 、 m》p 

证明两车相撞后的速度为 


M 


M + m 


在静止的车上一个质量为"的小球要绕 P 点做半 径为穴 的圆周运动所需的最小水 
平速度设为％,小球到达最高点时的速率设为 


幻 mi 


pv\ = ^r/^olnn + ^g(2R) , 


2 


= Mg 


=V 5Rg 

今在以速度 z / 运动的车上，小球相对此车的最小水平速度为小球刚能绕 P 点做 
圆周运动，小球要在对静参考系的速度 D 在两车碰撞后能刚好绕尸点做圆周运动，则应 


解出 


有 


1 = wSRg 

v = ^/^Rg 


M 


M + 


+ M 


^JhRg 


7 一弹子球从阶梯上弹下，在每一台阶都落在同 
一位置，都弹起相同的高度，每个台阶的高度和宽度相等为 
/,每次碰撞恢复系数为&求弹子球所必需的水平速度％和 
每次弹起的高度 H . 

设 f 为水平向左的单位矢量，为竖直向下的单位 
矢量.由于水平方向不受力，弹子球水平方向的速度分量保 
持不变. 


2 


园 


设弹子落到台阶上时的速度为 


图 2* 83 


从台阶上弹起时的速度为 


v 2 = v h i 4 - Vfj 


从台阶上弹起到落到下一个台阶上，机械能守恒，设弹子球质量为 


+ mgl 


或 


( 1 ) 


由恢复系数的定义， 


(2) 


V/ — —— evi 
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从弹起到落到下一个台阶上所需的时间为~在此期间，水平方向运动的距离为台阶 
的宽度/，可写出下列两个式子： 


(3) 


(4) 


由式（1)、（2)、（3)、（4)可解出 


Ek 


1 


2 


对弹起到达到每次弹起的最大高度的过程考虑机械能守恒， 




2 

vf 


得 


2g 2g 

一 质量为 m 、 荷电为 9 、初速为 r 的粒子，和另一个处于静止的全同粒子发生 


1 


2.4 


正碰，求 


(1) 两个粒子最接近时的 距离； 

(2) 最接近的瞬时两个粒子的 速度； 

(3) 两个粒子的末速度. 

解 两个粒子实际上并没有相遇，但由于相互作用，两个粒子的速度发生变化，可以 
视为发生了碰撞.碰撞前后，两粒子的速度都在同一直线上，故为正碰;碰撞过程中，只有 
静电势能和动能之间的相互转化，可认为碰撞是弹性的. 

两粒子最接近时，相对速度为零，在静参考系中具有相同的速度，设此速度为,由 
动量守恒， 


2mv f 


没有给出运动粒子与静止粒子开始时的距离，说明具有初速 t 的粒子距静止粒子足 
够远，可视为无穷远，相互间开始无库仑力作用.由弹性碰撞，即动能和静电场能之和为恒 
量，达到最近距离时， 


+ "7T 


A7te 0 r 


即得两粒子间的最近距离 


代入 t / 


7re 0 mv 


达到最近距离时，两粒子相互作用是斥力，其大小达到最大，作用的结果，原运动的粒 
子速度继续减小，原静止的粒子速度继续增大，根据对称性可以作出 结论: 两个全同粒子 
作弹性正碰的结果是最终交换速度，即原运动的粒子的末速度 W = = 原静止的粒子 

的末速度 巧 = 〜 脚标1、2分别标记原运动和原静止的粒子,表示原运动粒子的初 

速度， W 表示它的末速度. 

9 小球 1 从离碗底高 A 处静止滑下，与静置于碗底的完全相同的小球 2 发生非 


2 . 


_ 
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癱 


弹性碰撞，若恢复系数为^求第一次碰撞后两球达到的高度(忽略一切摩擦力) 

碰撞后两球的速度设为 


，由动量 


球1与球2碰撞前的速度为 


V\^V 2 


Vio = 


守恒， 


( 1 ) 


*^1 ^2 = ^10 


由恢复系数的定义， 


^2 — ^1 
幻 10 一 0 


€ 


V 2 gh 


( 2 ) 


V 2 — V X = € 


由式(1)、（2)解得 


= 


(1 + e ) V 2 gh 


^2 = TT 


对球1、球2碰撞后分别用机械能守恒，可得第一次碰撞后两球能达到的高度 • 


v \ 


—(1 - eYh 


mgh Y = — mv\ y h x 








2 g 


4 




(1 + e) 2 h 


2 


h 2 


mgh 


= : 腳 2, 








2 


2 g 


4 


质量为叫和 m 2 的两个小球悬挂在长度分别为 6 和 0 的不可伸长的轻绳 
下，两球恰好相切.在两线所在的平面内把第一个小球拉到与铅垂线成《角的位置，静止 
后再放开，摆下与静止的第二个球发生弹性碰撞•求第一次碰撞后两球偏离铅垂线的最大 


2 4 . 10 


角度 A 和 


先求第一个球碰撞前的速度 


以10, 


niigliil — cosa ) 




2 gl\il — cosa ) 

分别为两球碰撞后的速度，沿的方向为正向， 


^10 = 


设 


、以 2 


m l v l + m 2 v 2 


= 


1 


m z V 2 = 1巧 o 




可解出 


m l — m 2 

m l + rn z 


v x = v l0 及 ％ = 


t^io 


前者是碰撞前的速度，后者是碰撞后的速度，应取后者 • 故 


m l — m 2 

m x + m z 


^10 


= 


2 m x 


mi 


V ,) 


(v 


VlQ 


V 2 = 






10 


m x + m 


m 2 


w lgA(l — cosq) 


:叫巧 = 
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m t v\ = m 2 gl 2 (l — cosa 2 ) 


经计算可得第一次碰撞后两球偏离铅垂线的角度^和为 


— m 2 
十 m 2 

^m\li 


(1 — cosa) 


= arccos 1 — 


(1 — cosa) 


a 2 = arccos 1 — 


的正向规定与 《 相反. 

2 . 4 . 11 —个运动粒子与另一个静止的全同粒子发生弹性碰撞，试证明 ：碰后 两粒子 
的运动方向相互垂直. 

证明 取碰撞时两粒子连心线方向为工轴.设运动粒子 
碰撞前速度％。与工轴的夹角为 a . 

考虑到两粒子质量相同，由动量守恒和弹性碰撞机械能 1 
守恒，有下列关系： 




( 1 ) 


V\X + v z jc = v^cosa 

+ v 2 y = v i0 sina 


( 2 ) 


(^L + 4) + T (^L + v 2 2y ) = — 


(3) 


图 2.84 


式 （1) 的平方 + 式 (2) 的平方 一 式 (3) X 2，得 


2 iv u v 2x 4- v ly v 2y ^) = 0 


0 即 ％丄％ 

结果与运动粒子的初速度％。无关，如果两粒子间有摩擦力，式 （2) 照样成立，因此在 
式 （3) 可近似成立的前提下可不必要求两粒子(或两球)是光滑的.需特别说明的是，当 a 
= 0时，发生正碰，碰后，运动粒子静止,原静止的粒子获得运动粒子的速度，因式 (4 ) Vl • 


(4) 


v 


Vi 


0( 不论摩擦 


t ; 2 = 0 仍成立，可视为互相垂直的一种特殊情况，同样当 

因数是否为零，因无正压力，摩擦力均为零），也是可视为互相垂直的特殊情况. 

两个完全相同的光滑小球 ，一 个静止，另一个以 W 的速度与之发生非弹性 


时， 


Vi=Vio^V 2 = 




未1 


碰撞肩得原静止的小球以号^。的速率向着偏离 W 方向60°的方向运动,求 


) 恢复系数^ 


(2) 原来运动的小球的散射角 


取被碰撞小球碰撞后的运动方向为 x 轴， 
如图 2. 85 所示. 碰撞后，原静止的小球的速度 


^0 


y 


2 


= 0 


V 2 


60 


因 J 方向 


原运动的小球碰撞后的速度设为 
两球无相互作用力， t ^ = z ； osin 60°. 由： r 方向动量守 




^1 


恒， 


图 85 
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Vix + v lx = v x ^v 0 cosGO 


= 了 。0 


= — v 0 — — ^0 = -^-^0 


^2x — V\, 

%0 尤 — 0 


e 


原运动的小球(即小球 1) 的散射角0为％与 i 轴的夹角与60°的差的绝对值， 




6 = 


- 60° = 21. 8 


arctan 


Vi 


13 一个质量为以 th 。 的速度运动的粒子1，与一个质量为讲2的静止粒子2 

发生弹性斜碰撞，碰撞后，在质心平动参考系中，粒子1的散射角为试证:在实验室参 
考系中两粒子的速度与％。的夹角满足下列 关系： 


m 2 sma c 

m x + m 2 cosa c ’ 


sina c 

1 — cosa c 


tan/3 = 


tana — 


mi 


证明质心速度 
在质心平动参考系中，两粒子碰撞前的速度分别为 


Vc = 


Vio 


m 1 + m 2 




^10c = ^10 — 汐 


Vio 


mi + m 2 


m x 


0 — v c ——— 


^20c 


V l0 




m x + m 2 


两粒子碰撞后的速度设为，总动量为零, 


讲 1 Ulc + ^2 ^2c = 0 


W lc ：、 t ；2(： 方向相反，其大小有下列关系 


nti 


( 1 ) 


^2c = 


- V 


m 2 


因弹性碰撞，机械能守恒， 


+ Trm 2 ^|c = TT^^ioc + ^T^2^20c 


2 


rrt z 


m x 


( 2 ) 


+ 了饥 2 


—m 


^10 


幻 10 


m } + m 2 


m } + m 2 


m 1 m 2 

2 nti + m 2 


Vio 


由式 (1)、（2) 两式解出 




Vi 


m 


m 2 


^10 


^lc = 


^10 1 ^2c = 


m 1 + m 2 


m x + m 2 


v 


在实验室参考系中，碰撞后两粒子的速度分别为 A = 
Vic + t ^， t ；2= wh %， 如图 2. 86所示，注意 v e 与 Vi 。 方向相 
同.因此，图中 Vi 与 T ；。 的夹角为 1>1 与1^1。的夹角 a ， v 2 与 
的夹 角为％ 与 A 。 的夹角 /?. 由图立即可得 


10 


P 


V 


V 2C 


V 2 


图 2.86 
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春 


u lc sina c 


m 2 sma c 

m x + m 2 cosa c 


+ ^ lc cosa c 


v Zc sma c 

v c — v 2c cosa c 


sma c 

1 — cosa c 


tan/?= 


2. 4. 14 —质量为 m 的质子以 t ； o ( t ^《 c ) 的速度去撞击静止的质量为 4 m 的氦核，用 


实验室参考系，质子 以士〜 的速率和 30° 的角度散射. 


T ^ 0 


质子 


求 


30 


(1) 用实验室参考系，撞击后氦核的速率及运动 


方向; 


(2) 用质心平动参考系，质子的散射速度. 


y 


(1) 取 w 的方向为工轴正向，质子和氦核碰 


撞后的速度如图 2. 87 所示 


图 2* 87 


由动量守恒， 


~v 0 cos30° + imv 


mv 0 = m 


2x 


( — 士 Posin30' + 


Amv 


0 = tn 


2 y 


得 


= 0. 142 幻 


v 


幻 2 


0 


0 


4 


^2y := c *Vq = ()• 0625。 

Id 


0 


+ v\ y = 0. 155t^ 


V t = -SJVI 


0 




= 23. 8 


a = arctan 


^2 


(2) (m + 4m)^ c 


mvo^ v c = irvo 




+ —t ； 0 sin30 


—v q cos30° — ~v 0 


= 0. 3A2v 




0 


与: T 轴的夹角（向一 y 轴的转角）为 


耵 1 


—t; 0 sm30 


2 


/? 


= 47.0 


arctan 




—t ； 0 COS30° — —T；0 






第三章振动和波 


3.1 简谐振动 


一平台在竖直方向做简谐振动，振幅为 5 cm ， 频率为 gs - 1 ， 在平台到达最低 


点时，将一木块轻轻地放在平台上(设木块质量远小于平台质量 .问： 

(1) 木块于何处离开平台？ 

(2) 木块能达到的高度比平台能达到的高度高多少？ 

解取1轴向上为正，原点取在平衡位置.平台到达最低点时开始计时，则平台的运 


动学方程为 


10 


t = — 5 cos 20/ 


x = — 5 cos 2江 


木块离开平台的条件是平台对它的支持力为零，它只受重力作用，故脱离平台时，平 
台的加速度 


_ g 

~ 100 sin 20 f ， i = 2000 cos 20^ 


设 r = h 时工 =— 茗， 贝！] 


2000 cos 20/! = 一 貧二一 980 


此时木块和平台的位置为 


(- 5)( - 980) 

2000 

木块离开平台的位置在平台做简谐振动的平衡位置上方 2. 45 cm (不难从此后木块和平台 
的加速度分析，平台的遝度将小于木块的速度，确认木块在此位置脱离平台）. 

离开平台时木块的速度为 


工 ' 亡 i5cos 20t| 二 


= 2. 45 cm 


= 100 sin 20^ = 87. 2 cm/s 


木块能达到的最高点的 x 坐标为 


[i ⑹] 2 


= 2,45 + 


= 6- 33 cm 


2 g 


比平台能达到的高度高 6. 33 — 5=1. 33 cm . 


图 3. 1中质量为 2 kg 的物体从平衡位 
置拉开并释放后以 fs 的周期在光滑的水平面上 


3 . 1 


沿直线振动 

(1) 将它由平衡位置拉开 2 cm 需要多大作 


9 


图 3-1 
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■ 


用力？ 


(2) 如果将一小质量块放在 2 kg 质量块上，它们之间的静摩擦因数为 0. 1，问 ：2 kg 物 

体的振动振幅不超过何值时，小质量块对它无相对运动？（假定附加小质量块后对振动周 
期的影响可以忽略） 


2汀 


7t 


-1 


( 1 ) 


T=—s,co=^ = Us 


T 


k = mw 2 = 2 X (12) 2 = 288 kg 

F = ^ r =288 X 0. 02 = 5* 76 N 

(2) 设小质量块对 2 kg 质量块无相对运动， 2 kg 质量块振动的最大振幅为3， 

= Acos 诚 

要求小物块随 2 kg 物块振动中的最大加速度值不超过最大静摩擦力所能产生的加速度， 


一 2 


S 


至少需力 


X 


Aco 2 < jug 


X 




max 


3- 13 在劲度系数为 A 的弹簧下悬挂一质量为 m 的盘子，处于静止 状态. 有一质 
量也为 w 的物体，自比原静止的盘子高 A 处由静止落下，与盘子做完全弹性碰撞(碰撞时 

机械能不损失），求： 

(1) 头两次碰撞期间盘子的 运动； 

(2) 用作图法求第三次碰撞的时间(取第一次碰撞时£=0). 

(1) 第一次碰撞刚要发生时，物体速度为设第一次碰撞后，物体速度为 
盘子速度为 V ,有 


= 6. 81 X 10 _3 m 


A 


v 9 


+ mV = 


mv 


m 


音 29h) 2 = mgh 

这是碰撞前的情况，不是要求的解；另一组解是所 


—mv 2 + —mV 2 — 


2 


可有两 组解: 一组解 F = 0 
求的碰撞后的 情况： 


jV = 


V = V 2gh，v = 0 

盘子在第一次碰撞后、第二次碰撞前做简谐振动，取平衡位置为 工 轴的零点，向下为 
正，运动微分方程为 


— kx 


mx — 


k 


通解为 


Acos 


x 




- 


m 


初始条件 = 0 时 = 定出 


2mgh 


n 


A = 


a 


2m gh 


k 


7 t 


COS 


X 


k 


m 
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sin 


(2) 作图时，注意盘子做简谐振动，周期不变，但第二次碰撞后做的简谐振动和第一 
次碰撞后做的简谐振动振幅不同、初相位不同物体做抛物运动，加速 度为^ 仍取: r 轴向 
下为正），物体在第一次碰撞后和第二次碰撞后的运动轨道均为抛 物线; 均向上弯曲，可将 
第一次碰撞后画的抛物线轨道向右作平移.由于物体和盘子质量相同且做弹性碰撞，碰 
撞后交换速度.因此在第二次碰撞的位置，碰撞后盘子的正弦曲线轨道应与碰撞前物体 
的抛物线轨道相切，碰撞后物体的抛物线轨道应与碰撞前盘子的正弦曲线轨道相切，如图 
3. 2所示.这样可从图上确定第三次碰撞的时间和位置.这里未给 m 、 々和 A 值，所画的 
图只是示意图，如 m 、 ▲和;^值给定，可画出较准确的图 

这里画的第二次碰撞时，物体的速率小于盘的速率，碰撞后交换速度值，物体碰撞后 
速率变大，总的机械能守恒，因此碰撞后盘的机械能减小，振幅是减小的 


争 


參 


第二次 


碰撞 


拋物线 


第三次 


碰撞 


第一次 


碰撞 


拋物线 


图 3-2 


两个完全相同的圆柱体，它们的轴平行，且在同一水平面上，相距为 2 L , 以相 
同的角速率按图 3. 3所示方向绕轴快速转动，在圆柱体上放一均质木板，木板与圆柱体之 
间的滑动摩擦因数为开始把木板放在平衡位置偏右 A 的位置，且给它一个向右的初 
速度％,求木板的运动 

可把木板视为位于其中心的一个质点，设其质量为 m •取工轴向右，原点取在木 


3 . 1 


« 


板的平衡位置 

当木板中心位于: r 处，两圆柱体对木板的支持力如图 3. 4所示，木板除受到 
图示的三个力以外，还受到圆柱体施给的沿工方向的滑动摩擦力. 

由牛顿运动第二定律， 


♦ 


( 1 ) 


mx~ P-NY — 2 

N 1 + iV 2 — mg = 0 

由对固定点 O 的角动量定理，注意 : = = 有 = 即 


(2) 


dj 
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N 2 L — N X L — mgx — 0 


(3) 


图 3. 3 


3曾4 


由式(2)、（3)可解出 




N , : 


'k, \r —— 

f A ^ ^ •，… 


L 


2L 


代入式 （1)， 化简后得 


x + — 0 


L 


通解为 


MK 


,4cos 




JO 


t ct 


L 


由初条件:£ = 0, 


得 


X — Xo jX — Vq ， 




Acosa = x 0 f — A 


sina 


=^o 


L 


得 


A = 


L 


^0 


a = — arctan 


^0 V /xg 


又 •.• sina <0，《 在第四象限， 


4 + ^cos 


M 


L 


^0 


X 


t — arctan 


L 




^0 V fig 

质量为 m 和 2 m 的两质点系在一个不可伸长的轻 
绳两端，并搭在光滑的滑轮上，在 m 的下端用原长为 a 、 劲度系 

数々=^的质量可忽略的弹簧与另一个质量为 m 的质点相连 


3* 1 


图 3- 5 


« 


a 
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开始时从下列状态 :三个 质点均静止;绳被拉紧；弹簧为原长开始运动.求 

(1) 任何时刻两质量为 m 的质点间的距离； 

(2) 绳子张力； 

(3) 弹簧对质点的作用力 


* 


分别表示三个质点的位置，如图 3. 5所示 


用文1 


工 2 、工 3 


2mx\ = 2mg — T 

mx 2 = mg + f — T 


(1) 


( 2 ) 


f 


(3) 


mxz = mg 一 


弹簧原长为 a ， 设伸长量为^ 




(4) 


a 


又设绳长为 L ， 滑轮半径为 


Xz = L —— nr —— Xi 


X 3 = 工 2 + <2 + 芒 


对上两式对 f 求导， 


(5) 


工2 =—工1 


\ ^ I 亡 

工 3 = 义 2 + f + C 


( 6 ) 


用式(4)、（5)、（6)，式(2)、 （3) 可改写为 




(7) 


一 mxi = mg 


a 


mK ^ 

a 


—— mx\ + m^= mg —— 


( 8 ) 


式 （1) 一式 （7) + 式 （8) X 3 得 


4 mg 


3m6= 4m 裒 


a 




4 


3 a 


$= a^Acos ▲/ 纽 


通解为 


t — ct 


3 a 


用初始条件: £ = 0 时 0 9 $ — 0 f 得 




= a — acos 


3 a 


两质量为 m 的质点间的距离为 


L = a + ^ = 




2 —— cos 


a 


3 a 


式 （8) — 式 （7) 得 


— 


m $ = 


a 


T = m\ 6-h I — 2mg\ 1 — 


I 


—COS 


a 


3a 
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/ 


K, 


1 — COS 


= mg 


3 a 


一质点被一根轻弹性绳系于固定点 a ， 绳的固有长度为 a ， 当悬挂质点平衡 
后，绳的长度为 a +心 今质点从 z 点静止下降，求质点落到最低点与 a 点间的距离以及 
此过程所用的时间 


3*1 




* 


取^轴竖直向下，原点取在质点的平衡位置.设弹性绳的劲度系数为々，质点质 


m 


量为 m ， 则 


mK 


mg —— kb = Oj k = 


b 


质点从 A 点静止下落到 B 点，只受重力作用，为自由落体运动.设质点至5点时的 


速度为 


Vq 


mvo = mga 9 v 0 = V 2ga 


此段运动需时贝 ！ J 


2 a 


g 


自 5 点往下直至质点到达最低点，有下列运动微分方程 


V1K 

b 


x= mg 一 k(x + b') 






g 

x + , x = 0 


通解为 


R. 


(t 一 


x=ccos 


b 


初始条件为 ： t=ti ， 


b f x = Vo 






K. 


^flga 


—— b = 


csina 


ccosa 9 


b 


因时 x <0， jr 〉0， a 在第二象限定出 


V6 2 + 2ab 


A 


2a 


a = arctan 


b 


2a 


取主值 


其中 arctan 


4 


b 


B 


X = V^ 2 + 2abcos V f “ 一 匕 ） + arctan 

达到最低点乃时， i = 0, 此时纟 2 满足 下式： 


o 


平衡微 


D 


最酿 


K 


K. 


— 0 


U 2 — Q ) + arctan 


» 


— n 


b 


b 
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2 a 




= 0 


sm 


(,2 — 亡 1) + arctan 


b 


b 


注 意：因 在 D 点振动的相位人于在 B 点的相位，上面写的 a 取负值(在第三象 


2a 


限），则在 D 点时振动相位为零(如上面的 a 取 arctan J 宁 +； r ， 则 D 点振动相位为 2； r ) 


b 


2 a 


[ 


(£ 2 —玄 1) + arctan 


b 


b 


2 a 


，2 = ,1 + 


tv — arctan 


g 


b 


b 


2 a 


2 a 


n — arctan 


g 


g 


b 


此时 


最低点至 A 点的距离为 a + b +^¥+2 ab . 

3- 1.7 滑轮上绕有不可伸长的轻绳，绳上悬一弹簧，弹簧的另一端挂一质量为 m 的 
物体，当滑轮等角速度转动时,物体以等速度％下降，此时弹簧伸长量为儿如将滑轮突 
然停住，求此后运动中弹簧的最大伸长量和绳子的最大 张力. 


取滑轮突然停止时为（=0,且取此时物体所在位置为坐标 
原点， X 轴竖直向下，如图 3. 7所示， 


mx = mg — k ( a : + A ) 


其中々是弹簧的劲度系数 

物体匀速运动时所受合力为零 


* 




mg — kX = 0, 


A 


r=o 时 




代入上式得 






x = Acos 


X 


图 3. 7 


初始条件:纟= 0时，：^=0,0： = 1。，定出 


A = v 0 


A 


反 


— sin 


一 cos 


t — ~ 


g 


g 


A 


弹簧的最大伸长量为 


绳子最大张力等于弹簧最大伸长时的弹簧力为 
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V Q 


— mg 


X 


1 


k (A + 


) 


x 


= rng 


A + 


如果通过实心的均质分布的无自转动的地球沿一条直径钻一小隧道 ，一 块石 
头从地球的一边从静止开始让它掉入隧道，经6=1时间后在地球的另一边会看到它. 


max 


A 


8 


3* 1 


畢 


⑴0 


如果石头不是掉入而是以速度 I ；。抛入，问 T ；。 应当多大才能使它经时间后在地球 

的另一边出现？答案 用叫) 和地球的半径 及给出 

参看 2. 1. 78题，可以证明 ：石块 在隧道中受到地球的万有引力是恢复力，其大小 
与距平衡位置的距离成正比，方向总是指向平衡位置，不论初始条件如何，是自由掉入还 
是以初速 t ；。 抛入，都是做相同角频率的简谐振动，不同的初始条件，振动的振幅和初相位 
有所不同.取地球中心(平衡位置)为: T 坐标的原点，设简谐振动的角频率为％则 


争 


= Acos(cot + a) 




在地球表面一險道口（取为 工 =尺)让石头自由掉入，即初始条件为〖=0时 
0,则定出^4 = /?，<^ = 0，所以 


R yJO 


X 




= Rcoscot 


JO 


到达另一表面的隧道口时^ 


沢，有 










n 


(Ot x = 7T, 


tl =— 


(V 


今知 fl = I ， 可见 


0)= 


⑴ 0 


仞 0 


TC 


时， 


现在改初始条件为纟= 0时*2：=及，工= — "77。，要求在 Z 

确定抑值. 

运动学方程可写为 


R ， 要 


h — ~7Tt\ 








x 






2 


2⑴。 


= Acos ( ⑴ 0, 十辽） 


X 


根据上述初始条件和要求，有下列三个关系 


R = Acosa 

— A<o 0 sina 


( 1 ) 


( 2 ) 


— 以 0 




7T 


— Lisina 


(3) 


K = Acos 


匕 + cr = Acos 


+ a 


0) 






A 和 a 三个未知量 


三个方程可解 

I 

比较式 (2) 


^04 ^0 


，即得 v 0 = R^o 


0 


一根不计质量、不可伸长的绳子，穿过光滑的水平桌面上的小孔，两端分别连 
着质量分别为叫和 m 2 的两个物体在水平桌面上做半径为 r 。 的圆周运动时 ， m 2 静 
止不动，如图 3. 8所示.今给叫一个向下的极小的冲量，证明 m 2 将做简谐振动，并求出 

其振费周期(小孔的摩擦力可忽略不计). 

取小孔为坐标原点，用平面极坐标描述叫的运动，用竖直向下的 i 轴描述 

的运动，设绳子张力为： T ， 


3. 1 


m 2 


. 2 


- T 


(1) 


miir — rep ) 
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d 


m x 


= 0 


m 1 { rq > + 2 r < p ) 


( 2 ) 






r 


— T 


(3) 


m 2 z = m 2 g 


m 


m 2 


图 3. 8 


由式 (2) 知， 


常量 


r^<p 




由^做半径为^的圆周运动确定此常量.设做此圆周运动时的9=外，由自然坐标法向 


方程 


讲 1 厂。钎 = T = m 2 g 


^ zgr 0 


得 


2 


r 0 <Po = ro 


mi 


m 2 gr 0 


r 2 <p=rlf 0 = r 0 


(4) 


nix 


由式 (4)， 式 (1) 可改写为 


mgn 

mir 


= — T 


(5) 


rrti 


r — 


3 


考虑绳子不可伸长， r+z = 常量， 


，式 (3) 可改写为 


r = — z 


— m 2 r = m 2 g — T 


( 6 ) 


式 （5) —式 （6) 得 


grl 


m 


( m l + m 2 )r — 


(7) 


=— rn z g 


用 


r = r 0 + ^ 


1 + 








厂 0 


-3 


3 多 


-3_ 


_3 


(略去高级小量) 


一 3 


+ 


1 — 二 


& 


= r 0 


厂 0 


广 0 


0 


r = 


式 （7) 可改写为 


3 m 


^ = 0 


( m x + m 2 ) 芝+ 


( 8 ) 


0 


+之=常量，厂 0 + ^ + 


常量 


Z 
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每 


z 


式 （8) 可改写为 


3 m 2 g * 


當量 


— ( 所 1 + 1712 ) Z — 


Z 


r 0 


3 m 2 g 

{m l + m 2 )r 


= 常量 


( 9 ) 




0 


式 (9) 是简谐振动的运动微分方程，常量只是表明平衡位置不在2 = 0,角频率和周期分别 


为 


(mi + m 2 )r 

3m 2 g- 


Sm 2 g 


2tv 


0 


T = — = 2tv 


O ) 


(m l + m 2 )r 0 ^ 


(O 


3. 1. 10 — 质量为 M 的质点在势能 VCr) = — 和 a 均为正值、常量)的影响 

下沿工轴运动，求平衡位置和在此平衡位置附近做小幅振动的 周期. 若々和（或) a 是负 
的常数，情况如何？ 


V ( x ) = —kxe 

dV ( x ) 


~ax 


/Cr) 


= + ke~ ax + akxe 


— ax 


dx 


平衡位置 


/(jc) = 0 


— ke~ ax + akxe 


— ax 


= 0 , 


x 


a 


= / ( x ) =+ ke~ ax (l — ax ) 


( 1 ) 


x 


附近的运动， 


考虑在平衡位置 




a 


1 


或 


丄+芒 




x — 


x = 




a 


a 


+f 


/( x )— / — + 芒=+ 々 e 


— a 


1 — 


a 


a 


a 


a 


ka 


ka 


—a$ 


1 — + —a 2 $ 2 + 




一 e 




« « • 




€ 


e 


ka 


=6( 只保留一级小量) 


— 


€ 


在 *r = 一附近的运动，式 (1) 可近似为 


a 


ka 


ka 


或 






e 


这是简谐振动的运动微分方程，可保持在平衡位置附近做小幅振动 • 振动的角频率和周 


期为 


eM 


ka 


T = 2 ^r 


a> = 


eM f 


ka 


若 a 和 a 均为负的常量， 1 仍是稳定平衡位置，可在它的附近做小幅简谐振动，上述 


a 
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⑴和了 仍成立.若 々和 a 中有一个为负值，则1仍是平衡位置，但是不稳定平衡位置，质 

点偏离平衡位置后，受到的力不是恢复力，质点不能保持在平衡位置附近的运动. 

3 . 1.11 悬挂在原点的“单摆”，两边用旋轮线 

Op — sine?) ^ 


<2(1 — COS^) 




图 3. 9 


(其中^为产生旋轮线的半径为 a 的圆轮转过的角度)做成挡板来对“单摆”的摆长加以限 
制，如图所示.“单摆”由长度为 4 a 的不可伸长的轻绳和摆锤构成， 证明： 

(1) 摆锤的轨迹是一条旋轮线； 


4a 


(2) 摆锤的运动是周期运动，其周期为: T =2； r \ =，与摆幅无关 


g 


提示： 用自然坐标的运动微分方程，证明 siM 做简谐振动 J 是摆线的直线部分与 




轴的夹角 




证明 （1) 图中 O 尸 M 是在某时刻受挡板限制的-条摆线， O 户 是摆线沿挡板的曲线 
部分，尸 M 是摆线的直线部分，图中的 p 就是表示 P 点坐标所用的参 数&呼 = 
OQ . PM 是摆线与旋轮线挡板不相接触的部分 »PM 与旋轮线相切.设 PM 与: y 轴的夹 

角为心如图 3. 10 所示. 

dx dx/d(p 
dy ~ dy / d ^> 


Q 


O 


tand = 


2sm 2 i 




—tan 


^ cos ^ 


as\x\(p 


2sin 




4 a 


y 


设摆锤 m 的: r 、 y 坐标为/ 、 y ，与 p 点的坐 

有下列关系： 


标 oc^y 


+ FMsin^, y = y -PMcosd 


x x 


为计算 PM ， 先计算 OP 段长度^设旋轮的角速度为心则 P 点沿旋轮线运动的速度 


为 
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■ 


dx 




= d 9 < pi ^ W J 


V 


1/2 




V 


2H1/2 


dx 




= vdt = 


<pdt 


s 


d<p 


df 


9 


0 


9 


9 


—a 


a 


Q 




= 4a 1 —— cos 




PM =Aa — 5 = 4acos 


+ PMstnd ~ a{<p+ sinp) 

y = 3 ； + PMcosd = < 2(3 + cos^O 

这个 y 、 y 是旋轮线方程，而且是和挡板的旋轮线一样的方程，旋轮的半径相同，只是坐标 

轴取法不同(有一平移），转角的零点不同.为说明这一点，引入并令 


X ~x 


ft 


X =x 


ft 


an 9 y =y 


a [^ + ;r + sin(〆 + tt )] — an = a{<p — sin ^ ) 

y ff = a [3 + cos (^ + ; r )] — 2a = a(l — cos〆 ） 

(2) 设摆锤质量为 m ， 对摆锤到自然坐标的切向 方程. 为了与前面已用过的相区 
别，描述 M 点摆锤运动的各物理量除时间仍用£以外，均带 


n 


X 




iif 99 


dt; 


=mgj 


r 


m Tt 


其中 r 是轨道切线方向的单位矢量， 




dx f 

d〆 厂 S 7 






V 


dy f 


mg ] 


g 


d〆 


y = a ( 3 十 cosf>,dy 


— asimp d<p 




— m^sin0 


— asm 


= — m 茗 sin 


^gJ • T = m S 


2acos ^-d<p 


d〆= 2acos^d(2^) = 4adsin^ 


dsin^ 




= 4a 


v 


~ dt 


dt 


d 2 sin0 


dz/ 


丁 = 4a 


dt 


dt 2 
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dv f 


将1和【代入自然坐标的切向方程， 


d 2 sin 汐 


一 m^sin^ 


4am 


ck 2 


d 2 sin^ 


+ -^-sin^ — 0 


dt 2 


4a 


sin 6 做简谐振动，说明摆锤的运动是周期性的，其周期为 


4a 


T = 2 n 




g 


导出上述关于 sin ^ 的微分方程中对 siM 没有任何限制 J 值反映摆幅的大小，因此摆锤做 
的周期运动的周期与摆幅无关 

说明： 以上的证明只适用于摆长等于 4 a ， a 为旋轮线挡板的旋轮半径这样的“单摆”. 

3. 1. 12若放置在光滑的水平面上的弹簧振动系统，弹簧的质量不可忽略，证明系统 
的振动周期为 




M + m/3 


T — 2 ^r 


k 


其中 m 为弹簧的质量4为弹簧的劲度系数， M 为系于弹簧上的物体的质量 

提示:可将弹簧等效于一个弹簧振子:质量可忽略的弹簧的原长和劲度系数均与质量 

不可忽略的弹簧一样，连在弹簧上的物体质量为 m ' ，先证明 


* 


证明取系统(包括物体与弹簧)平衡时为 X 轴的零点， X 表示物体的位置，也是弹簧 


的伸长量 


奉 


弹簧伸长量为 X 时，弹簧的势能为物体的速度为 i ， 物体的动能为 fMP ， 弹 
簧的动能可用积分计算，设此时弹簧长 入考虑 工=：^至0： = 〆 + dr ' 段弹簧的动能，这段弹 

簧的质量为早 d / ，速度为^ ~ i ， 动能为 


9 1 / 

- 二 jo^ax 


^ dx f 




2 Z 3 


整个弹簧的动能为 


dx =J 


弹簧的动能和势能和提示中说的等效弹簧振子一样 

整个系统的机械能守恒 


* 


* 


+ — kx 1 =常量 


士 Mr 2 + 


两边对时间求导， 


Mx JT+ ~Tnx X+ kxx= 0 


M + 工 + kx = 0 
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番 


M + —m 


k 


2 tc 


T = — = 2 tt 


oj 


k 


CO 


M + ~m 


一个质量为 m 的小物体放在光滑的水平面上被两个原长为/。、劲度系数为 
k 的弹簧约束，在图 3. 11所示的平衡位置附近做小振动 

(1) 求小振动的角频率； 

(2) 如果弹簧原长变为2^,运动将会发生什么 
定性变化？ 


3 . 1 . 1 


« 


21 


沿平衡时的弹簧方向取 I 轴，垂直于弹簧 
的方向取 > 轴，平衡位置为坐标原点 


3 - 11 




21 0 + x 


是 （V (2/。+ x ) 2 + y 2 — h ) 


( 1 ) 


m x = — 


(2/ 0 + x) 2 + y 


21 


— x 


0 


+ 々 （V (2 Zo - x ) 2 y 2 _ ,o) 


(2/ 0 - x) 2 + y 


(V(24 


十 x) z + y 2 - lo) 


—— k 


m 3 ； 




囑 _ 


(2/ 0 + x ) 2 + 》 


/ (2l 0 


h y — 1 0 ) 


- k( A 


XJ j 




V(2/o - x) 2 + y 

为 -- 级小量，对以上 两式 作近似，只保留一级小量，可得 


考虑到小振动， 


x、：y 


2kx 


x= — 


3 ；= — ky 


m 


方向简谐振动的角频率为 


x 


2k 


0) 


m 


y 方向简谐振动的角频率为 


k 


m 


(2) 在弹簧原长改为2 & 的情况下，近似时，保留不为零的最低级近似项，得 

—— 2kx 


mx~ 


k 


my^— — 2 y 


2k 


可见，: T 方向的振动与 （1) 问的解答相同，仍做简谐振动，振动的角频率仍为 
方向的运动不是简谐振动，但受力方向仍指向平衡位置，仍是围绕平衡位置的周期运动 

3 . 1.14 —个机器内某零件的振动规律为 


OJ 


二 ，：V 


m 


x = 0. 4sm ⑽ + 0* 3cosatf 
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期： r =A /y；r. 

3. 1. 16两个在同一直线上做频率相同的简谐振动的合振动的振幅为 10cm， 合振动 


7 T 


的相位超前第一个振动子，第一个振动的振幅 A = 8. 0cm- 求第二个振动的振幅息及它 
与第一个振动的相位差 


* 


Xi=AiCOs((ot-\-a 1 ) = 8 - 0cos(o»r+^i) 

x 2 = A 2 cos (a)t-\-a 2 ) 


=Xi + ^2 = Acos {cot + a) = lOcos otf + q + 


由 AsAi +A， 已知 Ai = 8* 0cm，A = 10cm，a = a 1 + +， 

D 

画振幅矢量图，如图 3. 12 所示， 


A 


A 


jr 




7T 


6 


A 2 -\- A\ — ZAA x cos — 


A 2 




-^1 


= 5 - 04cm 


图 3.12 


Asin — 


= 82. 5 


a z ~ a i — arctan 


n 


^4cos 


-A 


3. 1. 17 —弹簧振子的劲度系数 h = 9. 8N/ 

质量 m = 9. 8X 10 _2 kg， 它的影子水平地投射在 
一屏上，该屏的质量 M = 0 . 98kg, 通过劲度系数是 2 
= 98N/m 的弹簧挂起来，如图 3. 13所示.开始时， 
把它们都从平衡位置拉下 0.10m， 先释放弹簧振 
子，如果要使影子在屏上振动的振幅为 0. 050m， 问 
要过多长时间释放屏？并写出影子在屏上的振动方 


m, 


程 


分别表示 m、M 的坐标，向下为 
正，原点均取在平衡位置， ^ = ^—0:2 表示影子在屏 

I 

上的坐标.释放振子时 d = 0，t = ^) 时释放屏 


用 


工 1 、 X 2 


图 3. 13 


* 




— ^4^cos 


t = 0. lOcoslO^ 


k 


— t 0 ) = 0- 10cosl0(t — t 0 ) 


x 2 — A z qos 


=Xi — x 2 = 0. 050cos(10£ + a) 


要求出 ~ 和 a 

方法 一:用 矢量图 法：图 3. 14(a) 和 (b) 分别画出了 ~ 的两个答案 


亡 X0, 050 


0 3*14( a ) 


+ 2 ?rn 


10^ o = 2arcsm 2 


0. 10 







力学（上册) 


172 


« 


t Q = (0. 0505 + 0. 628 n ) s,n = 0，1，2, 


_ « ■ 


A 


a 


A , 


10 / 


o 


^2 


( b ) 


⑻ 


3. 14 


亡 X 0. 050 


图 3. 14( b )： 


+ 2^t ■(” — 1) 


10 r 0 = 2? r —2 arcsm 2 


O, 10 

广 o = ( — 0. 0505 + 0. 628 n)s 9 n = 1，2,3, 
尤 o = l 士 0* 0505 + 0. 628 wls ， n = 0 ，1，2， 


« _ • 


可合写成 


• « ft 


亡 X 0. 050 


士 1 . 318( rad ) 


=士 


2 


arccos 


a 




0. 10 


= 0. 050 cos (10£ 士 1. 318) ( m ) 


x 


方法 二:用 分析法 


0. lOcoslCtf — 0, 10 cos (10^ — 10 t 0 ) = 0, 050 cos (10« + a ) 

0* lOcoslOt — (0. 10 cosl 0 icosl 0 fo + 0. 10 sinl 0 fsinl 0^ 0 ) 

= 0. 050 cosl 0 icosa — 0. OSOsinlOfsina 

两边 cosl 0 f 、 sinl 0( 的系数分别相等，得 


0. 10 _ 0. lOcoslO^o = 0* OSOcosa 

— 0 , 1 Osin 10 ^o = — 0. 050 sina 


两式平方后相加，解出 coslOi 。， 得 


2(0, 10) 2 — 05 Q ) 2 

2 • ( 0 . 10) 2 

10耗= arccosO * 875 =± 0. 505 + 2 nn 

/. ^> = 1 士 0. 0505 + 0. 628 nls 

因为要取正值(后释放屏），不取£。 = 一 0* 505 s ， 


= 0. 875 


cos 10^ 


0 


0 , 1 , 2 , 


n 


■ ■暑 


(0- 10 — 0- lOcoslOto ) =±1.318( rad ) 


a = arccos 


0. 050 

3. 1. 18 用旋转矢量法证明，在同一直线上的 JV 个简谐振动，它们有相同的振幅 
A 。、 相同的角频率 Oi 。、 相位依次超前 A 即 

A 0 cos\^<ot + (a — 1) 占 ] 


(i = 1 ， 2,… ， iV) 






叠加后的合振动 


— N 8 


sin 


N 


= 2^ 

(—1 


cot + 7 W — 1) 汐 


= A 


cos 


X 


0 


sin 
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鲁 


提示:考虑 jv 个振幅矢量都是一个圆上的弦,每个振幅矢量是正多边形的一条边 
证明 考虑 w 个振幅矢量都是一个圆上的弦，每个振幅矢量是正多边形的一条边， 
如图 3. 15所示，每个振幅矢量这条弦所对应的中心角等于相邻两振幅矢量的夹角，也等 
于两个相位相近的简谐振动的相位差礼从圆心作相邻两弦的垂线，其夹角等于 I 也等于 
弦对应的中心角] 

圆的半径 




A 


0 


~s 


sm 


N 个振幅矢量之和相应的弦对应的中心角为 
合矢量4的大小为 


T 




A 


sin —Nd 


s 


A = ZRsin —Nd = A 


R 


0 


sin +汐 


s 


A 


a 与桌 的相位差是 a —毛这条弦所对应的圆周角， 


^0 


相应的中心角为 （tv — 1)(5,故此圆周角为 y 
W-1)A 


图 3. 15 


工 1= AoCOSCOt 


N 


1 = 1 


= Acos cot + — (A^ — 1 )汐 


x = 


七 m 


sin 


(ot + ~{N — 1)(5 


== A. 


cos 


0 


~S 


sin 


3.1.19 有两支标有 256 Hz 的音叉 ，一 支是标准的，另一支是待校正的.同时敲击 
两支音叉，在半分钟内能听到45拍，若在待校正的音叉上适当涂蜡，从少逐渐增多，在半 
分钟内听到的拍数先减少到听不见拍声，而后又增多，问待校正音叉原来的频率多大？ 

解^ = 256 Hz 是标准音叉的频率，设 v 2 为待校正音叉的频率 • 

西 同方向、频率不同但相接近的两个简谐振动的合振动为拍，拍频为 


45 


4 一 h I = S = 1. 5 (Hz) 


30 


参照弹 簧振子 的振动频率为今音叉涂蜡使质量增大了，而弹性不变，故涂错 

将使音叉的频率减小，涂蜡从少逐渐增多，听到的拍数先减少到听不见再逐渐增多，说明 
未涂蜡时故待校正的音叉原来的频率为 

匕= 4 + 1. 5 = 257, 5 ( Hz ) 

1,20画出在互相垂直的两个方向振动的合成运动的轨道，并在图上标明运动 




方向 


7V 


( 1 ) 


a)t —— ； 




J ： 
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(2) x — Asincot 9 y = Bsin ^ 

(1) 如图 3. 16所示 • 


11 


mmmmm 

IHI 


3.16 


7t 


注 意：图 3* 16 中标的等是对 
沿轨道的运行方向.如按 *2： = Asincc^，jy = 5 sin 

分别改为“0”、“1”、“2”，依次类推.差别仅在于时间零点的选取有所不同而已 

(2) 如图 3. 17所示 

注意: X 方向与 > 方向的两个简谐振动的角频率不同，图 3. 17中的标号“0 


情况标的，不影响 


Acoscot^y 


Bcos ( ot — 


x 






7t 


情况标号，则图中 “9”、“10”、“11” 


cot ~ — 




者 


1，，、“2 


I 


13 


0 


16 


图 3*17 
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等必须按工=乂化时 ， y = B S in 2祕标出，因为两者的差别不是时间的零点的选取 


4 


问题 


3* 1. 21图 3. 18中的各图是在相互垂直的两个方向振动合成的利萨如 图形： 已知水 
平方向的振动的角频率为 o >， 求竖直方向的振动的角频率 




1 » 1 » 


(c) 


(a) 


(b) 


3* 18 


取: r 轴沿水平方向轴沿竖直方向 


« 


<Oy T x I.S 


2 T \ = 1* 57%， 


(a) 


T 


<^y = 


4 


T 


(b) 


3T x =2T yJ (o 


T 


T 


3 T X = TyfO) 

3. 1. 22 在图 3. 19 所示的示波器荧光屏上显示 

的利萨如图形中，已知水平偏转讯号的频率为 
100 Hz ， 若运行方向如图中箭头所示，且 t =0 时位于5 

点.试写出水平偏转讯号和竖直偏转讯号的表示式， 
并求出 PM 两点的 * r 坐标 

Acos(2?r • 100^) =Acos (200tt^) 


(c) 


T 


_ 


X 




T 


1 . ^>T y9 a) y — ~co x = 300 tv 


T 


所以 


3 / = 5cos(3007Ti — tt) 


在 P 点， 


= 0, 300 财 一 n 


3* 19 




600 


A 


x = Acos 200 tt 




600 


Q 点， 3 /5 ， 300 ?rt 7 ^ = Q =： 

3. 1、 23 上题中，若 i = 0 时位于 P 点，写出水平、竖直两方向偏转讯号的表示式 


Acos 200 疔 


S fX 




300 


300 
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廉 


方法 一:在 P 点，：^ = 0,^>0故: y 方向振动的初相位为一 + ,： y 方向振动的表示 


式为 


7 T 


3^ = Bcos 300 町一 ~ 


在 s 点，坐标都是已知的，相位也是已知的， 


7V 


BOOS( — 7T) 


— B = -Bcos 300 叫一 ~ 




2 


7 T 


3007tt 


S 


600 


A = Acos(2007tt s + a) = AcosO 


7 t 


=+ 士 


— (x = 0 ’ 


200?r 


a 


600 


7 t 


所以 


Acos 200^+ — 


x 




把时间的零点从上题的 s 点改为 


方法二 :利用 上题结 果:在 尸点的时刻为 


s 


600 


本题的 p 点，把上题的表示式中的 （ 改为即得本题所求的表示式 


7 T 


Acos 2007U — 


= ^cos 200?rU + — : 




X 


600 


7 t 


= Bcos 3007tt —— 


y = Bcos ^300^r^ t + ) 

3. 1. 24 对图 3. 20 所示的各周期运动进行谐波分析 


7 T 


9 


A 


A 


A 


2^ i t O 

^ I 


2 苁 


t 0 


An 6n t 

o > d > 




0 


:音: 




(b) 


⑹ 


(a) 


3 . 20 


一个周期函数可展成傅里叶级数， 

co 

fit) = ^ + 2 [ a « cos ( ⑽ 〆 ） + 〜 sin ( ⑽ 〆）] 

乙 «=i 

(« = 0，1 ，2，…） 


T 


f (Ocosinco^dt 


其中 


a 


T 


T 


/(i)sin(n^ 1 i)di 


in = 0 ， 1 ， 2 ,…） 


b n 


_ 




T 


( a ) 只写一个周期内的 x (0 
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T 


o < t <- 


A 


4 


3 T 


T 


工（ 0 = < — ^ ~T < t 


4 


4 


3T 


<t< : T 


A 


4 


3 r 


T 


\^ Adt . 


Adt 4- ' (- A)dt + 


4 


0 




a 0 =〒 


T 


0 


4 


r T - 

4 Acos(natf)ck + L (— A^cosiruoOdt + ^Acos(n(ot)dt 

•Jo J 7 J 4 - 


a 


T 


n 


T 


21 


T 


4 


2 A 


+ sin (⑽ 0 


sm(n(ot) 


sin(na)t) 








na>T 


T 




o 


4 


. 4 A 


T 17 C 


(n = 1 ， 2，3 ，…） 


— sin 


nTt 


3nn 


717 T 


上述运算中用了 VT = 2； r，sin 


=—sin 


2 


0( 因为 xG ) 是 f 的偶函数) 


b 




n 


v rx * i ^il\ 

^ Ln Sln l 2 ) 


AA 


cos(7iatf) 


xit) 


所以 




7t 


(bk = 0 至 t^T 一个周期内的: T ⑴为 


T 


0) 




A l - —t 




7 t 


x{t )= 


T 


0) 


— ^ < T 


A -l + -t 


7 t 


T 


0) 


A l - —t 




a 0 = jT 


7 T 


Z 


T 


2 A 


OJ 


O ) 


= A 


+ — t + —t 


2 兀 


I 


T 


2 宂 


0 


I 


Jcos ( ⑽ o# + z ^( - 1 + ~tj cos(nayt)dt 


CO 


A 1 - 


a 


T 


n 


n 


0 


= ^[1 - (- l ) rt ] (n = 1，2,…) 


rm 


1 - (- ir = 2 (— 1 ) 


因为 


2 sin 


4 A 


« 一 1 • 

2 sin 


nn 


(n = 1 ， 2,3 ,…） 


— ^L.(_ 1 \ 

~ nV C i； 


a 


n 


g) 是 t 的偶函数人 = 0 

工 (0 = 4 + TT 


因为 


X 


I cos(ncot) 


s 

n— 1 


](—1) 


所以 


2 sin 


TV 


n 
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參 


( c)Z = 0 至 t = T 一 个周期内的 x ⑴为 


Aco 


0^ t<T 


工⑴ =~t 


2 n 


T 


2 C T Aco 


Aco 1 

W 2 


^ t 2 


tdt 


A 


a 






0 


T 


In 


o 


o 


T 


^—tcos {nd)t)dt 


a 


n 


2 tt 


0 


T 


sin(w ⑽） dU 
Jo J 

(n = 1 ， 2,3 ,…） 


^ n 


—— tsinCnoJt) 






7 tT 


n 


n 


0 


T 




cos ( na )0 


0 




7 rn 2 (oT 


o 


2 C T Aa > 




tsin { ncot)dt 


b n 


(n = 1 ，2,…） 


= - - 






T 


2 丌 


717T 


0 


A A 


所以 


x ⑴=了 


—— sinincot) 


7 t 


n 


rt= 1 


3.2 阻尼振动和受迫振动 


1 一 质量为 m 的质点在恢复力一和阻力一 r xU 和 r 均为正的常量)的作用 

下运动，其中 X 是质点偏离平衡位置的位移.对于固 定的々 和一般的初始条件 ， r = r *。 为 
何值时回到平衡位置所需的时间最短.如果 K > r 。， 是否可能对于特定的初始条件，比 r = 
能更快回到平衡位置？如果 r < r 。 呢？ 


3 


To 


—— kx — r x 


m x = 


与这个常系数线性齐次微分方程相应的特征方程为 

+ rr + k 


0 


mr 




r 


2 m 


时, r § —4 mA = 0, 即此时为临界阻尼情况，对于一般的初始条件，处 

于临界阻尼的情况，回到平衡位置所需时间最短 

当 r ^> r 0 时为过阻尼情况，其通解为 


当 


r ~ r 0 


礞 


+ Be 


xCO = Ae 


t 


2m 


2m 


如初始条件: £ = 0 时， 


满足 


X — Xq^X = Xq 


工 0 


(— 


工 0 = 


r 


2 m 


时 ，A = 0 ，B = : ro , 


x {0 = x 0 e 


2 m 


将比临界阻尼情况在此初始条件下的解 


^0 


X ⑴ 


e 2 m 




工 0 — 


2 m 
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更快回到平衡位置，因为指数衰减比线性衰减快得多，而 r > r 0 ,r + Vr " 2 -4 ^tt r 更大 

当 rO 。 时，是弱阻尼情况 ，一 般解为 


= Ae^^cosi^t + a) 


其中 


泌 d — 


因为 rCn ，在任何初始条件下都不可能 

比临界阻尼情况更快回到平衡位置 

如图 3. 21所示，质量为 

2000 kg 的重物以 t ； = 3 cm / s 的速度勻速 

运动，与质量可以忽略不计的弹簧及阻 
尼器相碰撞后一起做自由阻尼振动.已 
知弹簧的劲度系数* = 48020 N / m ， 阻尼 

器的阻尼系数 y =1960 Ns / m . 问重锪在碰撞后多少时间达到最大位移？最大位移多大? 

沿^的方向取工轴，与阻尼器刚碰撞处取为 x =0, 此时^ = 0, 

—— kx —— yx 


華 


3 2 


3.21 


mx = 


y 


k 


令卢==，⑴§=二，上式可改写为 


2 


m 


+ 


r = 0 


相应的特征方程为 


十 2/?r + coo = 0 


— 土 V/? 2 — W 


r 




k 


48020 


-l 


= 4 - 9s 


⑴ Q = 


2000 


m 


7 


1960 




= 0. 49s 


2m 


2 X 2000 


/?<叫，为弱阻尼情况，通解为 


= Ae _ ^cos(V (o\ — p 2 t + a) 


X 


初始 条件: £ = 0时 jX = 0 


fX = V 


— /3Ae _ ^cos (V a>o 一 ^ z t + a) 


x = 


V a>o — /? 2 e~^sin(v o>% — 


+ a ) 


— d 


Acosa = 0 


— /^Acosa — A ^ wl — jS 2 sina = 


v 


n 


v 


解得 


/V ■ 1 jI 

Ct - r\ ， XI - 


h — 史 
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v 


-fit 


sin(V <ol — j3 2 t) 


e 


x 


一戽 


-戽 


sin(V col — /? 2 ?) + 


cos (V — 


e 


jc = — 


ve 


重物达到最大位移时 ，: c = 0, 此时 £ = M ， 


sin(V col — /? 2 ^) + t^cos (V (ol — ^ 2 ti) = 0 


()• 30 s 


arctan 


/? 


最大位移为 


V 


-^ isin ( V ^ — /? 2 ^) = 5. 28 X 10 


一 3 


x{ti) = 


m 


e 


3 一 个有阻尼的弹簧振子系统， m = 100 kg ， 纟= 10000 N / m ， 处于临界阻尼情况， 

一 30 cm / s 开始运动.问质量块将于几秒后到达平衡位置？达 


3 


由 t = 0 时 ，xo = 2. 5 cm 

到平衡位置后最远能移动多大距离? 


工0 = 


由临界阻尼可知 




k 


10000 


一 1 


= o) 0 = 


= 10s 


100 


m 


临界阻尼情况的通解为 


-和 


= (A + Bt)e 


X 


满足初始条件:《= 0时，1 = 1。、1 = ^。的解为 


-庳 


一 X。+ (X。+ /?x 0 )^]e 


x 




t = ti 时到达平衡位置， xOi ) = 0* 


—x 0 + (x 0 + /?x 0 )^i]e'^i ^ 0 

_0, 025_ 

— 0. 30 + 10 X 0•飞25 


x 


0 


= 0. 5(s) 


+ 3 工 


X 


0 


0 


设达到最远距离时此时 xO 2 ) = 0. 


-fit 


( f 2 ) =—卢[: r 0 + (Xo + /^ x 0 )^2 J e 

一一 (i 0 + /^ ： o)e 


2 


X 


—诈 


= 0 


X 


0 


= 0. 6s 


心 = 


/?(^0 + 知。） 

(t 2 ) = Lx 0 + (io + 知 o ) G ] e _ 〜 二 一 1. 24 X 10 

达到平衡位置^ = 0后最远能移动的距离为 1. 24 X 10 

如图 3. 22所示，质量为 m 的薄板挂在弹簧的下端，若空气的阻力可以不计， 


-5 


m 


x 


一 5 


m 


3 


« 



第三章振动和波 


181 


在空气中的振动周期为7\，在某液体中的振动周期为 T 2 ，液 

体的阻力可表示为 一 wad ， 其中 z 为薄板的面积， o 为速度, 

Vri-Tf. 


〆 


k 


2 丌 m 

Af\T 

—— kx —— 別 A x 
+ 2 /? x J rcolx = 0 


7 为液体的黏度，试证 7 = 


证明 


m x = 


m 


与 


x 


A 


相比较，可得/?=¥， 


m 


2n 


In 


2 tt 


T ：= 


T 


⑴ 0 ， 


⑴ d 


图 3. 22 


4 ^r 


⑴ 1 i — 轉 


将/?、叫用 V 、 T ' 等的关系式代入上式，解出心即得 

2 ^m 

A7\f 

在图 3. 23所示系统中，刚杆质量可忽略不计，图中质量 m 、 弹簧的劲度系数 
々、阻尼器阻尼系数7以及距离均为 已知. 写出运动微分方程.由此求出做弱阻尼 
振动的角频率叫以及临界阻尼时7=匕与其余各量间必须满足的关系 


Tj = 


3 




图 3. 23 


用对固定轴的角动量定理， 


n 


■ « - 1 ^ « 

^Jil 


d 


丁 Ami 2 ❻、=— mgl — kb 2 ❹— 7a 2 6 

mgl 
ml 2 


dt 


7a z 


kb 2 




e 






ml 2 


与 x +2/? x -\ ra)lx = 0 比较可得 


2 


kb 2 


7a 


<4 = 


/? 




ml 2 . 


2ml 2 
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kb 2 


7a 2 

2tnl 2 


0)1 — /? 2 = 


⑴ d = 


ml 2 


2ml 


临界阻尼时，/ ^ = 即 


2 


kb 2 


y 


2bl 


a 


wmk 


cr 


r 


2 ， 


2 


cr 


2 nd 


ml 


a 


质量为 0. 2 kg 的物体，悬于劲度系数为 80 N / m 的弹簧下，此物体还受到阻 


3. 




力一仏的作用是物体的速度.若阻尼振动的频率为无阻尼振动频率的 
系数^多大？此系统 Q 值多大？振动经10个整周后，振幅减弱到原振幅的几分之几? 


倍，阻尼 




叫 = 


⑴0 


(ol — = —O) 0 


4 


mk = 4 Ns/m 


7 = = 2 


— = 讲 ⑴ o = 


2tt 


Q = 


1 — e— 2 〜 


2n 


2 n 


2n 


2 兀 


，叮4 = 


T d = 


7 叫 






VT 


⑴ d 




⑴ 0 


2 


2 


2 n 


Q = 


= 6. 29 


2 兀 


— 2 


1 — exp 


vy 


经过 10 个整周后，振幅 A 为 


A = A 0 e _/9，10T ^ = A 0 e 


-10 


A 


-10 


一 16 


= 1. 8 X 10 


= e 




振幅减弱到原振幅的 ^ 还小些 

7 演奏钢琴上频率为 256 H Z & 音键时 ,1 s 后振动能量减至初始值的一半.问 

系统的 Q 值多大？若高八度的音调 (512Hz) 也在 Is 后振动能量减至初始值的一半，其 Q 

值多大？ 


■ 


3 


A 


— 2^*1 _ L. 八 2P — 


2 


，e 


=e 


A 


0 


ln 2 = 0. 347 




⑴ o = 2?r • 256 = 1608s -1 ，/?《 


CO 


0 


2^r 


1608 


CO 


0 


Q - 


= 2. 32 X 10 




- 抓 d 


2/? 2 X 0, 347 


1 — e 


A 


— • 1 


，所以也有上述的值，也有 《⑴ 。，故也有 


对于 v =512 Hz ， 因为7 


~ = e 


A 


o 



第三章振动和波 


183 


^ ⑷ q 2 n • 512 

Q ^ 2 ^ = 2 X 0. 347 

3. 2.8 根据经典电磁理论，一个加速运动的电子在单位时间内辐射的能量为 ke 2 a 2 / 
，其中 々 = 6 X 10 9 N m 2 / C 2 ，e = l . 60 X 10 _19 C (注意々、 e 的单位中的 C 是库仑，勿与光速 
混淆 )c = 3. OX 10 8 m / s ,<2 为电子的瞬时加速度 

(1) 若一电子沿一直线以频率 P 及振幅 A 进行振荡，假定每一周的运动可用 
Aco S (2 tW ) 描述，问在振荡一周的时间内,它辐射了多少能量？ 

(2) 此振子之 Q 值多大？ 

(3) 在电子的运动的能量降至初始值的一半以前，振荡已经历了多少个周期？ 

{I s ) X= Acos ilnvt) 


= 4* 64 X 10 


c 


c 


* 


x = 


= — .4(2^) 2 cos C 27 tPt) 


a 


电子在振动一周期内辖射的能量为 


T 


E = ke 2 —A 2 (2^ycos 2 (2^ut)dt 


c 


0 


T 


= —ke 2 A 2 * 16^r 4 v 4 | — [l + cos(4^)]d^ 

= 8k7C A € 2 V Z A 2 /c 


0 


£(0 


(2) Q=2rt 

分子上是振子的能量 


E(t) — E(t+T d ) 


E(t) =^rkA z - ^rmw 2 A 2 


miZnvYA 1 = 2^ 2 mu 2 A 2 




分母是在一周期内因辐射损失的能量，即 （1) 问计算的 E 


2n z mv 2 A 2 

8 是 ? rWA 2 /c 3 2kne 


c 


Q=2tv 


2 


V 




⑴ 0 


Q 免 


(3) 


2/? 


Q 


电子能量降至初始值一半所经历的时间 r 


— 2 取 _ 


e 


ln 2 ln 2 


—Q 


— 2/? 


O ) 0 


所经历的周期数为 


ln 2 


ln 2 

⑴ oT d 


me 


ln 2 




An 2 ke 2 v 


T 


2 n 


d 


有一阻尼振子，质量 m = 0. 2 kg , k = 80N/m, 7 = 4N s/m ， 受到强迫力 F = 

FoCosOt 作用， 2N，D = 30s" 1 ，求： 

(1) 稳态运动 •r = 5cos(iQf— 參）中的和多； 

(2) 一周内反抗阻力耗散的机 械能； 


3. 2 
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(3) 输入的平均功率 


暴 


— koc — 7 x + 

+ 2/? 工 + W：r = —cos^ 


( 1 ) 


x — 


X 


m 


= Bcos(Ot — 


x 


7t 


= BOcos Ot — ^ 


X 


= Bn 2 cos(Ot —彡 + r) 


X 


7 


7 


4 


=lOCs^ 1 ) 


2/?= 二，/? 




2 m 2 X 0. 2 


m 


col = — = = 400(s -2 ) 


m 


F 


o 


=^ = 10( N / kg ) 

由图 3. 24 所示的振幅矢量关系， 


m 


n 2 s 


F 


o 


{col-Q 2 ) 2 B 2 + = 




m 


m 


F 0 /m 


B = 


— 0. 0128m 


0 


(<^o — o 2 y + 4^ 2 n 2 


3* 24 


m 


=arctan( — 1* 2) = 0, 721 兀 


=arctan 


col 一 O 2 


參为钝角是因为的 缘故. 

(2) 反抗阻力消耗的机械能等于阻力做的功的绝对值 


« 


T 


T 


7 x 2 dt 


ck 


Wd I = 7x 


x 


0 


0 


T 


y [ — BOsinCOt —卢 ）] 2 dt 


o 


7 B 2 n 2 T = ^ryB 2 Q • 2 兀 = 0. 0618 J 


(3) 方法一 :直接 计算强迫力所作的平均功率 


2 ? 




Pf = 


F 0 cosOt ^ x dt 


2tc/0 


o 


_ m 2 ( F Q / m 、 2 

~{wi - n 2 ) 2 + 4i3 2 n 2 

方法 二:达 到稳态运动后 ，一 周内反抗阻力消耗的机械能正好等于强迫力一周内所做 


= 0. 295W 


的功 


1^,1 1 ^, 1 ^ 

2 n/Q 


Pf = 

如图 3. 25所示，作用于质量块上的强迫力弹簧支承端有运 


= 0. 295W 


2 n 


3. 2. 10 


^ f x s = acosOtM^J — fk 为弹簧的劲度系数, m 为质量块的质量，求稳态振动 


參 


m 
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3*25 


m x ~ — k(x _ x 5 ) +F(^) 

=— kx + kacosOt + i^osirii^ 

COqX = —cosOt + ~cosf Ot — ~ 

m m \ 2 

K \ 

cosOt + _ cos Ot — — = focos{0t —— a) 


ka 


m 


m 


将上述关系可画成图 3. 26 的矢量关系 


F 


ka 


0 


FI + k 2 a 2 


f 。 二 




m 


mi 


m 


F 0 /m 

ka/m 

o)\x — foCOS^Ot — a) 


F 


0 


a = arctan 


=arctan 


ka 


ka 


m 


Fo 


4 




m 


0 


3* 27 


3. 26 


由振幅矢量法求稳态振动，由图 3.27 


<4B - n 2 B = f Q 


f F 2 0 + k 2 a z 

k — mff 


fo 


B = 


<4 - n 2 


f Fj + k 2 a 2 

k — mO 2 


£)] 


「 

Ot 


Bcos^Ot — a) — 


— arctan 


cos 


X 




3. 28 所示的系统中，弹簧悬点上下做简谐振动 ， A = ⑽，初始条件为 


2 * 11 


求质量块的运动 


(0) = 0, o :(0) = t 。， 弹簧的劲度系数为 々，质 量块的质量为 
学方程. 


0) — 


X 






— kCx — JOs ) 


X = 


其中 x = 0 取在0时的平衡位置 


mx-\- kx = k —suuot 


O) 
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Vo 


工 - h 如 2 工= 


( 1 ) 


CO^ 一 Sin<Ot — VnCOSlUCOt 


(O 


这是一个常系数线性非齐次方程. 

相应的齐次方程有两个独立的解 


x x = coscot ， x 2 = sm ⑽ 


设？是非齐次方程的一个特解，用《泛典力学》上册， P .51 式 

(2, 2. 1广 


工 tf 

* » 

^ 1^2 - ^ 1-^2 


工 i/ 

、 

» • 

^1^2 — 尤1 工2 


dt + x 2 


ck 


X 


- JL 1 


图 3. 28 


其中 f = v O o)sinojt. 


经计算可得 


—— —V 0 tCOSO)t 


X 


(1) 式的通解为 


= Acoscot + Bsincut — —v 0 tcos(ot 


X 


初始条件 k = o 时 


(0) = 0，: c =: r (0)= t ;。， 定出 A = 




，： T 


X 


3^ 


0 』= S ， 


x = ^sin(ot— ^rvotcosm 

2 ⑴ 


k 


其中 


0)= 


如图 3* 29 所示，单摆悬点沿水平方向傲 
简谐振动， A ^ asirut ^， 已知摆长为/，摆锤质量为 w , 求 

微幅稳态振动中彡随时间的变化规律 


3 


3.29 


擎 


ml 2 6 = —mglsxnd—m sc S lcos0 ， 


x s = —— aco c sincot 


x & = asuuot , 


微幅振动 《很 小， sin 0 〜 0， cos ^=^ l ， 


ml 2 d-\r mglB — ma<o 2 lsinwt 


aw 


汐 + 年泛 = 




= +，/。= 卢 


0 




设稳态振动的解为 


= .BsinC^ 一 必 ) 


x 


用振幅矢量法可得 


强元栾.经典力学.北京:科学出版社， 2003. 
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aco 


fo 


acu 


B = 


— leu 2 


[ 


g 


(col 一 ⑴ 2 ) 2 + ^ 2 (i) 


2 


U ) 


2^(0 


♦ 


= 0 


=arctan 


— 


O ) 


2 


aco 


所以 


sin ⑽ 


x 


— l < o 2 


8 


2 _左 


，则将得到像上题那样含有 tcos ⑽ 项的解，不可能做微幅稳态振动， 


说 明：如 


O ) 




故在题中已暗示了 


图 3. 30所示系统中，刚性杆的质量可忽略不计端作用的强迫力 
FCdzFosin ⑽，图中 m 均为已知量.写出系统的运动微分方程，并求下列情况下 

质量 m 做上下稳态振动的 振幅： 


3 


(1) 系统发生 共振； 

(2) w 等于固有频率⑴。的一半 

用对固定轴的角动量定理 


m l 2 d =- 7 - 2 W ‘ 21 - k • 3 W • 31 + F(t) - 3 / 

'U ^ —sin 诚 


ml 


m 


m 


与 


2/? i = /osinarf 


比较可得 


fc r 3^ 0 

山 —ml 


27 


k 




3 


—，⑴ 0 




m 


m 


稳态运动 


6=Bcosicot 一 彡 ) 


h 


B = 
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(1) 系统发生共振的情况， 


fo 


F 0 


B = 


k 4 r 


2/3^ co 2 0 - j 3 2 


m 


9 m 


w 


了叫)的情况， 


( 2 ) 


w = 


fo 


4F 


0 


B = 


^ - 1^) + 4 妒卞 9 是 w i+ SS 


3.31 中所有刚性杆质量均可忽略不计,和 / 均为已知，弹簧支承 


14 


A 


求系统的固有频率叫)、阻尼比 C 


及微幅稳态振动的振幅 


端有运动， 


x s — asina)t 




CO 0 


3.31 


用对固定轴的角动量定理， 

mC 2 l ) 2 6 =- k(W — 


)/ — 7l 2 d- mg - 21 


x 


ka • 

-~: SIXKOt — 

4m/ 


7 


k 


K . 


轩 tn^tn 6 = 


21 


常数项一 §只影响平衡位置，并不影响稳态振动的振 


与 x +2/? x(olx — f o & in<ot 比较得 


k 


7 


ka 


k 


rv r% w A" rvt* 

— /•/ I T 1 ■ 

— 〜， /o - 4w/ 


O > 0 = 


4 


m 


A __ y/3m . 

~^/ k/m 


7 


阻尼比 


c = 


4 V mk 


w 0 


稳态振动的振幅 


fo 


fo 


B = 


(oj§ — oj 2 ) 2 + 4 卢 2 ⑴ 2 


^ o(l ~ r 2 ) 2 + 4 吨 


ka / 4 m / 


a 


\m 
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其中 


2(0 






k 


⑴0 


一个无阻尼的弹簧振子的受迫振动，若强迫力的角频率时发生共 
振，给质量块增加 lkg 的质量，当 12=4. 8 s - 1 时发生共振.求弹簧振子原来的质量块的质 

量及弹簧的劲度系数. 

无阻尼的弹簧振子发生共振时，强迫力的角频率 D 等于振子的固有频率叫).由 
此可写出对原来的质量块和增加了质量的质量块的两个式子： 


3 


k 


k 


2 


= (4.8) 


5 


4. 8 


可得 m = ll . 8 kg ， 是 = 294 N/m 

如图 3. 32所示，一台自由运行的马达，为了减少其振动被放置在一块薄的 
橡皮垫上，马达埋入橡皮垫 10 cm . 估算马达出现最大竖直振动时的转速(每分钟转数). 

这是一个受迫振动发生共振的问题，振动系 
统由马达的不转动部分(质量块）和橡皮垫（弹簧)组 
成，马达的转子难免不够理想 s 其质心有少许偏离转 
轴，马达运转时转子对振动系统施以强迫力，强迫力 
的角频率等于转子的转速.马达出现最大的竖直振 
动说明振动系统处在共振的状态< 橡皮垫作为理想 
的弹簧处理,不计空气阻力，则共振频率等于固有频 


3 . 2 . 16 


图 3. 32 


率， 


w r ^ 0) Q 


设马达不转动部分质量为 m ， 略去转子质量，则橡皮垫的劲度系数 


V 1 K 


k = 


工 0 


其中 X 。 为马达处于平衡时埋入橡皮垫的深度，即 Xo = 10 cm 


k 


K . 


⑴ o = 


x 0 


每分钟转数 


9. 8 


60 ^ _ 60 


⑴0 


= 94. 5 


X 60 =夕 X 60 


w = X 60 = 




In V 0. 10 


2芘 


2 宂 


2汀 


2 n 


工 0 


3.2.17 如图 3.33 所示，一辆汽车沿 

方向行驶并保持不变的水平速度 t ；, 汽车经过 
一个隆起部分，其形状为 


X 


= A \\ - 

(0<^<2/)，其他地方 > = ()• 求汽车在经过 
隆起部分时在竖直方向的 运动. 将汽车简化 


COS — 


: Vo 


3. 33 
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为一个质量为 m 的质点放在一个原长为 Z 。、 劲度系 数为々 的弹簧上.忽略一切阻力并假 
定弹簧始终保持竖直 




mK 


设丈时刻 m 的位置为 0，： y ) ，亡 = 0时，位于0，/。一 


，质点 m 在: r 方向的运动 


k 


是已知的， 


X — vt 


质点 m 在: V 方向的运动微分方程为 

my = — kiy — — ^ o ) — rng 


mK 


—k^y — A — l 0 + 

写上式时已用了 付，并代入了在 0< x <2 l 段成立的 故只在汽车经过隆起部分时 

成立 • 


—是 Acos —t 




k 


作坐标变换，令 r = ：y — — 方程化为 


k 


7tV 


mY+ kY 


— kAcos 




先求此非齐次方程的一个 特解. 设特解为 


7 TV 


y # = Bcos 


代入方程得 


B 


~f- kB =—— kA 


kl 


B = 


A 


mn 2 v 2 —— kl 


kl 2 


Y 


Acos 


# 


m 7 t 2 v z — kl 2 


通解为 


k 


Y =< 7 / 030 ^ + c 2 sinotf + Y* f co = 


m 


U 1 K 


jy =Y + A + ,o _ 


k 


»+ 


M 2 


V^K 


k 


k 


Acos 


+ c 2 sm 


= CiCO& 




mn 2 v 2 —— kl 


k 


m 


m 


mK 


，} = 0 ，定出 


初始条件为: £ = 0 时 ，y = lo 一 


k 


_ mn 2 v 2 

Cl kl 2 — mn z v 2 


A f C2 = 0 


kl 2 


m 7 t 2 v 2 

kl 2 — mn 2 v 2 


mg 


k 


Acos 


所以 


Acos 


y = 




m 7 t 2 v 2 — kl 2 


k 


m 


一个由凸轮激励的、有阻尼的弹簧振子，如图 3. 34 所示，凸轮使顶杆 A 在 
铅垂方向按锯齿波规律做周期性运动，凸轮的升程为 A , 周期为7\顶杆又通过劲度系数 


3 * 2 . 18 
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为匕的弹簧使有阻尼的弹簧振子振动.弹簧振子的弹簧的劲度系数为 h 质量块质量为 

阻尼系数为 y . 求质量块的稳态振动 


m ， 


t 


y 


h 


3. 34 


用向上为正的 ^ 轴表示质量块的位置，零点取在没有劲度系数为 i 的弹簧及以 
下装置情况下的平衡位置 




—— kx —— ki (x —— y) —— 7 x 


x 




2/? i + ^4 


^ = —y 


m 


，/= t ： y ，： y 是 t 的周期函数，在 t =0 至 f=T 一 个周期内 


7 


C3 Ilf ■ . 

丹 P — o ， w o — 


m 


h 


y = (0 <C ^ <C T) 


T 


由 3. 1. 24 题 ( c ) 已解得的结果有 

k x h I 1 


E 

n = l 


1 


fit )= 


一 sm(n(ot) 


7 t 


m 


n 


In 


其中 


^ = T 


非齐次项中的第 一项# 为常量，只影响稳态运动的平衡位置，令/ 


k X h 




= X — 


X — 


2 ma >\ 


k x h 


k x h 


取为 y 的零点，运动微分方程(关于 y 的）中无此常 


即将平衡位置 


x = 


2(々+ h )， 

量项，其余各项与关于: T 的微分方程无异 

对于/(0中第二项级数的第 n 项， 


2{ k + kx ) 


每 


k x h . / 2nn 


人⑴ =— 


sin 


T 


mnn 


引起的稳态运动为 


Inn 


xUt) = B 


t 


sin 




T 
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k+k } 4 丌 V 


7 2 4 W 


k x h 


其中 


B n —— 


+4 w 




T 


nurn 


m 


kih 


^7 r 2 n 2 m 


A7t 2 7 2 n 2 




々 + 是 1 — 


了 2 


了 2 


7tn 


7 27rn 


_ 27tn7T _ 

{k + k,)T 2 - 4^rVm 


T 


m 


<j> n — arctan 


=arctan 


k k\ 


tnn 


T 


m 


根据叠加原理，质量块的稳态振动为 


k x h 


kih 


+ 2工’《⑴ 

n^\ 


X =X 


2(Jk +kO 2(k + kO 


_ 2^ n 7 T _ 

{k + ki)T 2 — A7t 2 n 2 m 


Inn 


t — arctan 


sin 


T 


k x h 


M V 

TV 

n = \ 


2(k + ki) 


二 a n 


+ ^7t 2 7 2 n 2 /T 


是 + 是 i — 


了 2 


3.2.19 (1) —个有阻尼的受迫谐振子，它的运动微分方程为 


— mcolx — 7jc-\- Acos ⑽ 


mx = 


它的平均能量损耗率多大？ 

(2) 一个非谐振子的运动微分方程为 


colx + 


+ Acos 祕 


ax 


mx = — 


其中^为一个小的 常量， £ = 0时 ，: t = 0 ，i = 0, 求此后的运动到 a 的一次项 


■ ， A » 

m x = 一 mcoox 一 7 x-\-Acosa)t 


( 1 ) 


A 


x+ 2 戸 


一 coswt 




m 


y 


其中 

稳态振动解为 


=Bcos (cot — 彡 ) 


X 


A/m 


A 


其中 


B = 


( a)l —⑴ 2 ) 2 + 4 召 2 ⑴ 2 V m 2 (^ o _ o > 2 ) 2 +7 2 o > 2 


2伽 

^>0 _ 


7 co 


彡 =arctan 


=arctan 


m{col — w z ) 


<o 


强迫力所作的平均功率为 

Pi = 


T 


d 广 


Acosotf 


x 


T 


0 


(— AB) coso^sin ( ⑽一 ^)d(^) 


T 


AB 


[sin (2^ 

mi 


—— 炎）一 sin 炎 ] d(a^) 


2T 


AB 


sin^> • coT = —ABcosin<f> 


IT 
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_ 


7w 


因为 


sin 必 = 


m 2 (col — a) 2 } 2 7 2 o) 2 


所以 


P 1 = -j~7co 2 B 2 


阻力所作的平均功率为 


T 


Pz 


( — 7x)x 






T 


0 


T 


7 


[— Bcosin(cot — 多）] 2 山 


T 


0 


7w 2 B 2 


T 


^ r 7( o 2 B 2 


[1 — cos 2 (^t —於）]士 




2 T 


0 


如果平均能量损耗率仅指克服阻力所作的平均功率，则它等于女 


2 


d £ 


如果平均能量损耗率是指系统能量的损耗率，则它等于一 


— ( P1 + P2 ) = 0. 






ck 


— mo^x^r otx 2j r Acos(ot 


( 2 ) 


mx = 


用微扰法，要求准确到 a 的一级近似解，可设 


x{t) = j : 0 ⑴ + 似 1 ⑴ 


代入微分方程 


mx 0 -\- maxi = — mo) 0 x 0 — mco^axi 

+ a(xo + oxi) 2 + Acoscot 

m<ola: 0 — mw\ax l + ax\ + Acoscot 


^ — 


作上述近似时，只保留 a 的一次项. 

X 。⑴、^⑴分别满足的微分方程为 


mx 0 — — m ( olx Q + Acoscot 

mxi = — nuolxi + ^0 


( 1 ) 


( 2 ) 


。(0需满足初始条件即 x (0 需满足的初始条件 


X 


£ = 0时 兩 = 0，工0 = 0 


1(0 需满足的初始条件与 * r (>) 需满足的初始条件无关，总是£ = 0时 , X ! = 0, o：i = 0 

设式 （1) 的特解为 


- J+ v 


= Bcoswt 




工 0 


A 


找入式 ( lh 定出2?= 

式 ( D 的通解为 


(a>i — co 2 ) 


m 


A 


j： 0 = c 10 cosa> 0 t + c 2 oSina) 0 t + 


COS cut 


m (⑴ 0 — ⑴ 2 ) 


0 时，工 o = 0, 工。 = 0 


由初始条件 


得 


t 


(10 、（20， 




A 


(COSO )，一 COSO) 0 t) 


(3) 


jfVI i ■■■ 

工 0 — 


O 各 — CO 2 ) 


m 


将式 ( 3 ) 代入式 ( 2 ) 
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« 


A 2 


(coscot — cosa> 0 t) 


mxi = — mco^jci 


m 2 {col — oj 2 ) 


A 2 


= — mcolxi + 


~Cl + cos 2^ + 1 + cos 2^ 


(^0 — ⑴ 2 ) 2 
— 2cos(ty + ci>Q)t — 2cos ( 如一叫 ）, ] 


m 


( 4 ) 


可解得式 (4) 的通解为 


A 2 


x l =c n cosa) 0 t + c 21 sin + 


m^(col — co 2 ) 2 

cos2co 0 t cos {co + ⑴ 0 )【 

— f ■ ■ " 

6^>o + 2 叫 ) 


cosjco — O) 0 )t 
co ( o ) — 2 ⑴ o ) 


丄 cos2 ⑽ 

4 十 2 {(ol — 4 V ) 


X 


由初始条件:£ = 0，工1 = 0，可定出 


10 A 2 


3m 3 ajl(ajl — ia) 2 )(<o z — 4^o) 


由 t = 0 f x 1 = 0 可定出 c 2 i = 0 


10 A 


COS(O 0 t 


Xl = 


Zm^lCwl — Aco 2 ) ( co 2 — ^ wl ) 


A 2 


cos 2^ 

6 ^o 


cos 2 coi 

(^0 — (O 2 ) 2 lcol 2 (c4 — 4 如 2 ) 

COS(CW + (O 0 )t COS(a> — (j) Q )t 

0)((0 — 2 ⑴ o ) 

x(t) =Xo(t)-\-axi Q) 


3 


m 


(5) 


⑴ O + 2 ⑴ o ) 


所以 


其中 Xo 0) 由式 (3) 给出， JdOO 由式 (5) 给出. 

3.2.20 无阻尼的非线性自由振动，质量为 m 的振子受力 

= — kx + mXx 2 

其中 A 是小常量，求振子满足初始条件时 j ：(0)= A » i (0) = 0 的一级和二级近似解 

— kx ^ mkx 2 




m x = 


+ wlx — Xx 2 — 0 


( 1 ) 


X 


k 


其中 (4^ — 


m 


要求准确到二级的近似解, 


x(t) = X^CO + + A 2 工 2(，) 


( 2 ) 


将式 (2) 代入式(1)， 


+ 私 + X 2 x z + ^ o(^o + + A 2 x 2 ) 

— A(j： 0 -h kti 4 - A 2 x 2 ) 2 = 0 


工 o 


略去 A 3 及 A 的更高次幂的项， 


工0 + 如 ^3：。+ A(X! 4- ^0^1 — ^o) + A 2 0 2 + Colx 2 — 2x 0 x x ^ = 0 


A 的各次幂的系数为零， 


工 0 + ~ 0 

Xl + ^ 0 ：! 一 xl = 0 


(3) 


( 4 ) 
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x 2 + o>qX 2 — 2x 0 xi = 0 


( 5 ) 


需满足初始条件4 = 0时 fX 0 = A 9 x 0 = 0 * 

需满足初始条件: i = 0 时 ,xi = 0 ,ii = 0. 
需满足初始条件: t =0 时 i x 2 = 0 jx 2 = 0 . 

立即可写出满足初始条件的式 (3) 的解为 


工0 


X \ 


工2 




( 6 ) 


将式 (6) 代入式 (4) 


+ = A 2 cos 2 co 0 t = —A 2 (l + cos2<o 0 t) 


(7) 


工1 


找此非齐次方程的特解 


« 


A 2 


设 




+5 cos 2 邮 


X\ = 


2^o 


代入式(7)，可定出 


B =- -^4 2 


6^0 


故式 (7) 的通解可写成 


, 1 = , llC os^ + c 12Sin ^ + ^COS2. 0 , 


初始条件 v = 0 时 , Xi = 0 ,joi = 0 9 ^ 


得 


Cn ^ C \2 ， 


Al _ 

2^o 6^o 


A 


( 8 ) 


^ = — w cos ^ + 


cos 2^ 


0 


一级近似解为 


M 2 


(3 — 2 cosov — cos 2 ⑴ 0 f ) 


=x 0 -j- Xxi = Acosco 0 t + 


X 


6^o 


下面求二级近似解 • 将式 (6)、（8) 代入式 (5)， 


A 


工 2 + ⑴= 2Acosco 0 t ~ g(3 — 2coso^ — cos2^V) 

Ld^o 


A 3 


2A 3 


A 3 


cos 2 co 0 t — ^™^coso> 0 ^cos 


cosco 0 t — 


3 ⑴ 


O ) 


0 


0 




A 3 


A 


(1 + cos 2^) — ^2 (cos 3^ + cos ⑴ 0 O 


cos co 0 t — 


3^o 


<4 


A 3 


^ 5^4^ ^43 

~M + ^ COSft>0 ' _ ^ cos2a>0 ' 一 


cos 3 ⑵ 


6^o 


其中非刪是引发共振的力项，而處有限的， 〜 为二级小量’可见此 


题求二级近似解不能用通常的微扰法. 

下面改用处理长期项的办法*求满足初始条件 t = 0 时 ，: r = 4 ,i = 0 的一级和二级近 


似解 


可参看强元榮，《经典力学》上册第67页，科学出版社，2003 


★ 
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# 


将 W 也展成 A 的幂级数 


COq = Ce ) 2 OJ 1 A - f - Of 2 A 2 


(9) 


将式 (2)、（9) 代入式 (1)， 得 


i 0 + Arj + A 2 x 2 + O 2 + + a 2 乂 2 )(x 0 + Ax x + 义 2 工 2) 

— A ( x 0 + Arj + A 2 j : 2 ) 2 = 0 


+ (o 2 jo 0 -\r A(x! + <o 2 Xi + — Xq) 


X 


0 


+ ^ 2 { x 2 + co 2 x 2 + + a 2 x 0 — 2工0工 1) 一一 


= 0 


« ■ « 


A 的各次幂的系数分别为零， 


: r 0 + oj 2 x 0 = 0 
x y + co 2 Xi = xl — a x x 0 

x 2 + ^ l X 2 =— a 兩一汶 2 工 0 + 2x Q x l 


( 10 ) 


( 11 ) 


( 12 ) 


0(0 满足纟 = 0 时 Xo = A^Xo = 0 的解为 


X 


(13) 


工 o(0 = AcQSOJt 


将式 (13) 代入式 （11) 


x x + <^ z xi =A 2 cosW — a x Acoso)t 


= —A 2 (l + cos 2 ⑵ 0 — QiAcoscot 


2 


必须有限，要引起共振的项的系数必须为零，即 cosM 项的系数必须为零，.\~ = 0, 


X 


Xl + ( V 2 Xi - 


—A 2 + —A 2 cos2^ 


(14) 


2 


2 


，将式 （14) 中的⑴改成 o >。， 式 （14) 


作一级近似时 = + 今心= 0,有 0) 2 = 0)1 J 


a> = ^j 0 


就变成式 (7) ，前已得到 tiO ) 满足£ = 0时 x 1 ^ 0 ^ x } "=-0的解式 (8) ，零级近似时 o >= o >。 ，式 
(13) 中的 w 可改成叫，这样- • 级近似解与前面用通常的微扰法得到的完全相同 

时仍需保留原来的 A 不能用叫)，代入 


_ 


2 


下面求 x 2 00,式 （12) 中的 

^和化= 0,式 (12) 变成 


2 ，■ 


入 


or : 




: To、Il 


H 


x 0 


•• / 乂 2 ^2 

x z + (o 2 x 2 -- — o^Acoscot + 2Acoso^ —— ^TTicoso)， + — t^cos2^ 


6^ 


3 co 


A 3 


A 3 


Acoscot — —；(! + cos 2 祕 ） + -^cosotf 

3 ⑴ 


a 


O ) 


A 


(cos3 ⑽ + cosotf) 


6 ⑴ 


(- 


A 3 


5 A 3 


3 


A 


<^zA + 


QOSOJt — —^(1 + cos2 ⑽）一 

3^ 


cos 3^ 


QO ) 


6^ 


o : 2 (0 必须是有限的，不可能有出现共振的力项.由此， COSM 的系数必须为零 




5 A 


5 A 


— 4 + 巧 = 0 ’ 


0 f 2 = 


6 oj 


Ai _ 

3⑴ 2 3⑴: 


A 3 


X t +⑴ 2 工2 = 


cos 2^ — 


cos 3^ 


6 出 2 


可得其特解为 
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A 3 


A 3 2A 3 
3⑴ 4 9⑴ 4 


cos2 ⑽ + 


cos 3 诚 


x 2 


48 ⑴ 


通解为 


A 


x 2 = c 21 cosc^ + c 2 zS\n<ot + ~i ( — 48 + 32cos2 时 + 3cos3 ⑽) 

144 ⑴ 


由玄 = 0 时工 2 = 0 、工 2 = 0 定 


得 


(21 %^22， 


A 3 


x 2 = 7-—^ (— 48 + 13cos^ + 32cos2 ⑽ + 3cos3 ⑽） 

144 ⑵ 


A 2 


x(t) =Acoscot + A 


(3 — 2cos 诚一 cos 2 ⑽） 


6⑴ 


A 3 


+ A 2 


(一 48 + 13coso^ + 32cos2 诚 + 3cos3o>0 


144 ⑴ 


其中心 


已知一个单摆的悬挂点做强迫竖直小振动 7(0=7 ocos ⑽，此单摆由长为 L 
的无质量杆和杆端的质点组成 

(1) 假设单摆摆角振幅很小求摆角 P 满足的运动微分方程； 

(2) 求满足初始条件£=0时 ^ a ^< p = 0 的一级近似解； 

(3) w 为何值时发生共振，写出共振时满足式 (2) 给的初始条件的一级近似解 

(1) 设质点质量为 m ， 取随悬挂点做平动的非惯性参考系，由对悬挂点的角动量 


3 . 2 . 21 


# 


4 


定理 


mL 2 <p= — mgLsin<p — my Lsin<p 


7 = 7 0 cos ⑽， smpk <p 


9 满足的微分方程为 


7 。⑴ 


K . 


( 1 ) 


9 + 


coswt p = 0 


L L 


(2) 令 A =~《 l ，+ = o ^ 


L 


L 


( 2 ) 


p =许 + M 


将式 (2) 代入式(1)， 


9o + + (^1 — A ⑴ 2 cosotf ) (奸 + X<f\) = 0 


% + + ^(<Px + — (J^%C0S(Ot) + 


0 


• ■ * 


A 的各次幂的系数分别为零 


<Po + ^1% = 0 


(3) 


9 i H - — 

式 （3) 满足初始条件:(= 0时 f < fb = a ,< p 0 = 0 的解为 


(4) 


= 0 
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( 5 ) 


% = acosco 0 t 


将式 (5) 代入式 (4) 


仍 + ^ O^Pl = 如 


acosa) 0 tcoscot 


[cos(co + co 0 )t 4- cos (o> — o> 0 ) 广 ] 


= —ao) 


对两项非齐次项分别用振幅矢量法或待定系数法，可得其特解，进而写通解，可得 


aco 


^cos(o) + co 0 )t 


奶 ~ cicosco 0 t + — 


2(2 ^o + 


aco 


cos(o/ — <o^)t 


2 (2 ⑴。 一 

满足 £ = 0 时，灼 = 0, 仍 = 0 的解为 


aco 


aw 


cos(co + ⑴ 0 )艺 


^ cosco Q t — 


= 


2 (2 ⑴0 + 


— 4⑴0 


0 ) 


aco 


cos(oj — co 0 )t 


2(2 ⑴。 一 ⑴） 

所以满足初始条件 d = 0 时，的一级近似解为 


To 


aw 


<p =acosco 0 t + 


COSO) 0 t 


(2 ⑴ o + < o )( 2 ( o 0 — co ) 


L 


a<o 


+ 仞 o), + 


cos(co — a} 0 )t 


—cos( 


0 ) 


2 (2 ^o 一 ⑴) 


2 (2 ⑴。 + 




其中 


0) 0 = 


L 


A 时发生共振，由于引起共振的是微扰项，振动幅度仍然应是有 


(3) 当 (0—2(0 0 = 2 

限的，需用处理长期项的办法 


4 


Vo 

T ， 


将 <o= 2 (v 0 代入式 （1) ，仍用 A= 


L 


<p-\- (col — iAcolcos2(o 0 t)<p = 0 

<P~<ifb + ^9i ,col = co 2 + aiX 


将 


代入上式，得 


po + ^9^1 ~\~ (⑴ 2 + aA) (% + A(f\ ) — 4A(co 2 -f- 


X cos(2 V ^ + a x Xt)(% + ^^) = 0 


由 A 的各次幂的系数分别为零 


+ = 0 

_蠡 

<p x + co 2 <f\ + — A<o z %cos2(ot — 0 

注意：这里的 W 已不是题中 ^(t) — ^ 0 coswt 中的 如 ，这里7⑴ = % cos 2_ ，而 <0^0) 

式 （6) 满足 t = 0 时 ， <fb = a ， <po = 0 的解为 


( 6 ) 


( 7 ) 
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( 8 ) 


<Po = acoscot 


将式 (8) 代入式 (7), 


奶 + 0 ) 2 <^ = — a^coscot + Aco 2 acos(otcos2<^t 

— — a^acoscot + 2 出 2 a(cos3 诚 + cos ⑽) 

( — a 2 a + 2<o 2 a) coscot + 2(o z acos3<ot 




奶⑴是有限的，必须 COSM 项的系数等于零， 


a x a + 2 ( jo z u = 0, 


2⑴ 






Vo 


— cc^q A — cc^q 2^^ 


2 


CO 


L 


col 


4 ^- 2 f ) 


27 q 




(O 


CO 




L 


2Vo 


1 


L 


2 Vo 


To 


1 - 


⑴。〜 1 — 


O ) 


CO 




0 


L 


丄 


2 


(9) 


<p, = 2(^ acos3<vt 


<Pi r * 


(V 


设上述非齐次方程的特解为 


^— j^cos 3^^ 


— f ) 6 :〆 A 一[ 


A =- 


co^A — ?Ara ， 


—a 


4 


式 （9) 的通解为 


q\ — cicoscot + Qsm ⑽ 一 丁 acosX 


4 


满足 i = 0 时，仍= 0，灼= 0的解为 


<Pi = ~a(cosa)t — cos3 时） 


4 


f (0 满足初始条件 （=0 时 ，产 a 、< p = Q 的一级近似解为 


Vo 


= acoscot + —aicoscot — cos3 ⑽） 


p= 许 + A 朽 




4L 


Vo 


其中 


1 — 


O ) 


co = 


L 


3.3 简谐波 


平面简谐波 


3,3. 1 


3 ^= 0 . 2sin [ 兀 （ 0. — 300] 

的单位为厘米的单位为秒.求波的振幅、波长、频率、波速以及 : r = l C rn 处质元振 
动的初相位. 


工 、：V 


3 ^= 0 * 2sin[^(0. 5x — 300] 
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擎 


7 T 


— 茳（0. 5工— 30尤） 


= 0. 2 cos 


7T 


X 


= 0* 2 cos 30 ^r t — ~ ― 


60 


2 


r / \ 

^y = Acos[ ( v[t-f)+a_ 


= 2 ?rv 相比较，可得 >1 = 0* 2 cm ， v = 15 s— 1 ，u = 60 cm 


— l 


s 




60 


7 t 


V 


— = 4 cm 


a 


15 




lcm 处质元振动的初相位为 


x 




30疋 


7 T 


X 1 + 


0 






60 


一波的频率为 20 S h , 波速为 80 m • s - 1 ， 振幅为 0. 02 m ， 求： 

(1) 波的相位相差45°的两个点间的 距离； 

(2) 在一给定点处，时间相隔 0.01 s 的两位移之相位差； 

(3) 在一给定点处，时间相隔 0. 01 s 的质元的两个位置的最大距离； 

(4) 在一给定点处，质元的振动相位相差45°的质元的两个位置的最大距离 


3*3 




X 


3 ；= 0 . 02 cosI A 0 n \ t — — 


7 T 


工 1 


— 40? r | t — ~ 


(1) 40 ?r t — 




4 


80 


80 


j x % == 0， 5 m 


x 


X 


(2) 40^ t x — 


— 40 tt t 2 — — 


80 


80 


2 


= 4：07 r \ ti ~ t 2 \ =40^ rX 0. 01 = 
(3) yixyt ^ rO . 01)— 


—n 


)]- 


x 


x 


= 0. 02 cos 40 r f + O . 01 


0* 02 cos 40 茳 t — — 


80 


80 


x 


X 


= 0. 02 cos 40 ?r t ~— +0.02 cos 40 ?r t —— 


— 7 t 


80 


5 


80 


可用振幅矢量法求合振动的振幅，即任一质元在时间相隔 
0. 01 s 的两个位置的最大距离 

1)(^：，/ + 0, 01) — y { x f O I 


0.02 


2_ 


兀 


令 


7T 


2 


= 0* 04 sin — = 0. 0235 w 


= 2 X 0. 02 sin 


—n 


7T 


图 3_ 35 

(4) \ yix dd ) — y(x jt ) \ 




X 


X 


0* 02 cos 40 tt f + Af —— —0. 02 cos 40 /r t — — 


80 


80 


TV 


X 


JO 


+ 0, 02 cos 40 tt t — — 


0. 02 cos 40 ^r t — 


— 7T 


80 


80 


4 


TV 


= 0. 04 sm 7 = 0* 0153 m 


S 
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3 . 3.3 —列沿长弦线向: r 正方向传播的平面简谐波，位于 
处两质元的简谐振动 如下： 


x = xi = 0 及 


lm 


X = X 2 




7T 


y x = 0. 2 sin 3^,^ 2 = 0* 2 sin 3 町 + — 


的单位为米，？的单位为秒.求 

CD 频率； 

(2) 波长 A ; 

(3) 波速 

(4) 该两质元的相对速率的最大值 

0处质元的振动方程 


: y 


(X6 苁 


JL 


V 大 I 


0.6 兀 


JL 


Vi 


图 3* 36 


寺 


由 


X = X\ 




0, 2 sin 3 ^t 


: Vi = 


可把此向 x 正方向传播的平面简谐波表达为 


X 


: y = ()• 2 sin 3 ?r t — —— 


v 


由 x = x 2 = \ m 处质元的振动方程 


7 t 


y 2 = 0. 2 sin 3财 + 


可知 


3tt ♦ 1 


16n - 1 


7t 


~r — 2nn = — 


7 C 




I ； 


24 


， （n = 1，2,3,…） 


v = 


16n - 1 


(O 


— l 


— 1 


~ = 1. 5 s 


zv= 3 丌 s 




2 宂 


16 


v 


( m ) (n = 1，2,3,…） 


16w —— 1 


u 


TV 


0. 2sin 3 7tt 


y 2 — yi = 0* 2 sin 3 打 + — 




7 t 


y 2 — yi= 0- 6?rcos 3 丌 t + 


— 0. 6?rcos3^ 


7T 


= 0* 6^rcos 3^ + — + 0- 6?rcos(3^ — 


7 t 


yz — ^1 lmax= 2X0. 67 rsin — 


5 


7 T 


=1. 27rsin — = 0 - 234m/s 


16 


一 平面简谐波以 50 m / s 的速率沿 
负方向传播，在 £= ls 时的波形如图 3. 37所 
示，写出此波的运动学方程，并画出 ^ = ls 时各 

质元的 


33 


x 


3 y _ 


图 


-X 


图 3. 37 


dt 
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癰 


从图 3. 37上可看出， 


A = 10mm = 0- 01m , A = 2 X 10 


20 m 




已知 i^50m/s 


■ T " = 2. 5 s _1 ， 


a) = 2 ^ = 5 奶 _ 


y = 


A 


波的运动学方程为 

v =0* OlcosT 5 tt ( 舌 1 待定 




Is 时，在 x = 0 处，: y = 0. 005m,^f>0 


t 




a 


50 


0. 01cos(5?r + a) = 0. 005 


0. 005 


7T 


士 7 + 2 狀 


5^ + a = 


arccos 




0 . 01 




=— 0. 05^ rsin (5^ + a ) > 0 


因为 


dt 


可见， 5 ?r + a 在第四象限 


7T 


—+ 2nn 


5tt + a = 




2 宂 


a = 


此波的运动学方程为 


X 


+ 干兀 


y— 0. Olcos 5^ t + 


50 




X 


= 0. 05?rcos 5?rU + ~ + + "TT^ 


50 


dt 


X 


= 0. 05^rcos 5?rU + ~ + 了兀 


50 


£ = ls 时，各处质元 的孕为 


誉 /(m/s) 


a 


9 V 
.. 


0 . 05 ^ 


7 T 


= 0. 05 丌 cos —^c + 5^r + 


— 7T 


10 


dt 


0 . 0433 ^ 


7 t 


7 T 


0 


= 0. 05?rcos —x + 


40 


25 


10 


x/m 


10 


T 


3^ 


的示意图如图 3. 38 所示 


-x 


a 


一根均匀的长弦线，线密度为 


3.3 


3. 38 


0, 02 kg / m ， 被 50 N 的力拉紧，弦线的一端 : r = 0 

为负值 • 写出向 


正 


做简谐振动，振幅为 0. 02 m , 周期为 ls ，£ = 0 时，位移 y 为 ()• 01 m 
方向传播的简谐波的运动学方程 

7=0. 02 kg / m , T 0 = 50 N 


x 


a 


# 




2 江 


-* 1 


A = 0* 02 m,T = Is 9 (o = — = 2^rs 


T 
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T 


一 1 


—= 50 ms 


V 


0. 02 cos 2 ttU — — + a 


: y 




50 


dy 


=— 0, 02 • 2 ^rsin 2 ^r i — — + 


dt 


50 


0 处 ： y = 0. 01 m ， 营<0,可写出下列两式 

0* 02cosa = 0* 01 

— 0. 04 丌 sina < 0 


由^0时 




X 


在第一象限 ，V 


所以 


( m ) 


3 ^ = 0* 02 cos 2 n \ t — —} + 


50 


3 


一 脉冲从长弦线的一端行进至另一端，需时 0. 1 秒，弦线跨过一滑轮后悬一 
质量为弦线质量100倍的重物，问弦线的长度多大？ 

解设重物质量为 m ， 弦线长度为/， 


3.3 


T 


=100识，7 


= mg 




100 / 


T 


100 / 


I = vt = V 100 glt 9 l 2 = lOOgl • t 2 

l = lOOgt 2 = 100 X 9. 8 X (0. I ) 2 = 9. 8 m 

3.3.7 在拉紧的弦线上传播一个 脉冲： 


所以 


b s 


)0，，) 




b 2 + {ax + ui ) 


其中 a 、 b、u 均为正值常量，问： 

CD 此介质是色散介质吗？说明理由； 

(2) 该脉冲速率多大？方向如何？ 

(3) 弦线上: c = C 处质元在^ = 1时的振动速度. 

1) 此介质是无色散介质，对于色散介质，不同频率的波在其中传播时有不同的 
波速.一个脉冲是由频率连续变化的无数不同频率的简谐波叠加而成的，由于不同频率 
的波波速不同，随着时间的推移，脉冲形状将发生 变化. 而在无色散介质中传播，脉冲的 

形状是不随时间变化的. 

今 f 时刻脉冲的形状为 


b 3 






H~- (^ux ut^) 


在？ =0 时，脉冲的形状为 


b 3 


: y(x ， 0) = 


b 2 + ( ax ) 2 
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b z 


0处， 


}( 0 , 0 )= 6 , 


士 (2, 




3^ = 


+ b 1 2 




在/时, 


y ( x f O = 


6 2 + (ax-\-ut) 


ut 


一一 处， 


—— ，广 =b=y(0^Q) 


y 


一逆士 a 处， 


I 

3；卜 


b z 


b B 


Ut 


=>(士 a ，0) 


—土 K 


+ b 


ut 


炉 + 


———士 a +⑽ 


同样，可以更一般的证明 


)( — 


ut 


- 土 = y ( 士 c ， o ) 


这就说明了在传播过程中，脉冲的形状保持不变，介质是无色 散的. 群速^与 相速％ 是 
相同的. 


(2) 相速是相位的传播速度， 


+似=常量 


dx 


~ dt ~ 


负号说明脉冲是向 X 负方向传播的，速率为其实在 (1) 的解答中已能得出此 结论. 在 

《处 ，脉冲是以 


f = 0 时，脉冲的极大值位于 x = 0 处，在£时刻，脉冲的极大值位于 

A 的速率向工负方向传播的. 


(3) 弦线上 x = 0 处质元的振动速度为 


_ dy (0， g ) —立 

dt dt\ b 2 + u 2 t 2 ) {b 2 + u 2 t z ) 


2b s uh 


b 


dt 


i = 1 时， 


2b z u 


dyjxjt) 


(b 2 + u 2 ) 2 


dt 


在两端固定、长度为 100 m 的弦线上，有一如图 3* 39 所示的脉冲以 40 m / s 的 

速率向右行进，且保持其形状 不变. 


3* 3. 


: 


60 m 


40 m 


0,1 m 


lm lm 


图 3. 39 


(1) 定性地画出在脉冲处于图示位置时弦线各质元的振动速度的轮 廓图; 

(2) 近似地估算弦线质元的最大振动速度； 
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(3) 若弦线总质量为 2 kg ， 弦线中的张力有多大? 

(1) 在图示时刻，弦线各质元的振动速度为 


0 ^ ^ 39 

39 < 40 

40< x < 41 
x 〉41 


0 




— v 


dt 


0 


其中^>0,轮廓图如图 3. 40所示 


lm lm 


40m 


图 3. 40 

I 

(2) 弦线质元最大振动速度就是 （1) 问解答中的 u ，图 3.41 用实线和虚线分别 表示/ 

时刻和 t + At 时刻脉冲的位置 

脉冲传播的速率为 40 m / s,AB = 40 • 〜 

AC = vAt 




A 


B 


D 


E 


AC AE 
AB = DE 


AABC — /^ADE 


图 3*41 


Fin 0- 1 

即涵 = i ’ 


77 = 40 X 0. 1 =4 m/s 


T 


m 


(3) 


V 


m 


T 0 ^vlv = v 2 g ~ = (40) 


士 = 32 N 


100 


一个对称的三角形脉冲在弦线上沿 x 正方向运动，其最大高度为 0. 4 m ， 全 
长为 1. 0 m ， 波速为 24 m / s ， 在^0时，整个脉冲位于 

处质元振动速度随时间变化的曲线 

根据题意4 = 0时，脉冲的波形图如图 3. 42所示 


3 * 3 


lm 之间. 画出： c = lm 


0至 




X 


X 






在尤= 0至 t = 0. 0208 s 期间 ，X = lm 处 


y/m 


24 


质元的振动速度为孕, 


0.4 


a 


0 


夺 =X 24 = 19. 2 m/s 

dt 0 . 5 

在 0. 0208 s <^<0. 0417 s 期间 

^ = — 19. 2 m/s 


图 3- 42 


dt 
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春 


在 f <0 及 0417 s 期间 




= 0 


dt 


x = lm 处质元的振动速度随时间的变化曲线为 
不连续的四段直线，如图 3. 43所示. 

3 . 3. 10 气体或液体的压缩系数定义为是== 

这里一 dy 是压强增加时的体积减小量， 
标准状态下空气的压缩系数比水约大15000倍. 

(1) 推导声波速度公式 ^ = ，其中是质量 


當 /(m/s) 


19-2 


0.0417 


1 dV 


t/s 


0 0.0208 ； 


7 dp J 


-192 


图 3.43 


密度; 


(2) 在标准状态下，空气中的声速约为 330 m / s , 水中的声速约为 1470 m / s ， 假设水是 

充满了微小气泡的混合物，微小气泡仅占总体积的1%(忽略由气泡引起的混合物的密度 
和纯水的密度之间的差异），求混合物的压缩系数匕再求混合物中的声速 u 值，并与纯水 
或空气中的声速 u 值相比较 

(1) 考虑一维问题，考虑 


囑 


+ 3 x 段质元，传播声波时，两端分别位移到 x + 
和 2 + ( 12 ：+ 3 / + dj /， 两端压强分别为/ > 0 +( d 户)^ :和 /> 0 + ( d / O x + dLr ， 其中/> 0 是平衡时的压 
强，设截面积为& 




■ n* 1 v . 


! P 0 H <3 p)^dx 


: v+dx jc + dx+v +dy 




图 3.44 


该质元受到向右的力为 


h ...po + (d^) x ]5 — [^>o + (d/Ox+aJS 




5 


k 


丄 

k dx 2 


—— 丄办 

1 

k \ dx 


1 ^ 
k l dx 


Sdx 


S = 


其中用了压缩系数的定义:々= —, d ^>=— 


该质元的加速度为3 ， 由牛顿运动定律 


a 


❼ = 丄心! 

dt 2 k dx 2 


Sdx 


pSdx 






— pk 


= 0 


dx 2 


dt 


可见声波速度为 
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争 


^s/kp 

注 意:这 里定义的压缩系数是体积弹性模量的倒数 
(2) 对于混合物 


1 dh 十 dy 


1 / dy, t dy 2 

v\ dp + dp 


1 dv 


k =- 


dp 


V dp 


V 


丄！ 

V 2 dp 

设 K 是混合物中气泡的体积，为混合物中纯水的体积， ¥ = 01，^ = 0. 99 ，/^ 

15000L 


丄逆1 

V, dp 


^( y x k x + v 2 k 2 ) 




v 


v 


v 




是 = ()• OUi + 0. 99k 2 = (0. 01 X 15000 + 0. 99 X l)k 2 = 15U 2 

在混合物中的声速 


=~ t= X 1470 = 120m/s 

V151 


v 


^~ p Vl5U 2 /0 

比在水中的声速 1470 m / s 和在标准状态下空气中的声速 330 m / s 都小 


(1) 写出在弦中传播基波的频率与弦的物理性质、几何性质的关系; 


3 . 3 . 11 

(2) 从牛顿运动定律出发，分析一小段弦所发生的变化导出上述关系 


(1) 设 y 为在弦中传播的基波频率， 


T 


21 


V 


其中 Z 为弦线长度， T 为弦的张力，7为弦的线密度 

(2) 考虑弦线位于 

左方和 x + dx 右方弦线对该质元的作用力，重力与 h 、 
7 2 的合力相比可忽略不计 


+ d：r 段质元，如图3_45所示，受到的外力有 7\、 T 2 ，分别是 


X 


y 


t 2 


蠡 


T^cosA = T 2 cosd 2 = T 0 cosO° — T 


其中 了。 是弦线处于平衡时的张力 

在: V 方向，质元所受的合力为 


T 2 sin ^2 — T\sin 没1 ^ 沒 2 tan 沒 2 T\cos 沒 itan 沒工 

= T 0 ( tan ^ 2 — tan ^ i ) 


x+dx 






= T 


图 3- 45 


dx 


dx 


x+dx 




dj ： 


^ T 


dx 


由牛顿运动定律 


淨 y 




dx 


ydjo 


= T 


dx 


dt 


3^; _ To 3^ ^ 

7 dx 2 


dt 
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在弦线中传播波（只能是横波）的波速 


在长度为/的弦线中传播频率最低的波(基波)的波长 


— Av 


，即 a ) 中的^ 

3 . 3.12 声音在气体中的速度由下式计算^ = 7绝热体积模量/密度. 

(1) 证明此公式的量纲是对的； 

(2) 此公式隐含着认为声音在空气中的传播是准静态过程,但从另一方面，在空气分 

子的方均根速率大致为 500 m / s 的温度下，空气中的声速大致为 340 m / s ， 那么这种过程 

为什么能够是准静态的？ 

解 （1) 体积模 量&的 定义为 


基波频率 


A 21 


Av 


△户 k — 


准静态绝热过程的过程方程为和;，其中 y 是定压摩尔比热容与定容摩尔比热容之比， 
是无量纲的量， c 为常量. 

可得准静态绝热体积弹性模量为 k = r P . 由此或直接由体积弹性模量的定义可见，々 
的量纲与压强的量纲相同. 


[是]= [ 夕]= MLT _2 / L 2 = ML _1 T 


ML-'T 


— 2 


k 


= LT — 1 


= w 


-3 


ML 


P 


(2) 是否能用准静态过程近似，要看恢复平衡所需的弛豫时间 r 是否比此过程中外 
界变化经历的时间小得多.今在空气中传播声波这个过程当然不是严格的平衡态，但在 
局部可以看作近似处于平 衡态. 声波频率从 20 H Z 至 20000 Hz , 就变化最快的 v = 
20000 Hz 的声波而言,其周期 T =5 X 1( T S S ，在方均根速率为 SOOms - 1 的温度下，分子碰撞 

，约为平均自由程 


340 


频率很高，平均自由程大致为 lCT 7 rn ， 波长 A = 

的10 5 倍.在发生传播声波的变化一个周期时间内发生了这么多次碰撞，可以说，恢复平 
衡的弛豫时间 r 《声波的周期了，因此可近似认为声音在空气中传播是个准静态过程 • 

3 . 3 . 13 若有下述两列波在介质中 传播： 


-2 


=1. 7 X 10 


20000 




= > lsin (5^ — 100，％ = Asm (4 -r — 9,) 


式中^以米为单位 d 以秒为单位. 

a ) 写出合成波的方程； 

(2) 求群速度％; 

(3) 求出合成波中振幅为零的两相邻点间的距离; 

(4) 说明此介质是否是色散介质，说明 理由. 

y=yi J ry2 


( 1 ) 
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Asin(5*r — 10O + Asin(4x — 90 




= 2^4sin ~(9*r ~ 19/) cos —(x — t) 


= 2Acos — (j: — 


~ C 9 x — 19，） 


sin 


(2) 群速 t ； g 是振幅的包络波 




2Aqos —(t — 


2 


的传播速度 ， Pg = lm / s . 

(3) 合成波中振幅为零的两相邻点间的距离计算如下:设同一时刻£，相邻的振幅为 
零的两点分别为 A 、: r 2 ，则 


3 丌 


7 T 


(^1 — 0 ( 工 2 —() 




3 丌 


7 T 


7( 工 2 — 0 — 7(^1 — 0 = — 


= K 


/V - •-"* — ^ / ■ V ' 

乂 _ J ， JL 


_ 工 1 == 2 冗 


合成波振幅为零的点的位置是随时间变化的，可两相邻的振幅为零的点间距离不随时间 


变化 


(4) 此介质是色散介质 ，因为在其中 传播的两列波是具有不同频率的两列波 

Ct>1 = 10 s _1 , ft >2 = 9 s _1 . 它 们的传播速度 不同； tv . : = 2 ms 

的波形随时间发生 变化. 从 (1) 问跅得的表达式也可作出此结论 

3.3.14 两个不同的 音叉在 完全相同的两段长绳上产生稳定的简谐波，振幅戌= 


— = 2. 25 ms - " 1 . 合成波 


— 1 


，幻2 = 


4 


« 


2 A 2 ，波长々 = 设绳子除了与音叉交换能量外，不与其他物体交换 能量. 求两音叉给 

予绳子的平均功率之比 

设绳子的截面积 为义体 密度为卜线密度为7,则 V = f > S . 

P = IS — ~\r pa) 2 A 2 vS — -^tjo) 2 A 2 v 

两绳完全相同意味着 7 相同，绳子 张力了 相同，因而波的传播速度 U 相同. 

今两音叉产生的两列简谐波，波长不同，而波速相同，可见频率是不同的 

v/K _ A2 

v/X 2 ~ Ai 




4 


⑴1 


^2 


⑴ Z 


^l<4A\v 


Pi 


2 




A 


A 


⑴ 1 


2 2 • 2 2 = 16 


P 


A 


A 




⑴ 2 


2 


—rjoj\A\v 


一正弦式空气波沿直径为 0. 14 m 的圆柱形管子的轴向传播，波的强度为 

频率为 300 Hz , 波速为 300 m / s ， 求： 

(1) 波中平均能量密度和最大能量密度； 

(2) 每两个相邻质元同振动相位面间的区域中含有的机械能 • 


3. 3. 15 

9. 0XlCT 3 】/m 


S ， 
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-3 


I 9. 0X10 


= 3 - 0X10 _5 (J/m 3 ) 


( 1 ) 


e— 一 


300 


v 


最大能量密度^ = 2£=6. OX 10~ 5 J/m 

(2) 相邻的质元振动同相位面间区域的总机械能为 


3 


1 


1 


V 


E =£ • ~7rd 2 X = 


— ltd } 


e 


4 


4 




X 0.14) 2 翌 


一 5 


4. 62 X icr 7 (J) 


= 3. 0 X 10 




4 


300 


3.3.16 —波源以 3. 5 X10 4 W 的功率发射球面电磁波，在某处测得该波的平均能量 
密度为 7.8Xl(T 15 J/m 3 . 求该处离波源的距离.电磁波的传播速度为 3.0X10 8 m/s. 


P = 4 ： 7rr 2 e{r)v 


P 


4 


_ 3. 5X10 

4ttX7. 8X10™ 15 X3 - 0X10 


r 


4^re(r)t ； 

= 3. 45X10 4 (m) 

3.3.17 两列平面简谐波 


: Vi 




一 / \ - 
A 2 COS OJ 2 t — ~ + ^2 

L \ V I 」 


3^2 = 


同时在同一介质中传播，分别讨论叫关叫及^1=^2两种情况下波强是否等于两波分别 

单独传播时的波强之和 




尸 + >2 


r ( x \ 1 r ( x - 

Ajcos ⑴个 一 + A 2 cos 卜 2 ( 亡 _ + ^2 


dy 


—— A^sin 




dt 


叫 卜 — 王 ) + & + A\<o\s\n 2 a) 2 [ t — a 2 

L \ V I 」 L \ V I 」 




Alcolsin 


dt 


X 


X 


十 2i4 1 A 2 ^i^2 s i n ^1 ^ — — + sin o> 2 f — — + a 2 


v 


v 


x 


=—Alcol 1 — cos2 U — 


v 


+ ( 1 — COS2 <^2\ t — ~ + ^2 


V 


I cos (^ + 如 2 ) 卜 —* 




+ 戊1 — 02 


— COS 


ir ^ 


心，其中 r 是:^、了 2 的最小公倍数 


^ = P — 


* 


dt 


r 


0 


当 (0^0)2 ， 
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cos 2 [ ? — — I + \dt = 0 


r 


v 


0 


—+ a 2 dt = 0 


cos 2 ( o 2 \ t — 


T 


V 


0 


JO 


+ A + df 


(a>i + 0>2) £ — 


0 




cos 


V 


T 


0 


— o ) 2 )\ t — ~ + — ot 2 — 0 


COS 


V 


0 


pA \( i )\ + — pA \( i )\ 

pA \( ii\v + 

_ 

当时，上述四个余弦函数的积分中，前三个仍为零，第四个不为零 


e = 


V ^ 1 1 ^ ^2 


= £V = 


cos(ai — a 2 )dt 


cosOi — a 2 ) 




T 


0 


pA \ w \ + ^ pAl < o 2 2 + A/XcosOi 
A + L + A 1 A 2 ^ 2 t ； cos(a 1 — a 2 ) ^ I x + I 


— a z ) 


e = 


I = sv 




另一种计 算法: 


y — A x cos 


x 


Acos a ) t ———+ a 






由振幅矢量法(参看图 3. 46) 求 A 


1/2 


«2)] 


A + A ^ A ^ cosi ^ + 

= IA\ + A! + 2^^2005(^ — ag)] 1 


7 T — 


It 


I =— pA 2 co z v 


+ ^2 + — a 2 ) 4 




3,4 边界效应和干涉 


设反射波的振动方向仍保持入射波的振动方向，若介质的杨氏模量值为切变 
模量值的3倍，试用惠更斯原理求出一列纵波的反射波是一列横波的入射角以及一列在 

入射面内振动的横波的反射波为一列纵波的入射角，（不考虑这样的入射波、反射波能否 

_ 

遵从波的叠加原理的问题) • 


3 


Y ， 其中 Y 、7 V 分别是杨氏模量和切变模量 


y 


t ， 横波波速 


纵波波速 


Vt^ 


V\~ 


p 


p 


=^sf~^V x 


Y = 3N, 


V\ 



力学（上册) 


212 
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先考虑入射波是纵波、反射波是横波的情况.由于按题设，入射波的振动方向在反射时保 

持不变，则入射线必须与反射线相垂直.考虑图 3. 47中两条入射线1和2,当入射线1到 

达两种介质的界面（图中 A 点）时，入射线2到达5点，尚未反射.当入射线2到达界面 
(图中 C 点）时，在 A 点先行反射的反射线1到达图中 S 点. 


图 3. 47 


AB 与入射线垂直 ，£C 与反射线垂直，入射线要与反射线垂直，丄 5C， 由惠更 
斯原理是反射线1到达5点那时刻在界面上从 A 点到 C 点先后发生的子波的波前 
的包迹与图中所画的圆相切. 

反射线从 A 至 B 经历的时间也是入射线2从 B 至 C 经历的时间.设此时间为以, 


则 


AB = v t At 9 BC = 


因为 ，所以 BC = ^Z AB 

入射角 


BC 


v^y 


ZBAC 


60 


arctan ^ ^ arctan 






用同样的方法考虑入射波是横波、反射波是纵波的情况，可得入射角: '=3 cr . 

有一稀奇的现象，当风从声源向观察者吹时，人们偶而听到来自远方的声音， 


3 


惊人的清楚 

a) 说明这个现象不能用“随风而来”来解释，即均匀的风速不能说明这个现象； 

(2) 吹遍地面的风，有一垂直的速度梯度，在地面附近可近似表示为 t ；= 耖 2 ,这里 : v 
是离地面的髙度4是常数.对于给定的 A 值和声速 A ，计算顺风时出现声强最大增强处 
离声源的距离 W 


« 


提示: 可以假定声波线遵循下列轨 道:^ = /^11 — 


(3) 人们还注意到，甚至在无风时，声音在湖面上传播也有增强现象 • 在这种情况 
下，将发生什么？ 


解 （1) 若是声音“随风而来”，则在风经过的地方都应能清楚地听到声音，不可能出 
现只在某处特别清楚的现象.这一现象可用声波的折射得到解释.由惠更斯原理可知, 
当波遇到不同波速的分界面时，波线的走向要发生 变化. 这种情况也可以在单一介质内 

发生， 例如: 气体中的声速与温度有关， AOCV 〒，如气体中存在温度梯度，在气体中传播 
声音，波线可能发生 弯曲； 再如 ：介质 处于运动之中，不同部分具有不同的速度，也会发生 
折射.在地球表面附近的空气中，温度梯度、速度梯度都可能存在.梯度的正负号不同， 
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声波可能向上弯曲远离地面，也可能向下弯曲，先远离地面后又转向地面，在后一种情况 
下，就会出现声音在相当远处可闻度比别处(稍近或稍远处)更高的现象 

(2) 设％表示无风时的声速，也是地面处 (: y = 0) 的声速，表示风速，则 t ； s 也是在 
的运动的介质参考系中的声速，对静参考系，声速为％ +!；. 由折射定律， 




V 


sin/ 


Vi 


smr 


V 2 


其中 


分别是从介质 1 进入介质2的波在介质1和介质2中的波速 ，/和 r 分别是入 


^1 ，以 2 


射角和折射角 

这里只有一种介质,但由于介质是运动的，在地面以上，有一垂直的速度梯度1=蛞 2 
为离地面的高度 

根据提示，画出波线的轨道如图 3. 48所示，由折射定律， 

+ ^ sin ^ 

+ O + dt ;) sin (沒 + d 没） sin (没 + d 汐） 

注意：风速是沿 i 方向的 , T ^ S + T ； sin ^ 是以0角入射 
时对静参考系的声速，其中％是相对声速，是 

牵连声速 * sin (夕 +d 夕） = sin ^+ cos ^ d ^+ …， 只保留 

一 级小量，可得 


_ 




争 


sin 汐 


v 


v 


y 


!沒 +d 沒 


h 




— r 


dv dsin^ 

sin 2 ^ 


沒 0 


V s 


由 r = ^ y 2 ， ck ; = 2 A 3； d 3；， 将上式改成 

2kydy _ dsin^ 

_ sinW 


S 


O 


X 


图 48 


Vs 


K 


设在处入射角为‘显然，当0=■^时 ，： v = A ， 达到最高点 

2kydy 「7 cosddd 

sin 2 汐 


h 


V s 


6 


0 


0 


k 


—h 




sin^o 


V s 


由提示的假设，波线轨道方程为 


7 tX 


y = hsin 


s 


4^ 


Kh 


7TX 


cotd = 


— COS - 


dx 


s 


s 


nh 


7 VX 


1 — 


cos 






sin 汐 


s 


s 


0，没 = 0。，代入上式 ， 


y = 0 时， 


X 




nh 


sin^ 0 


s 


2 


7th 


k 


-h z 


1 ~h 


— 1 






s 
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7VV 


解出 


5 = 


k (2 v s + kh 2 ) 


7TV 


7TV 


或 


是％ (1+CSC 汐 0) 


叫 1 +“ 


(3) 由于水的比热容比空气的大，在白天，湖面以上在一定范围内温度是递增的，气 


体中的声速与温度的平方根成正比，因此声速也是由湖面向上递增的，这样的速度梯度, 
声波连续折射导致波线向下弯曲，将发生与 (2) 问所述的类似 现象. 在夜晚，情况相反，波 
线向上弯曲，不会岀现与 (2) 问类似的现象. 

3. 4.3 当平面简谐波垂直入射于两种介质的界面时，证 明:对 于没有耗散和吸收的 
无色散介质，在任何时刻，入射波的波强等于反射波的波强和透射波的波强之和. 

证明 以分段均匀的、沿 x 轴放置的长弦线为例,^<0处，线密度为处，线 
密度 为如在 ^ = 0处相接，弦线张力为: T 。， 横截面积均为& 


CO 


入射波 


Acosim-k^, k,= - 

反射波 : y 1 




^1 


CO 


透射波 


Ccos(a^ — 々 2 工 + a 2 ) ， k 2 — 一 




3^2 


V 2 


T 


T 


= 


7 i 


72 


在 x = 0 处，满足边界条件 


+ y l = j 2( 弦线连续) 


^ c ^ i+y i > 


3 y 2 


= 0( 作用于 I 。点的合力为零) 

A - hB=C 


+T 


— T 


dx 


dx 


即 


B 


C 


A 




v 




^2 


2^ 


Vo — Vi 

B = C = 


可解出 


A 


W 十。 2 

= ^p l w 2 A 2 v l , I\ = '7TPi^ 2 B 2 v 1 




V 


2 


^2 


— p 2 ^^ V 2 




72 


7 i 


其中 A = 


9p2 = 


S 


S 


PiB 2 vi~\~ ptC l v t = P\A 2 vi 


要成立，必须有 


T 


，两段弦线， TwS 相同， 


因为 


v = 


V 


P 2 


^1 


，或 


Pl^l = Pl^Z 


Pi 


Vt 
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争 


* 


iv 


^2 — 

Vi + v 2 


^ 2 Vi + p 2 


A 2 v 


p 1 B 2 v 1 + p 2 C 2 v 2 = p x 


(^i + v 2 ) 

P2V2 

P\Vi (v l + v 2 ) 

pM 

P\ViV 2 Oi + ^ 2 ) 

4^ i ^ 2 

^(^1 + v 2 y 1 (^1 + v 2 ) 


2 


4：v 


^2 — ^1 
V 1 + V 2 


心 [(知 


Av 


(v 


V ,) 


Pl^ 2 Vl 


PiA 2 v 


所以 


h = r , + h 

两根连在一起的弦线，线密度分别为％和 I ，设想有一波从弦线2向弦线1 


3 


* 


囑 


传播，设入射波方程为 


3^2 = -Acos {(Ot ——走 2 工) 


O < 0) 


1 = 1和？^ = 9时的反射波、透射波的数学表达式 


边界位于1 = 0处 * 试分别求出 

上题从介质1向介质2入射，这里相反，因此用上题结果时，脚标1、2需对调， 

反射波 zy 1 2 = Bcos(a>t-\-k 2 x) (x<C0) 

透射波 : yi=Ccos (⑽ 一 hxKiX )) 


攀 


Vi 


Vl 


Vz 


Vl 


^1—^2 

十 


其中 


B = 




A 


Vi 


V 2 


lv x 


V 2 


c = 


A 


羞 = 


^1 + ^2 


V2_l 


的情况， 


—AjC=—A 


Vi 


一 ~AcOS ((Vt^kzX^^—AcOS (a)t-\-k 2 J0 — tc) 


y 2 = 


—Acos ( cot — k \ x ) 




^1 


V 2 


= 9 的情况， 5 = 7 A，C = 7 i 4 


7 i 


y 2 = ~ 7tAcos ( cot -\- k 2 x ) 


—Acos(cot — kix) 




>1 


列波从线密度为 I 的弦线传向线密度为％的弦线，在连接点处反射波和 

透射波振幅之比 r 、 相位关系与％、％间有何关系？ 

可用 3. 4. 3题中得到的 结果： 


3 




Vi - V 72 


V2 — V \ 


A 


B = 


^ = 


V 


V 


Vl + v 72 
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參 


2v 


7 i 


C = 


A = 


A 


+ v 2 


B 


1 


Vz 


r 


1 — 


c 




Vi 


h 


Vz 


当72>1时， 




Vi 


lz 


=(1 + 2 r ) 


Vi 


此时两波相位相反; 


Vi 


当公 <仏时， 




7i 


Vz 


(1 - 2 r ) 2 




Vi 


此时两波相位相同 


參 


C 


B 


平面声波自空气中垂直入射到水面上，求振幅反射系数号和振幅透射系数3 


3 


» 


* 


A 


A 


a( ： Vi+y 1 ) dy 2 


的边界条件需作修 


提 示：空 气和水的体积弹性模量不同，在界面处， 


dx 


dx 


改 


入射波 


Acos {(ot — k\x) 

夕 ’1 二 ficosCo^+hjiH 




: yi 


反射波 
透射波 
边界条件 


) -仏 


:/ 


Ceos i(Ot —— 是 2 工 + 。 2 ) 




3^2 


0处，波位移连续稆波压强连续 




X 


暑 


( 1 ) 


: yi 卞 ^ 1 = ^2 


dy _ 


Pi + ^ ； 1 =夕2, 


p = K 


dx 


其中尺为介质的体积弹性模量 

第二个边界条件改写为 


dyli 


办1 


3y 


( 2 ) 


—一尺1 


= K 


K x 


dx 


dx 


dx 


由式 （1), 


Acostot + Bcos {(ot + = Ccos(otf + a 2 ) 

Acosotf + Bcoscotcosa l — Bsm(ots\na l 

= Ccosojtcosa 2 — Csincotsin^ 

任何时刻均成立，两边 cosc ^、 sina ^ 的系数分别相等， 

A + 5cosa 1 = Ccos^ 2 

Bsina x = Csina 2 


(3) 


( 4 ) 
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由式 （2), 


K 1 k 1 Asincot — 尺 jjsin (祕 + a x ) = K 2 k 2 Csin((ot + a 2 ) 

K^iAsinajt — Kik^sincotcos^ — K ABcoscotsino^ 

= K 2 k 2 Csincotcosa 2 + K 2 k 2 Ccos(otsina 2 


两边 cosft ^、 sin ⑽的系数分别相等， 


( 5 ) 


Kik x (A — Bcosa^ = K z k 2 Ccosa z 

— Kik^Bsinax = 尺 2 々 2 Csina 2 


( 6 ) 


式 (4)、（6) 是关于 5、 C 的联立方程组， 5、 C 有非零解，必须系数行列式等于零，即 


sma x 

—— K 2 k 2 s\na 2 1 
(— K z k z — Kik^sina^in^ = 0 


一 sma 2 


— 0 


因为 


+ K 2 k 2 7 ^ 0 


必有 sinai = 0 ^ sina 2 = 0 


再有式 (4) 或式 （6), 因为 5、 C 均不为零(既有反射波，又有透射波），则 sinq 与 sina 2 

中一个为零的话,另一个也一定为零.所以两者均为零. 

可取 A 、 々为0、士 tt . 不同取法，影响 B 、 C 的正负号，任何一种取法都可以，今取 h = 


^2 ==z 0 


也可以换个讲法作出上述结论，把式(4)、 （6) 看作关于 sina ^ sina 2 的联立方程，因为 
其系数行列式 


— C 


B 


( — 尺 — K'ki)BC 0 




| - K.k.B - K 2 k 2 C 

(因为三个 因子： 一 K 2 fe 2 — 均不为零)这个 sina ^ sin ^ 的齐次方程只能有零解， 


sinaj = 0 9 sina 2 = 0 


a l = 0^ a 2 = z 0 代入式 (3) 、 （5) ，得 


A B = C 
K.k.CA — B) = K 2 k 2 C 


解得 


2 尺 1 是 1 


B — K'k\ — K 2 k 2 C 
A = + K 2 k 2 9 A — K.k, + K 2 k 


K 


O ) 


用波速 


t 或[=岬 2 及 A 二二， 




p 


V 


a) 


(O 


P\V\ — — p 2 v 2 


B 


P\Vi — p 2 v 2 


^1 


V 


P\Vl + PzV 2 


A 


CO 


(O 


Pl v\ - + p 2 vl 


Vz 






^ I 


+ 




-51 c 




a» l 


c~4^ 
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華 


7 一长列振幅为4的波包，主要由角频率很接近〜。的波组成，它在一根无限 

长的线密度为 V 、张力为丁 的弦上传播.波包碰到弦上一个质量为 m 的小珠，设 mg 《 T \ 


3 


3.49 


(1) 求透射波 振幅； 

(2) 在 m 、 a >。 很大的极限下，透射波振幅与 w 。 有何关系? 

CO 沿弦传播的波满足波动方程 




^-^8 = 0 


dt 


T 


，波数 叫 


JL 


波速 


T 


A 


频率接近于叫的波接近于平面简谐波，取弦线为 I 轴，小珠所在点为 x =0. 波从 
<0入射，波动方程的解可写为 


一 


y 1 = Ae l(kx ~^° + Be 

Q e iCkx-^ Q t) 


Or <0) 


(x > 0) 

其中 a 、5、 (：分别为入射波、反射波和透射波的“振幅”（允许为复数，还包含有相位关 
系 ）， 1、 | C I 是反射波、透射波的振幅 

由小珠所在的 x = 0 处位移连续，即 ： yi \ x ^ 0 = yz U =。 得 

A + B = C 

对小珠用牛顿运动第二定律，可写出第二个边界条件(参看 


y 2= 




( 1 ) 


右图） • 




T + T 2 sin ^ 2 


dt 


= —T ^ os ^ tan ^ + T 2 cos 夕 2 tan 汐 2 


dyi 


3 y 2 


+ T 


= — T 


dx 


dx 


图 3- 50 


— mw 2 0 c =- ikT ( A ~ jB ) + ikTC 


得 


^0 


( 2 ) 


A-B = 1 + 


C 


\kT 


式 （1)、（2) 相加，解出 


2 A 


c = 


( O 2 0 


2 + 


i^T 


2 Z 


= 


m(ol 


kT 
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2A 


-JyfT. 

一 列简谐波沿线密度为 V 、张力为 T 。 的弦线从右入射,被套在竖直棒上的无 
质量小环反射，如图 3. 51 所示，环受到的摩擦力的大小与速率成正比，比例系数为八求 

振幅的反射系数 # ，并讨论 7 


(2) 当很大时 ， |C 


mco 0 


3* 


* 


和 7-0 的两极限情况 


— ►OO 


A 


入射波 


Acos 


，十 — 


^1 




反射波 : y i=5cos 

小环的运动学方程为 ：y = Ceos (a^+o;) 

边界条件，工=0处， 


^ = >1 + yi 

&丄包 

dx dx 


( 1 ) 


— t 


= F 


( 2 ) 


其中 F 是小环对弦线在 : y 方向的作周力。 

对于小环，因小环无质量，小环所受合力为零，用 F, 表示小环受到竖直棒的摩擦力， 




F, = - 7 


dt 


弦线对小环的在 y 方向的作用力为一 F ， 


_ F F 


• M 1 

-rib* \ m 




所以 


F - F = - 7 


dt 


式 （ 2 ) 可改写为 


+ 警 ) 




= 7 


(3) 


dt 


由式 (1 ) 可得 


Acoswt + Bcosiwt + ^i) — Ceos (cot + a) 

Acoscot + Bcoscotcos^ — .Bsin^sin^ 

=Ccoswtcosa — Csinwtsina 


两边 cos^.sin^ 的系数分别相等， 


A + ^cos^! = Ccosa 

Bsina^ = Csina 


(4) 


( 5 ) 


由式 (3 ) 可得 


— T 0 — Asin ⑽ + T 0 — Bsin(cot + a } ) = — 7ojCsin(ajt + a) 


Asino>? + T 0 — Bsincotcosa^^ + T 0 — J^cos^sin^ 


- T 


—— 7wCsinojtcosa — 7o)Ccos cotsina 


两边 sincot^coswt 的系数分别相等， 
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_ 


CO 


0 ) 


—T 0 — A + T 0 — Bcos^ = — YwCcosa 


( 6 ) 


z; 


v 


CO 


T 0 — Bsin^ = — YcoCsina 


(7) 


v 


式 (5) 、（ 7) 两式作为 simsiru^ 的齐次方程，其系数行列式不等于零，只能有零解， 


0 , 


sm^ = 0 


sma 




取 “=0，七= 0,代入式 (4) 、 （6) 得 


A + B = C 


T 


T 


0 


A + —B =- /C 


V 


V 


B 一 T 0 — y<o C 

A TQ-\~yco f A TQ-\~y(o 

1 ，这是固定端的情况；当 y—o 时 =1 ，这是自由端的情况 
若上题的小环具有质量 m ， 环与竖直棒间无摩擦，有一列角频率为如的简谐 

波被小环反射，求振幅的反射系数 # 及与入射波的相 位差. （设 


27(0 


解得 


B 


时， 


当 7 






A 


3 


A 


x 


入射波 


^yi =Acos 


尤 + 


0 ) 


V 


JO 


反射波： 

小环的运动 
设 F 为小环对弦线在 y 方向的作用力 


y^Bcos W t — — -\-a x 


v 


Ceos (^+ a) 






dy f i 


3 yi 


F =- T 


0 


dx 


dx 


— F 


my= 


由上述两式可得一个边界条件 


(V 


— T q —Asiruot + 了 0 —Bsin(cot + a x ) = — m<v 2 Ccos(ojt + a) 


V 


V 


O) 


O) 


O) 


— T 0 — ylsinatf + T 0 — Bsincotcos^ + T 0 — Bcos^tsin^ 


v 


V 


V 


a> 2 Ccosa)tcosa + m(o 2 Csin(otsina 


的系数相等， 


两边 


sin 时 、 cosaX 


—T 0 ^-(A — Bcosa^ = mw 2 Csina 


( 1 ) 


V 


(O 


T 0 — Bsin^ — —— mo) 2 Ccosa 


( 2 ) 


v 


另一个边界条件是 


^ = ^ 1 ! 

Acoscot + Bcos((ot + a x ) = Ccos(atf + a) 

Acoscot + 5COS ⑽ cos% — Bsiruotsina l = Ccoscotcosa — Csincotsina 


+ y ： 


sinatf 的系数分别相等， 


两边 


COS ⑽ 


第三章振动和波 


221 


# 


A + Bcos^ = Ccosa 

— Bsinay = — Csina 


( 3 ) 


(4) 


由式 (1) 、 （ 4) 消去 Csina ， 得 


—T 0 —(A — Bcosa x ) = mw 2 Bsma l 


(5) 


v 


由式（ 2) 、（ 3 )消去 Ceos a,# 


0) 


T 0 — Bsin^ = — mco 2 (A + 及 osq) 


( 6 ) 


v 


式（ 5) 、（ 6 )可改写为 


T 




^A- 


0 


x B = 0 


(7) 


— cosa — mojsma 


v 


V 


T 


0 


( 8 ) 


mcoA 一一 


sm^ + mcocosa^B = 0 


v 


A 关 0 、 B 关 0, 关于 A.B 的齐次方程有非零解，其系数行列式必为零，即 


T 


T 


0 


0 


— cosa —— meusm^ 


v 


V 


= 0 


T 


0 


sma x + mcocosq 


ma) 


v 


To T 


T 


0 


0 


sin^ + mcocos^ 


+ mco 


= 0 


— cos^ — m^isin^i 


v 


V 


V 


2T O m(ov 

m 2 co 2 v 2 -T 2 0 


解出 


tana! — 


由式 （ 7 ) 得 


T 0 


B 


v 


A T 


mow 


0 


cos^ 1 — 


tan^! 


cosq ——m^sin^ 


T 


v 


0 


(mW 十 Tl) z 


4T 2 0 m 2 co 2 v 2 — 

(m 2 w 2 v 2 — To) 2 Cm 2 a) 2 v 2 — Tl) 


sec 2 a x = 1 + tan% = 1 + 


m 2 a) 2 v 2 — To 

m 2 co 2 v 2 + Tl 


cosa l — 


B 


将 coso^tanA 代入 7 的式子，经计算可得 


A 


B 


=—1 


A 


m 2 co 2 v 2 - Tl 

2 co 2 v 2 + T 


— T o 7 ] 

+ To7 


m co 


^1 


=arccos 


=arccos 


w 


0 


《 - > 

)=arctan 2m ⑴ 

1 [m^-T 0 vi 


2T 0 marv 
m 2 w 2 v 2 — Tl 


或 


a! = arctan 


B 


小环质量不为零时，虽有 ^^ 《了。，仍不同于自由端（自由端的结果是 J = 1 = 0)* 

3. 4* 10 线密度为？的一根长弦处在张力 T 。 下 ，一 点质量 m 附着在弦上某一点，从 
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左边入射一角频率为的波沿这弦传播，设 rn ^« T 0 . 

(1) 计算被点质量 m 反射的那部分能量与入射能量 之比； 

(2) 假定点质量 m 被一线密度为长度 / = f 的短弦代替，固定 w 值不变，变 

/和 V J 满足什么条件，上述结果能近似成立？ 

沿弦线方向取工轴,点质量所在位置为原点，向右为正，则入射波的表达式为 


Acos ( 时一 kx) 


3^1 




设反射波和透射波表达式分别为 


Bcos(cut + kx + ^) 

y 2 = Ceos (^cot — kx + 


3 ^i = 


边界条件为在工 = 0 处， 


3 ^i + yi = ^2 


3(yi yO 


3y 2 


+ T 


— T 


= rny 2 


dx 


dx 


Acoscot -\- Bcos {cot + o?i) = Ccos{a)t 十 a 2 ) 

— T 0 kAsina>t + T 0 kBsin(a)t + %) + T 0 kCsin{ajt + a 2 ) = — rruo 2 Ccos{(ot + a 2 ) 
coscot^sinojt 


的系数分别相等，得 


由 


A + Bcosa l = Ccosa 

Bsin ^ 

TokBsin^ + T 0 ^Csina 2 =— ma) 2 Ccosa z 
T 0 kA + TokBeos^ + T 0 kCcosa 2 = mco 2 Csina 


2 


Csina 




用前两式消去后两式的 Ccosa 2 Xsina 2 

TokBsin^ 4 - T 0 kBsina l ― 

— T 0 kA + TokBeos^ + T 0 k(A + Bcosa^ = met/Bsiru^ 

2T 0 k 


a) 2 (A + Bcosa^ 


由后式可解出 


tana != 


+ ATlk 


, COS«i = 


see % = 


+ 4 T ^ 2 


由前式得 


B 


cos ^ imeo 2 + 2 T 0 ^ tana 1 ) 


A 


代入 cos ^ tar ^， 经计算可得 


B 




T 


用是 




V 


B 


A 
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B 


m o ) 


+ AT o 7 

当质量 m 被线密度为 <(》7)、长度为/ =告的短弦代替时，只要 Z 《 A ， 上述结果能近 


A 


m co 


i 


似成立 


2 沉 jT 

— V= _ A — 


V 


因为 


A= 


V 


V 


CO 


CO 


27t T 


所以 / 需满足的条件是/《 

3 . 4 . 11 一个点质量 m 附在线密度为7、张力为了的无限长的弦上，同时和一个劲 
度系 数为& 的弹簧相连，并受到一个外加的力如图 3. 52所示.点质量运动时，它 
在弦上产生一个起始波 


V 


* 


y 


k 




F ⑺ 


图 3.52 


(1) 求质点的运动微分方程和弦的运动方程； 

(2) 若 F (0= F <> C C ) S a ^ 求辐射到弦上的平均功率(不考虑瞬变过程）； 

(3) 如果没有驱动力，点质量的振动将衰减掉，证明它与弦耦合引起的阻尼等同于一 
个摩擦阻力 f =~ 7 v ，其中 V 是点质量的速度，求7与弦的参数之间的关系. 

(1) 弦的振动由下列波动方程及边界条件 确定： 

ly 1 _Tly 1 

7 dx Z 

ly 2 T 3^ 

dt 2 々 9j0 2 


= o 


— oo < x 〈 0 


dt 


o < ^： < 


= 0 


边界条件 :: y i ( 0 ， f ) = 3 ; 2 ( 0 ， z ) 


dy 2 (0 9 t) 


dyAO^O 


= T 


- T 


—ky -\- F(t) 


m 


dx 


dx 


dt 


这里设处于平衡位置时弦是水平的，:^、^和^均以平衡位置为零点，: V 既可以是 A ，也可 

办 i(0,O 


办2(0,0 


以是 一 b 是作用于点质量的弹簧力和重力的合力.了 

右方和左方的弦对点质量在: y 方向的作用力 

^(：^)、：^(:^)可以包含各种频率成分，对于其中任一个角频率0；，设 


分别是 


m-T 


dx 


dx 


4 


X 


3^i(:，0 = Acos co t + ——+ 


v 
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X 


y 2 Cx jt ) = Bcos aj t 


— (X 






V 


由 3； i (0^)=3；2(0^) ,^ = £,^1 = ^2 


=a 


x 


X 


y \ = ^4 cos ⑴亡 + — + a ，夕 2 = Acos \ ^[t — — + 


a 


v 


V 


其中 


v = 


在回答 (2) 问前，先回答 (3) 问 


攀 


办2(0,艺) 


dyiiO.O 


/(0 =T 


- T 


(3) 


dx 


dx 




Aoj 


=T — sin (诚 + a ) + T 1 — sin (^ + a ) 


v 


V 


= 2T 


A ( osin(cot + a ) 


T 


V 


莹 =- a 


3 yi 


2 VvT 


2 V7T 




dt 


dt 


2 ^jf 


所以 


7 




(2) 当 F ( O = F 0 cos ⑽时， 


心— 


=一 ky — 7 髮 + F 0 coscot 


m 


d ^ 2 


7 


为了用有阻尼的受迫振动达到稳态运动的公式，令7=加/3,即/?=&，稳态运动为 


Acos (城 一 < p ) 


y 




F 0 /m 


F 0 


其中 


A = 


7 


— (O 


m 


=arctan 


arctan 


(p = 


k 


k —— mco 2 


(O 


m 


这个 A 也就是它在两边弦上激发的波的振幅，向左、右两边传播的波在2 = 0的初相位 

a— — (p. 


;反之点质量对两边弦的总作用力 


左、右两边的弦对点质量的作用力为一2 


dt 


在^时刻，点质量对两边弦所做的功率之和为 

尸⑴2 ⑷ 


dt 


2 


ck 


达到稳态运动时，辐射到弦上的平均功率为 


|；^( si 


2 e 


丄 . 

2 ^l 


0 ) 


<o 


P = 


dt 


P ( t)dt 


2 tu 


0 


(O 
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# 


25 


W 


2 ^/^jT ^ A 2 co 2 sin 2 (cot — < p)dt 

J 0 

2 V^T - \ a 2 < o 2 


2 冗 


(mco 2 — k) 2 + AtjTco 


2 兀 


O ) 


CO 


=-JrfFA 


0 


CD 


2 芘 


CO 


尸 G ) 也可以用下列式子计算 


^i(O^) dyi(Ojt) 


办 2(0 ,O 9 y 2 (0^) 


P(t) = T 


— T 


dx 


dt 


dx 


dt 


显然这方法不如上述方法简单 

12 由劲度系数为 I 原长为《的非常多相同的弹簧连结的非常长的珠子链，如 

图 3. 53所示，每个珠子沿工方向做无阻尼振动，除一个珠子质量为 m 。 夕卜，其余的质量均 
为 mOw 0 ) > 不计弹簧质量 




3 


* 


-4 


一 2 


0 


2 


4 


K 


K 


K 


K 


K 


K 


K 


K 








m 


m 


m 


m 


m 


m 


m 


m 


m 0 


x 


3* 53 


( 1 ) 求在远离那个特殊的珠子处传播的波的波矢和角频率之间的 关系； 

(2) 当一个波矢为 &的波 碰到这个特殊珠子时，反射概率多大？ 

(1) 题图中给每个珠子标了号 ， n = 0 是那个质量为 m Q 的特殊珠子，用 > 表示第 
个珠子偏离平衡位置的 位移; 则对于 n ^ O 的各个珠子，运动微分方程为 

= k{y n+l — yn) ― k(y n 

在远离特殊珠子传播的波，可表示为 


n 


-i) = k{y n+l — 2y n + yn-i) 


my 


— y 


n 


n 


= Acos{(ot — k ) (向: r 正向传播） 
y ( x f t ) = Acos((ot + 向负向传播） 

该波是由各珠子的振动的全体组成的,工为各珠子处于平衡时的 x 坐标，第《个珠子 
<2( 取 W = 0 的那个珠子的平衡位置为 j ： = 0) ，今考虑向: C 正向传播的波 

y n ( t ) = Acos {cot 一 kna ) 


或 


，x = 


n 


* 


将它 代入％ 满足的微分方程，得 


Acos (cot — kna) = K[>lcos [ ⑽一 k{n l)a] 

2Acos{a)t — kna) + ^cos \jjot —— k(n —— l)a] 

= K\^2Acos(cot — kna)coska — 2Acos (cot — kna)^\ 

= 2 尺 （ COS 々 (2 — 1) 


— mco 




— mco 


IK 


(1 — coska) 


OJ 




m 


如考虑向 i 负向传播的波，也得上述关系 


(2) 方法一 :现考 虑一列波矢为 ft 的波从左边射向 
入射波 
反射波 


m 0 


Acos {cot—kna X0 
y f n i = Bcos ((ot-\~kna-\~ai)n^0 


ym 
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« 


透射波 
合起来写成 


Ceos (cot — kna-\-a 2 )n^0 




: y «2 


Acos(<ot — kna) + Bcos{cot + kna + a t ) n ^ 0 
Ceos (cut —— kna + a 2 ) 


% = 


>0 


n 


边界条 件 : 在 n = 0 连续，即 


Acoscot + J5cos (wt + ^ x ) = Ceos (cot + a 2 ) 

Acoswt + Bcosa)tcosa l — Bsincotsin^ 

= Ccosajtcosa 2 — Csin ⑽ sina 2 


sincot 的系数分别相等， 


由两边 


cos ⑽ 


A + ^cos^ = Ccosa 

Bsina l = Csina 

另一个边界条件来自关于特殊珠子的运动微分方程， 

_ * 

讲 0^0 = — ^o) 一 尺 （: Vo — ^-i) — 尺 （Ji — 2 ： y 0 + ^-i) 

yo = Ceos C ⑴ t + %) 


( 1 ) 


( 2 ) 


2 


将 


3；!= Ceos (cot — + a 2 ) 

Acos(cot + 是 a) + Bcos (cot — + a x ) 


3 ^-i = 


代入上式，得 


m 2 Ceos (cot + a 2 ) = K[Ccos (cot — ka -\- a 2 ) 

2Ccos (cot + a 2 ) + Acob(^ + ^a) + Bcos (cot —— ka + ^i)] 

将 cos(a^+〜) 改写为 cos^cosa 2 — sin^sina 2 , 

cos (ojt-ka-\-a 2 ) 改写为 cosa>^cos (ka — a 2 ) +sina>?sin (ka — a 2 ) 

^ .sincot 的系数分别相等，可得 

— m Q a> 2 Ccosa 2 — [Ceos (ka — a 2 ) —— 2Ccosa 2 + Acosta + Bcos{ka — a a )^ 

m 0 (o 2 Csina 2 =~ K[Csin(k 






_0 




依次类推，将改写后的上式两边 


COSCOZ 


2Csina 2 — Asinka + Bsin(ka — ^)] 


u — a 2 j i 


也将 cos(k — a 2 ) 等作上述那样改写，并用式 (1) 、（ 2 )，可由上述两式得到 

2 尺 sin 々 <2 _ 

_______ 

_ 2 尺 （1 — coskci ) 


tana x = 


m ^ o > 


o 


2 尺 （1 — coska) 

2Ksinka 


— m 0 a ) 


tana 


用 （ 1 ) 问得到的 W = M(1 — coda ), 上述两式可改写为 


m 


2K^inka 

( m 0 — m ) a ) 
(m — m 0 )(o 

2Ksinka 


tan ^ = 


tana 2 = 


(m 0 — m)or _ 

) 2 a; 4 + 4 K 2 sin 2 々 a 
2Ksinka 


cosh = (1 + tan 2 ^) 


(m 


— 7/2 


0 


sina l — cosa x * tan^ = 
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2Ksinka 


cosa z = 


m 0 ) 2 a» 4 十 4K 2 sin 2 ka 

(m — m 0 )co 2 


(m 


sma 2 = 


(m — m 。） 2 ⑴ 4 + 4 尺 2 sin 2 々 a 


将它们代入式 (1) 、（ 2 )，可解出 


(m — m 0 )co 


B 


A 


反射概率为 


4 


B 


im — m 0 ) 


O ) 


A 


(m — m 0 ) 2 a> 4 + 4 ： K 2 sin 2 ka 


代入 a) 2 = (1 —coska ) 


m 


{m — m 0 ) 2 (l — cos^a) 


B 


A 


(m — m 0 ) 2 (l — coska) 2 + m 2 sin 2 ka 


方 法二 : 用复数形式表示波 , 
入射波： 

反射波： 

透射波 
合起来写成 


liwt^kna) 


n^O 


y nl =Ae 


i(wt—kna) 


<0 


y 




n 


yn 2 = Ce 


n^O 


iiwt—kna) 


+ J5e 如伽 ） n < 0 

> 0 


Ae 


y 


n 


i(ajt-kna) 


Ce 


n 


注意： 这里的 A 、 5 、 C 可以是复数，与方法一中的不相同，中把 

这种方法更简单也在于此 
边界条件，在 n = 0 连续，有 


a 2 分别包含在内 


^1 


攀 


Ae ia " + Be l<a = Ce 1 


<U 


即 


A+B=C 


另一个边界条件是由 


m 0 y 0 = — 2y 0 + y — 1) 

Ce iat , yi =Ce 

■_ /\ 


及 


\(cut—ka) 


yo 






+ Be 加 


- - k^l) 


y-i 


获得 ’ 


co 2 Ce itiM = K[Ce 

将 ⑵ 2 = @(1—cosh) 及代入，经整理后解得 


i(ca~Jka) 


iCar+Aa) 


+ Be Uat - k ^J 


- 2Ce lcrf + Ae 


m 


o 


m 


(m 0 — m) (1 — cos 是 a) 

e -1 ^) — m 0 (l — cos^a) 


B 


A m(l 




2 


(m 0 — m)(l — cos^a) 


B 


A 


m(l — cos^a + isinka) — m 0 (l — cos^a) 
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_ 


) 2 (1 — cos^a) 2 _ 

(m — m Q ) z (l — coska) 2 + m 2 sin 2 ka 


(m — 


如波从右方入射，也同样可以得到相同的反射概率. 

3 . 4.13 —质量为 m 、 原长为/的弹簧，其劲度系数为 t 弹簧的一端固定，另一端系 
一 质量为 M 的物体，水平放置 . M 在光滑的水平面上运动. 

(1) 导出该系统纵向振动的波动 方程； 

(2) 求出作为 m 的函数的最小简正频率.这里 M 和 々都是 有限的 ，且 

(1) 设弹簧的截面积为心弹簧伸长量为 A / 时，两端作用力为 F ， 则 


A/ 


F 


~ = Y — 

y—* A. 署 


5 


其中7是弹簧的杨氏模量 


又 


F = 

两式比较，可得杨氏模量与劲度系数的关系为 


YS 


kl 


= k ， 


y = ^ 


5 


+ dr 的弹簧质 


沿弹簧纵向振动的方向取 x 轴，弹簧的固定端为原点，考虑位于 
元,振动时，发生形变， x 端位移端位移端和 x + dx 端分别受力为 




31 


Fix) — — YS 


=—— kl 


dx 


dx 




3 l 


Fix + dx) = YS 


=kl 


dx 


dx 


工 +dr 


jc+tlr 


该质元受到的合力为 






尸 U) + F{sc + dsc) = — kl 


+ kl 


dx 


dx 


x+dLr 






dy _ 


§1 


dx 


dx 


kl 


^ kl 


kl 


« ■ ■ 






dx 1 


dx 


dx 


dx 


由牛顿运动定律, 


^ = kl ^dx 


I 

了 dx 


dx 


dt 


波动方程为 


淨 y kl 2 

m dx 2 


= 0 


dt 


kl 


波速 


V = Nm =l 

(2) 用分离变量法求上面导出的波动方程的解，令 jCr ，0= X ( x )： T (0, 代入波动方 


程得 


2 ^ d 2 X n 

- vT dJ = 0 


d 2 T 


X 


dt 2 


两边除以 XT ， 


丄 d!T 
T d? 


丄 

X d? 


= 0 
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秦 


第一项只与 f 有关，第二项只与 X 有关，上式要对任何: T 、？ 都成立，只能两项都等于常数 
设第一项等于 一 A # 为常数，得到两个常微分 方程： 


d 2 X 


泛 + ^0 


V 


d 2 T 


+ //T = 0 


dt 2 


"由边界条件确定，因工= 0处 〆 :^) = 0，又(0) = 0，/^不能等于零，也不能为负值，既然/^ 

>0,可令 fi = 0 ) 2 . 

可得波动方程的通解为 


cos ( w„t + O 


: y0,0 = 


由边界条件:工 = 0 处 : y ( 工， £) = 0 ，得凡 = 0 

oo 

••• y { x ^ t ^>= Z-jA fl sin ~ x \ 

fi=l \ V I 

再考虑另一个边界条件，在处。由牛顿运动定律得物体的运动微分方程为 


⑴ 


cos {co n t + a n ) 




v 


( 2 ) 


M - 


= — kl 


dx 


Oi 


将式 (1) 代入式 (2) 得 


「 M 


kl 


Ci) 


I = 0 


ctLsm 


一 cos 




V 


V 


V 


是振动系统的振动频率(可称为筒正频率），槪是在弹簧中传播的波的角频率，各简正 
频率相应的振动方式是相互独 立的. 因此对各均有 


0 ) 


n 


kl 


Mco n sin —l 


— cos 




V 


V 


V 


kl 


0 > 


M<^tan 


l 


v 


V 


x 上式可改写为 


因为 V = l 


m 


— tan 


M 


v 


V 


益士用作图法(如图 3. 54 所示），横坐标为工轴，纵坐标为: V 轴，画两 
条曲线 3； = t an ： r 和士*，其交点可得今画出两个交点尸、它们的工坐标分别为 

4作泰勒 

\ v ! 


令 


， tanx = 




v 


、Xt 


本题只要求最小的简正频率 0 > 1 ，而且 W 《 M ， 可见^必为小量，可对 tan 


V 


展开， 


X + —X s + 


tanx 


• » • 




如只取第一项， tan | ^― 


V 


V 
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(Oil co^ 


m 


M 


v 


V 


2 


k 


l 


2 


k 


k 


m v 


m 


m 


a )\ — 




_ M ， 


Ml 2 M 


M 


^=tanjr 


y 


p 


y =^f 


Q 


¥ 


o 


jr 


K 


x 


2 


图 3.54 


这是弹簧质量不计情况下的振子的角频率•今 m 虽小，但还不能不计，至少还得保留一 


项 




3 


tan 


<£) x l f Wj I ( CO x l 

十二 


m 


则 


M 


V 


V 


V 


( o x L 


令 


，上式可改写为 


r = 


v 


m 


1 + — r 


M 


3 m 


2 


+ 3 r — = 0 


r 


M 


-3+ W 9 + % 


M 


4 m 


3 M 


( r 必须大于零，另一个根 r 为负值，已舍去 •） 


(x 《 1) 


(1 + ^) 2 ^ 1 + 7 工 


^rx 




2 m 1 / 4讲 

3 M _ 3 M 


2 m 2 m 

3 M ~ 9^ 


4 w 


1 — 


=1 — 


3 M 


(O'l 


2 m 


2 m 


m 


m 




- l 


] — 

1 3 M 


=r 


J ■ 




M 


v 
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# 


k 


v m 


m 


m 


1 — 

1 3 M 


1 — — ^ 
1 3 M 






- 

l 2 M 


M 


k 


k 


m 


i — 

丄 3 M 


Ot) x = 


M 


M + —m 


这是 3.1.12 题所得到的结果 

一根无限长的细绳，线密度为7,张力为了.在^ = 0时，绳偏离平衡位置的 
位移为 / Cr ). 初始速度为 gCr ), 求 C >0 时绳子的运动 

t 时刻、 i 点处绳子的位移 ： y (: r ， f ) 满足波动方程 


* 


3 


* 






2 


= 0 


— %) 


2 


dx 


dt 


其中 i 为波速， 


波动方程是线性的，不超过频率的各种频率、不超过胡克定律成立的限度的各种振 
幅、各种初相位 ( x =0 处）、两种传播方向.但振动方向都在同一平面上、波速均为 r 的波 

都是波动方程的解，它们合成的波也是方程的解，平面波（不限于简谐平面波）的表达式可 


写成 


y { x ,0 = f\ix — vt ) + f 2 {x + vO 

前者是向 I 正向传播的平面，后者是向: T 负向传播的平面波 


♦ 


由初始条件:£=0时， 


gCx ) 


a 


+ / 2 (工） =/( 工） 

:— fiix) + /' 2 ( 工）] 幻 = g(x) 


( 1 ) 


( 2 ) 


其中用了 


d f\(jx — vt ) 3( j : — vt ) 

d ( j ： — vt ) t 


df\(^ — Vt) 


=f v ) 


dt 


dt 


= 0 


^ = 0 


d/i(x) 


八（工）即 


dx 


式 (2) 对 x 积分， 


X 


(— 4- f z ix、v 


g { x f ) cLr ’ + C 


X 


g { x f ) djo f + C 


/ 2 ( 文） 一 /i(^)= 


( 3 ) 


V 


由式 （1)、（3) 得 


X 


fi ( x )= — f ( x ) — — gix ^ dx 1 — C 


v 


厂 1 r 

fix) + — 

爾 乙 * 

y ( x ^ t ) = / j(x — vt ) + f 2 {x + vt ) 


X 


g ( x f ) dj ： / + C 


/ 2 (x)=— 


x~vt 


g{x f )dx f —— C 


=~ fi^c ~ Vt )— — 
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OT + ttf 


fix 


g { x f ) dx / -h C 


+ — 


+ 沉） + 亡 


f x-tvt ~ 

g ( x f ) dx , . 

x—vt - 

3 . 4. 15 一根线密度为7、张力为厂的绳 ，工 = 0 端固定, x =/ 端终止在一个不计质量 

的环上，环能在一垂直棒上无摩擦自由滑动、写 X = l 端的边界条件，并求振动的简正模 


fix 


— vt ) + /(x + vO + ~ 






= 0 


dt £ rj d x 


边界条件为 

关于后一个边界条件，是由对环用牛顿运动定律得到的，环的质量不计，沿棒的方向 


j (0，，）= 0. 


= 0 


dx 


x=l 


的力为 


dy _ 


dy _ 


- T 


= 0 , 


= 0 


dx 


dx 


x=l 


将 ： y (:*:，£) =义(^)7"(0代入波动方程，可得 

1 d 2 T _ T 1 d 2 X — 
T^ = ^XdX~ z = 

(关于等于一 W ， 可参看 3. 4. 13 题的论述 .） 

+ co 2 T = 0^ 


CO 


d 2 T 


d 2 X 




+ 


= 0 


ck 2 


dx 2 1 T 


T ( t ) = Acoscot + Bsincot 


X ( x ) = Ceos ± 


+ Dsin \ ^ / JL 


cox 


<ox 


T 


T 


由边界条件 X (0) = 0( 来自 ： y (0， f ) = 0) ，得 C =0 


X ( x ) = Dsin ± 


0)X 


T 


dX 


dy 


= 0 来自 


由另一边界条件 


0得 


dx 


dx 


X — / 


It 


— 0 


cos 


col 


T 


JL 


7 T 


( o n l = (2 n — 1) 


n = 1 ，2,3, 


» • ■ 


T 


(2 n — l)^r T 


n = 1，2,3, 


n 


21 


V 


16 若上题环的质量为 m ， 求振动的简正模，并证明 : m — oo 时，简正模趋于两端 


3 


固定的情况 


上题解得的 


T ( t ) = Acoscot + Bsincot 


X ( x)=Dsin ± 


(OX 


T 
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均适用于本题. 


/端的边界条件改为 


淨 y 




——— T 


m 


dx 


dt 


l 


^ yix jO=Dsin 2 L WX (dcos ⑽ +5 sin ⑽)代入上式，得 


T 


JL 


JL 


2 L 


=- T 


OKOS 


— mcosin 


(i)X 


(OX 


T 


T 


T 


a / yT J . 


tan 




m 


T 


横坐标为⑴，纵坐标为: V ， ^ = tan 


可用图 3. 55 所示的图解法求叫、叫、叫 

VyT 1 


_ » « 


« 


、 


1两条曲线的交点的横坐标，按小到大的次序依次为叫 


⑴2、⑴3 




m 


y 


( if ⑻ 


y=t 


y= 


jr_ 




图 3* 55 


时 i 


二 : i 


= 0 , 


和一 ►oo 


col 


T 


T 


JL 


rut 


1,2,3, 


l = tlTt jCO 


CO 


T 


这正是两 端固定时应有的结果，两端固定时，两端为驻波的波节 


a 


21 


n 


n 


T 


T 


n7T 


= 27 tv n = 2 ?r ^ = 2 ?r •— 

两种线密度的弦线在工= 0处连接, ： r >0 处，7=%，^<0处，7 = 71，张力为 
T . 一列简谐波从弦线1入射到连接点 • 分别％>72和 Vi < V 2 两种情况，讨论反射波、透 


7 


V 


3 . 4,17 
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d 2 y 


y n — y n -i 


y n -hi — y 


y 


n 


n 


M 


= T 


T 

w 


dt 2 


a 


a 




T 


1 ，2 ，…， N 


= 了（ 3^+1 _ 2y n + yn-i) 


n 




y n 


a 




其中 ^ 0=^+1 = o - 

由于 TV 相当大，要用第十章求少自由度的小振动 
的简正模式的办法，解的行列式是困难的.可 

用求解 3. 4. 12的办法. 

在同一振动模式中，各珠子有同样的角频率，相位 
相同或相反，振幅不同，其解可写成 

: v ” = A n cosCa)t + < p ) 


X 


图 3. 56 


1 ， 2,…， iV 

参照两端固定的弦的振动模式是各种驻波，对此珠子链，试用 


n 




= 0 ， 1 ，…， iV + 1 


A n = Asinkna + Bcoskna 


n 


由边界条件 = 0 得5 = 0,故 


A n = Asinkna 


An+i = 0 ， sink(N +1 )<2 = 0 ，即 sin^L = 0 


m7c 


=\ U 


k 


kj 


mTC ， 






m 


L 


— Asmknacos { a ) t -\-< p ) 代入方程组，得 


将 




n 


T 


—— [ sin ^ {n + l)a — 2 sinkna + sin^(w — Da '] 


M ct ) 2 sinkna 


a 


用三角公式 sina + sin /?=2 sin 


cos 


上式化为 


— M ( o z = 江 Ccosb ™ 1) 


a 


2 T 


, mna 

1 —COS —T— 


故 


l ，2 ,."，iV 




(O 


m 


Ma 


JLj 


m 


作几点附带说明 


1)^ = Asin ^ m nacos ( < o m t + 


用 sinacos /3 = ~~r [sin ( a +/?) + sin ( a — /?)] 可改写为 


A [_ sin ( k m na + co m t + < p m ) + sin ( k m na — a) m t — f m )] 


: y 


n 


第一项表示向左边传播的波，第二项表示向右边传播的波 

波的传播速度有两种计算方法 :考虑 向右传播的波 


t 


sin { k m na — < o m t — %) 


考虑相邻的两个珠子的振动在紧挨的处于同相位的两个时刻 


—— — 9m — k m in + l)a — < o m t 2 — < p m 


k 


na 


m 


a 


m 


V 


k 


m 


艺 2 — 亡 1 


m 


IT 


CO 


# 常量(对于不同的 ％)• 说明对于不同角频率的振动，其相 


m 


令 — cosk m a ) ， 


k 


m 
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位的传播速度是不同的. 

波速的另 一 种计算方法是把: y n 改成: yCr ) 的 形式: —私）改成 sin (是 

- \~9 m ，即可看出 


JC 


m 


k 


CO 


m 


m 


— 糾 ）=— sin 


⑵ m t — —x 


V 




m 


k 


m 


m 


M 


2 ) 考虑连续的极限情况 • 保持 L 不变，令 iV — ⑺， a — O , 


V 




a 


AT 


= Ma a ~ COS ^ a)= 訖 —t 走 


OJ 


a 


m 


m 


sin —k 


a 


m 


4T 


七 k 


a 


m 


Ma 


七 k 


a 


m 


1 T 

—- m — rj L 2 


4 T 1 

Ma * 4 


T 


2 


~k 


a 


m 


T 


mn 


⑴ m — 


L 


V 


与两端固定的连续弦的情况完全相同 

3 ) 对于有 AT 个珠子的珠子链，^„ = 

是因为这个系 统具有 W 个自由度，由第十章讲的小振动理论可知，它至多有 iV 个简正频 
率.这里也可以看到，当 n = N + l 时, L 等于 W + 1 个半波长，所有珠子在此“振动模式 

中都保持不动，这是没有意义的 

3.4.19 &是两相干波源，相距+波长 ，&比 &相位超 前寻. 设两 波在&、&连 


条 


thtt 


可取1,2, …， W ， 为什么不再往下取值？这 


m 


L ’ 




_ 


4 


线上的强度相同，均为/&且不随距离变化，问&、&连线上在&外侧各点处的强度 A 多 

大？在&外侧各点处的强度 A 多大？ 


取 S ^ S 2 连线方向为工轴正向，原点取在 A 


5! 


5 2 


处，麵图 3. 57所示. 

5 i 发出的波的表达式为 


X 


Acos co t ——— 


x 0 


o 


V 


yi = 


图 3. 57 


X 


ylcos 以 t + —— 


x <C 0 


v 


s z 发出的波的表达式为 


- — A 


7 T 


X 


x > —A 


Acos 


(O 


4 


t 


v 


y% = 


丌 


X 


〈丄 ; t 


Acos 


4 


o > 


X 




4 


V 


A 


^ o } T —2 rc ^ y z 的表达式可改写为 


用 


V ^T 
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X 


Acos 


> -A 


t 


4 


v 


^2 = 


Acos 


< 


4 


在&外侧，: c <0 


X 


y ^ yi -^r y2 = Acos 


t + — H- Acos 


v 


所以合成波的强度 A=o 

在 A 外侧 ， x>+A 


4 


X 


y = H ~ ^2 = Acos 


+ Acos col t 


t 


= 2Acos o> t —— 


12= ~ zp (2 A ) 2 o) 2 v = 4 • —pA 


= 4 / 


20 5!,5 2 是两相干波源，相距 30 m , U 2 的相位相反，频率 v =100 H z ， 波速 
= 400 m / S , 在连线上两波振幅相同，不随距离变化，求5 2 ,5 2 连线上因干涉而静止 
的点的 位置. 


3 


V 


取： r 轴如图 3. 58 所示 


5 2 


S 


30 


a ⑽ 


0 


Acos 200 兀 U — TTT 


3^1 




400 


3.58 


设 


Acos 200 兀 




y 2 


400 


& 在 2=0 处的振动相位与 * S 2 在 ^ = 30 m 处的振动相位相反， 


30 


0 


200tt t + 


+ a= 200^U-—|+(2n + l)^ 


400 


15 兀 + Ct— (2 打 + l)7T,Qf = 0 


Acos|200^U + — 


3^2 




+ Acos 200^r t + 


y = yi + y2 = Acos 200 ?r t — 


400 


400 


= 2/cos 


cos(2007ri) 


—7 tx 


满足 


0 的: T 那些点因干涉而静止， 


cos —nx 




^ nx = (2n + 1) y 

在 0< x <30 间，: c = l ，3,5,…， 29( m ) 这些点静止 

3 . 4.21 图中 O 处有一波源，沿 _ r 轴向两边发射振幅为 A 、 角频率为 w 的简谐波， 
波速为仏 BC 为波密介质的反射面，入射波在此被完全反射，乃 C 位于 : r == 一 d 处，若 

4 a , A 为波长，求出 x >~ d 各处波动的数学表达式.设波源的初相位为零 


= 2n-\- 1 


4 
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畚 


o 处波源发出的波的数学表达式为 


B 


x 


>0 


Acos aj t — —— 


d 


x 


V 


3^1 = 


x 


d 《 x 《 Q 


Acos ⑴ i + — 


O 




v 


C 


设被 bc 反射的反射波的表达式为 


图 3- 59 


X 


— d 


= Acos O ) t — — 


X 


yz 


V 


(因完全反射，故振幅与入射波的相同 .） 

因入射波自波疏介质射向波密介质，在反射面处有半波损失，入射波、反射波在此的 
振动相位相反， 


— d 

0) t —- 


- d 


= (2 n + 1)丌 


+ a — ^ i + 


v 


v 


2 oj - —XT 


2⑴ d 


4 


+ 1 )^r — 


(2w 1)?r 


a = 


A 


v 


= 0 (取 


2 ) 


=(2w + l)n 


n 






x 


所以 


^~ d 


3；2= Vicos 0)1 t ——— 


X 


V 


在 一 处， 


(OX 


X 


X 


= 2 Acos 


+ Acos (o t 


y = yi + yz = Acos^^ t + 

在处， 


cosotf 




V 


V 


V 


X 


: y = ：Vi + )2 = 2 Acos oj\t —— 


V 


3 . 4_22 在弦线上传播的波，其表达式为 


It 


X 


y = 3 cos 2n 


0 . 1 10 


为在弦线上形成驻波，在 1 = 1 处为波节 

(1) 写出应叠加的波的表达式； 

(2) 写出形成的驻波的表 达式； 

(3) 若弦线的线密度为 1.0 g / cm , 求相邻两波节之间的总能量 • 所给的表达式中， 
均以米为单位，£以秒为单位 

(1) 要形成驻波，叠加的波的表达式应为 


X 




令 


X 


y = 3 cos 2 n 


0*1 ' 10 


其中 《 待定. 

在 x = lm 处为波节，两波在此振动相位相反， 




7T 


=(2« + 1 ) 芘 


2 开 • s 十 a 


— 2 丌 




10 2 


10 


丌 


= —w = 0) 


^ = (2n + 1 )?r — 


— 7V — 


10 
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x 


所以 


y — 3cos 2 芘 


+ 


— 7T 


0. 1 


10 


10 


(2) 计 y = 3 咖卜 ( -f] + 3cos[2^( A + 芑 ) +f~ 0 _ 


7 C 


= 6cos —x^—7t cos 20tt? — —tv 


10 


(3) 由所给的波的表达式可知波长 A =10 m ， 相邻两个波节之间的距离为 ^ A =5 m ， 今 


=lm 处为波节， x=6m 处是相邻的波节.在相邻两波节间驻波的总能量保持不变.当 
弦线各点处于平衡位置时，势能为零，各点速度的大小达到它的最大值.相邻两波节间的 


X 


总能量等于这时这段弦线的总动能 


* 


处质元的最大速率为 


X 


+ y) ] 


K 


= 6. 20ttcos —x + —n 


10 


、 6 土 y 厂 

J 1 2 dt 」 


dx 


E = 


max 


1 1.0 X 10 一 3 


TV 


—(^ £0^ r) 2 


了工 + —^\dx 


cos 


10 _? 


10 


— X 10 _i X 36 X 400?r 2 X + X 5 = 1. 78 X 10 4 J 


23 在位于, r 轴的弦线上有-驻波，测得 

为波节，在波腹处，最大位移为5 

质元均处于平衡位置时开始计时，写出该驻波的表达式 

由波腹处 _>w = 5 m ，可知 2^4 —5 m . 

由所有质元均处于平衡位置时开始计时，可知驻波与 f 有关的因子可写成 


+ 7( m)(w = 0、 ±1、±2、 …） 处 


3 




X 


n 




彆 


民平衡位置到最大位移历时 0. 5 s ， 以弦线上所有 




» 


T 


2tv 


从平衡位置到最大位移历时 0. 5s ， 可见 t = 5 s,T = 2s, 
由两个相邻波节的距离为 1 m ， 可知 A =2 m ， 


-1 


a) = -j ； = 7rs 


A 


co 


-l 


— =1ms—1 ，—— 


v 


T 


v 


根据以上各物理量值，驻波的方程表为 


CO 


y = 2Acos 


5cos(;rr + a)sinw 


a sincot 


一 x 




v 


尚待确定的是〜由波节位置可定义 a 值 


+ 了代入 n + a ， 应得 k + — n ,{ k 为整数) 


将 


x = n 


n + — + « = ^ + — 


7 V 


^ k = n ，a = 


7t——7t=—~7t 


驻波的表达式为 
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y = 5 cos \ ttx — — s\nKt 


3 . 4 . 24 设平面横波1沿方向传播，它在5点的振动方程为 

3^1 = 0* 2 X 10_ 2 cos 2 耵 （ m ) 

平面横波2沿 CP 方向传播，它在(：点的振动方程为 

y 2 = 0^ 2 X 10— 2 cos (2 町 + ^ r )( m ) 

t 以秒计，尸与 B 、 C 分别相距 0. 40 m 和0, 50 m , BP^CP 
的夹角0=60%波速为 0. 20 ms _1 ， 求： 

(1) 两波传到尸处时引起质元振动的相 位差； 

(2) 分别考虑横波的振动方向均垂直于纸面和均平 
行于纸面两种情况， P 处质元合振动的振幅 


图 3. 60 


攀 


(1) ⑴ =2/ rs — 1 lHz ， t ； = 0. 20 ms -1 9 


A =~ = ^~ = 0* 20 m 


v 


v 


横波 1 在 P 点的振动方程为 


0. 40 


3^i =0* 2 X 10 — 2 cos 27 rt — 


rr X 


0 - 20 


= 0. 2 X l ( T 2 cos (2 耵) 


横波 2 在 P 点的振动方程为 


0 . 50 


) 2 =0. 2 X 10 _2 cos 2 nt — 


0. 20 


= 0. 2 X 10— 2 cos (2 mO 

两波传到尸处时引起质元振动的相位差为零 
(2) 如两横波振动方向均垂直于纸面， P 处质元合振 

动的振幅为 0.4 X 10 

如两横波振动方向均平行于纸面， F 处质元合振动的 


* 


-2 


m 


-2 


振幅为 2X0. 20X10_ 2 Xcos — 


60° =()• 346 X 10 


攀 


25 图 3. 61中画的是演示声波的干涉的仪器的 

示意图3为声源， D 为耳朵或其他声音探测器，路径 SAD 

的长度是固定的，路径*的长度可以变化.干涉仪内 
是空气，空气中声速为 330 ms - 1 . 现测得声音强度在5的 
第一位置时为极小值100单位，渐增至 B 距第一位置为 

的第二位置时，有极大值900单位 ，求： 


3 


-2 


1* 65 X 10 


m 


图 3.61 


a) 声波频率； 

(2) 抵达探测器 D 经 A 和经5的两波的振幅之比 CSSD 路程长于 SAD ) 

(3) 解释为什么同一声源发出的这两个波会有不同的振幅 


晕 

f 




(1) 在5的第一位置，至 D 时，两波的相位差为 （2 n + l ); r ( n 为某个整数），在 B 


m 
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的第二位置时，相位差为 2 mr 或 (2 n + 2); r , 相差 h 可见增加的路程是 


-2 


—A = 2 X 1. 65 X 10 


330 


= 5000 Hz 


v = 


A 


-2 


2 X 2 X 1. 65 X 10 


(2) 设经 A 到达 D 的声波的振动方程为 


= A x cos2^t 


B 在第一位置时，经5到达 D 处的声波的振动方程为 


y 2 = + 7r) = — A z cos2^t 


B 在第二位置时，经 B 到达 D 处的声波的振动方程为 


y 2 = A z cos2nvt 


由波强公式 J = (公式中的 A 与上述的 A 不要混淆），今两波 p 

同，声强之比=振幅平方之比. 

设 h , h 分别是 5 在第一位置、第二位置时在 d 
处听到的合成波的声强，则 

1 2 900 

A = 100 


均相 


(4 +从 

(4 — a 2 ) 2 


A x + A 2 

’A — ^ 


9 


Ai -\- A 2 -\- — 木 ) _ 3 + 1 

Ai + A 2 — {Ai 一 Ai) 3 — 1 

(3) 经两条路径到达 D 的两波振幅不同的原因 
是两路程长度不同，途中能量有损耗.在 B 的第一位 

置和在 B 的第二位置， SBD 的路程差别不大,可以忽略到达 Z ) 点时振幅的差别 

3 . 4 . 26 图 3. 62 中所示的是某一时刻入射波的波形图,分别就 5C 是波密介质和波 
疏介质的反射面的两种情况，画出此刻反射波波形的示意图（注意未说做完全反射，反射 
波振幅一般应小于入射波振幅). 

图 3. 63 画出了入射波射向波密介质的情况，虚线画的是完全反射的反射波形， 
振幅较小的标有向左箭头的实线波形是所求的反射波形.同样，图 3. 64 画出了入射波射 
向波疏介质的情况，虚线是完全反射的反射波形，标有向左箭头、振幅较小的实线波形是 

所求的反射波形.当然都是画的示意图 

3 . 4.27 —根线密度为 0.15g/cm 的弦线，其一端与频率为 50Hz 的音叉相连，另一 
端跨过一定滑轮后悬一质量为 M 的重物，音叉到滑轮的距离为 lm . 音叉振动时，为使弦 
线上形成一个、二个、三个波腹，重物的质量 M 应各取何值？音叉振动的振幅很小，近似认 
为处于波节 


-^1 




A 


1 


图 3*62 






» 


音叉处近似认为处于波节，滑轮处为波节.音叉到滑轮的距离 Z 是半波长的整 


数倍， 
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« 


21 


I =^rnA, 


T 


= Av , 


T = Mg 


v 


V 


V 


T 


21 


M =—= 丄柙 2 = 丄 7 ( Av) 2 = 丄 7 

g g g g 


v 1 




n 


-3 


0. 15 X 10 


15. 3 


( kg ) 


(50) 


X 


2 


10 




n 


n 


B 


B 


波 


密 


波 


疏 


C 


c 


图 3- 64 


图 3. 63 


n = \ 时， M =15. 3 kg;w = 2时 ， M =3. 8 kg;n = 3 时 ， M =1. 7 kg . 

28 两个同频率、同响度的音叉在某一点 A 处是节点，即两音叉同时发声，在 A 
点听到的强度为零，可任何一个音叉单独发声时，在 Z 点听到的强度都为 A ， 这与能量守 
恒定律有矛盾吗？ 


3 


不矛盾.在波节处，两音叉同时发声时，听到的强度为零，可在波腹处，听到的强 
度却是一个音叉单独发声的4倍，就整个波场而论，能量是守恒的 

为了看清这一点，不妨就弦线上形成的驻波作定量计算.任何时刻，相邻的两波节之 
间具有的机械能总等于形成驻波的两个行波具有的机械能之和 • 

两个行波分别为 


舍 


X 


X 


= Acos 


= Acos 


t 


^2 


: Vl 


v 


V 


形成的驻波为 


, . (OX 

y = yi ~r yz — 2^1 cos — coscot 


v 


= o 处，为波腹点，与之相邻的波节点为 

为避免与张力了发生混淆，我 们用瓜 表示动能， £ P 表示势能 
在: r 〜 x + dr 段质元的动能和势能分别为 


A 和 


— A 


x = 


x = — 




X 


4 


4 






dx 




d £.= 七 T 


dx 


2 


dt 


对于驻波， 
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cox 


7( — 2^W) 2 cos 


dE 


2 


cotdx 


一 sin 


k 


v 


O ) 


CUJO 


dE p = i~T 


cos 2 cotdj ： 


2 A 


sin 




v 


V 


COJ ： 


sin 2 ⑽ + sin 2 —cos 2 cot ) dx 


dE = d£k + d£ p = 2^ A 


2 


OJ^ COS 


V 


V 


T 


其中用 了 

相邻两波节间总机械能为 


V 


A 


cox ， 9 • 

—— sm^cot + sin 


( OJ ： 


4 


2yA 2 (o 


2 


cos 2 (ot dx 


£ = 


cos 




V 


V 


A 


4 


4 


(sin 2 (ot cosW) = ~^A 2 (o 2 A 


= 2 VA 


CO 


a . 






l + cos ^ 


COJ ： 


计算中用了 


cos 






V 


V 


1 - cos ^ 


cox 


sm 






V 


V 


A 


2cox J 

cos - ax = 


j 


. 2 ⑴ x 
—sin - 


x= 


v 


4 


= 0 


2 ⑴ 


v 


v 


X 


x— — 


4 


4 


现计算两个行波在半个波长段内具有的机械能， 


J ： 


3 ； a = i4cos col t ——— 


v 




r}aj 2 A z sin 2 oj[ t ~ ―^ 

L \ v I J 


dE 


dx = 


dx 


kl — 


2 


d£ pl = ~T^ 办 1 


dx = -^rT < ^A 2 sin 


dx 


V 


V ^AhMt-f)_ 


dE, = d£ kl + dE 


dx 




pi 


^ 2 A 2 sin 


E ,= 


0 


tjw 2 A 2 \ 2 (l - cos[ 

Jo l L 


x 


do ： = —t]co 2 A 2 A 


2 co t —— 


4 


v 


同样可计算，私 = V7A^ 


E ~ E l -\- E 2 

3. 4. 29 长/、线密度 7 的均质弦线两端固定，在强大张力了。作用下处于直线平衡位 

置，在离一端距离 a 处作用一个简谐力 F = : F 0 coscoi , 其中 F 


为常量，若 


0 ) 


0、 


式0,求弦线的运动学方程 


sin 


OJ 


警 


T 


0 


段弦线质元的位移用％表示，在 


沿弦线取 x 轴，在 x = 0 至 
段弦线质元的位移用^表示^1^2遵从波动方程 


至 


I 


x = a 


x 




x = a 
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d 2 y 2 


d 2 yi 




冷 = 0 


dt 2 


dt 2 


边界条件:: yi ( CM ) = 0，： v ^ (以 ） = 0 


y l ( a 9 t ) — y 2 ia^O 


dyi 


办 2 


=Fit) 


T 


- T 


dx 


dx 


dyi 


dyz 


(来自 a 点所受合力为零，其 y 分量为 一 T 


+F(O = 0) 


+T 


dx 


dx 


设 yi ( x = Xi ( x ) Ti ( t ) ，代入波动方程 


d 2 T 1 


d 2 X x 


— v 2 T , 


X , 


— 0 


士 2 


dx 


分离变 量長 ® -AT 


等式要在一切:值都成立，只能是两边的量均为常量，此常量只能是负值，因为正值或 


零， M 将趋于无穷或趋于零或与 t 无关，都是不符实际情况的，实际情况是一种振动，令此 
常量为一 可得到合理的解 


« 


d 2 T x 


+ < o 2 T 1 = 0 




T , 


A r iCos<ot + Bisincot 


d 2 X , 


Xi = 0 


dx 2 


v 


(O 


I ==r C^cos 


+ Asin 二工 


— x 


V 


V 


由边界条件:工 sCNX / COsO 得 CpO 令 a = & 


V 


yi(x f t) = (Aicoswt + BiSiruoOsmksc 


设 


yz{x^t)=X2{x)T 2 {t) 


同样可得 


T 2 = A f z coscot + B f 2 ^mojt 

X 2 = C 2 cos^x + D 2 sin^x 


由边界条件 


/ ， x 2 (/) = 0, 得 




C 2 coskl + D 2 sin^Z = 0 

P 2 sin^/ 

coskl 

D z sinkl 

coskl 


C 2 =— 


X 2 = - 


coskx + D 2 sinksc 


D 2 


sink(l —工） = D f 2 sink(l - x ) 


coskl 


y 2 ( xjt )~ ( A 2 cosa)t + B 2 ^ ncot ) sink{l — x ) 


再用边界条件 iyi ( a , t )= y 2 ( aa ) 


(AyCOscdi + B 1 sina>i)sin^a 
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# 


= (^4 2 cos ⑽ + — a) 


的系数分别相等， 


两边 


cos ⑽、 sina>f 


( 1 ) 


Aisinka — ^4 2 s i n ^(, 

B^inka — B 2 sink(l — a) = 0 


a) = 0 




( 2 ) 


dy 2 


dyi 


由边界条件 


FiO 


-T 


T 


0 


0 


dx 


dx 


x = a 


x=a 


kToCOskaiAYCOScot + Bisnuot) 

+ kT 0 cosk(l — a) (A 2 coscot + = F 0 coscot 


两边 cos ⑽、 sina^ 的系数分别相等，得 


(3) 


F 


AikT 0 coska + A 2 kT 0 coskil — a) 
BikT 0 coska + B 2 kT O cosk(l — a) = 0 




0 


(4) 


式（ 2) 、（ 4) 私、氏的系数行列式 


sin^a —— sink — a) 
kT 0 coska kT 0 cosk{l —— a) 

= kT 0 [sin^acos^(Z — a) + coskasinkCl — a)] = kTo^inkl ^ 0 

故只能有零解，即 ^i = 0,5 2 = 0. 

式 （ 1)XA7>osK/—“ ） + 式 （ 3)XsinKZ_a )， 

AikT 0 {_sinkacosk (l — a) + coskasink(l — a)] = F 0 sink(l — a) 

AikT 0 sinkl = F 0 sink(l — a) 

F 0 sink(l — a) 

kT 0 sin^Z 


A = 


F^smka 

kT 0 smkl 


sin^a 

sink (l — a) 

F 0 sink(l 一 a) 

kTosinkl 
F 0 sinka 

kT 0 sin^/ 


由式 （ 1 )， 


Ai^ 


^2 = 


O^jo^a 


yi(xft) 


smkxcoscot 




sink (l — x)coscot 


y2 ，亡） = 


1 


co 


aj 


其中 


I __ .. 


=co 


T 


v 


0 


T 


0 


V 


^ 0 


sin^Z = sm 


O) 


故上述关于 A 、 A 2 的计算是有效的 • 

说明 :7VX 2 的式子 中的⑵ 与： ^ 、 7\ 中的 ⑴相同 ，如果不相同，是无法满足边界条 
件，的 . 从受迫振动考虑，两个 W 也应相同，下题将作为受迫振动重解此 


题 


试用分离变量法作为受迫振动重解上题，并证明所得结果是一致的 
弦线无阻尼的受迫振动遵从下列偏微分 方程： 


3 . 4 * 30 
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■ 






= f ix 


(1) 


—V 


2 


dt 


dx 


其中 /( X ，0 是单位质量弦线受到的强迫力， 


/( 工， f) = —F(x f t) 


F ( x ， d 是在: T 附近单位长度弦线所受的力 

这里， 


* 


F (x 9 O=F 0 S(x — a)cosa>t 


F 


= ~^d(x — a)coscot 


与 （ i ) 式相应的齐次偏微分方程为 


^^0 




( 2 ) 


= 0 


— v 


2 


2 


dt 


dx 


用分离变量法，设 =X(x)T ( 0 ，代入式 (2) ， 得 

d 2 T(0 


d 2 X(x) 


— v 2 T(t) 


X(x) 


= 0 


士 2 


d 工 2 


1 d 2 T v z d 2 X 

T dt 2 ~ X dx 2 

左边只能是 / 的函数或常量，右边只能是 O ： 的函数或常量，两边相等，只能都是常量.设 
常量为一 A 


d 2 X 


9 


dx 


V 


要得到有物理意义的非零解 ，一 定有^>0, 


X(x) = ^ 4 cos 


X 


X 


V 


V 


由边界条件 X (0) = 0 得 A = o 


V u 


TlTt 


由 x ( z )= o 得 

满足边界条件的特解为 


i = nn 9 


v 


v 


flTt 


n (x) — sin 


= 1，2 ,.•• 


—j: 


n 




非齐次偏微分方程式 a ) 的通解用展开，可写成 

yCxjO = y^T^^sinf ~x| 

n=\ 

I 

* 

I 

f(Xyt) = 2 人⑴ Si ' 〒工 ) 

1 

，对 i 从 0 到 Z 积分，可得 


(3) 


将 /( x ，0 也展成 X « Cr ) 的级数 


mK 


上式两边乘 


sm 


| /(x,^)sin| 


dx 


fmiO = 


C l ^ . inn \ . imn \ 

Jo§ Sm ( 了 +叫 了工 ) 


dx 
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分母中各项积分，只有 


的一项积分不为零， 


n = m 


, 9 

sm^ 


do ：= 二 


dx = —/ 


1 —— 


COS ― : — JO 


0 


0 


F 


dx = —a 1 cos^ 


m7t 


m7T 


~ ~d{x — a)coso)^sin 


fmiO 






ll 


V 


0 


S sin (y^) sin (f^ 

n~l 


/Cr，，）= 给 


( 4 ) 


coscot 


ll 


nit 


，得到 7\ ⑴满足的常微分方程 


将式 (3)、（4) 代入式 (1)， 约去各项的共同因子 


sin ~rx 


d 2 T 


^sini —a I coscot 


fl 7 t 


T17CV 


n 


(5) 


T 


1 , 2 , 


n 


dt 2 


n 


7 / 


用振幅矢量法求稳态解.由图 3. 65可得 


T n = A n cos{a)t — 九 ) 


中的丄和 A 分别为 


^sin 


(fa) 


a> 2 A 




n 


^sim —a 


riTt 


(平 ) 2 A 


A 


n 


n 


717TV 


CO 


图 3-65 


九 = 0 


nTt 


sin —a 


T n {f )= 给 


( 6 ) 


COS ⑽ 


Vl 


nnv 


a > 


将式 ( 6 ) 代入式 (3)， 即得式 (1) 的稳态解 


7l7t 


sm —a 


2F 


n7t 


s 

n = \ 


0 


(7) 




sm —x coscot 


¥ 


nTCv 


O ) 


T 


0 


其中 


V == 


V 


下面证明这解与上题解得的结果是一致的 
上题解得的结果可写为 


F 0 v 

wT 0 sin 


(O 


w 


coswt 0 ^ x ^ a 


sin —— (Z — a) 


sin — x 


0)1 


v 


V 


V 


(8) 


: y(x，0 


F 0 v 


CO 


0) 




—— a sin ——(/ — x) cos 祕 


sm 


a 


<ol 


v 


V 


a/T 0 sin 


v 


if y 的级数， 


将它展成 


sin 


OO j 

y(xjt) = ^Ja„(Osinl 

n = l 


rm 


(9) 


~x 


l 


, rnn 
sin —rx 


，并对 I 从 0 到 / 积分， 


式 （9) 两边乘 


力学（上册) 


248 


n7t 


m7r 


m7T 


dx 


dx 


y(x,Osin 


a„sin 


x sm 


JO 




o 


0 


n= 1 


F 0 V 

a>T 0 sinf — 


a 


m7T 


O) 


CO 


dx 


—(/ — a) 


sm — x coscotsin 


sm 


x 


ojI 


a 


v 


V 


0 


m 


V 


F 0 V 

o)T 0 sin 


. mn 

cosatfsin ~^rx 


O) 


0) 


dx 


—(Z - j:) 


sin — a sin 


col 


v 


V 


a 


V 


2F 0 v 


CO 


CO 


B 


_ (/ — a) Bi + sin 


cosa)t sin 


— a 


0)1 


v 


V 


/a>T 0 sin 


v 


a 


mTc 


O) 


其中 


da: 


^^Josin 


x 


— x sm 


v 


mn 


O) 


dx 


B 


二 （/ 一 x) 


sin 


sin 


x 


V 


a 


sinasin/3= — [cos (a — /?) — cos (a+^)J 


用 


CO 


aj 


a) 


m 


dx 


m 


COS 


X — cos 


X 


V 


V 


mnv 


其中 


m 


x=a 


x=a 


V 


V 


m 


m 


Bi = 


sin 


sin 


x 


x 


co — (O 


V 


V 


工 =0 


x=0 


m 


m 


(O 


CO 


V 


V 


m 


m 


sin 


sin 


a 


a 


co 


co 


v 


co 


V 


m 


m 


0) 


CO 


+ 二 Z dr 


m 


m 


— COS 


cos 


X 


V 


V 


V 


V 


O ) — O ) 


CO 


V 


V 


m 


m 


l 


sin 


sm 


2 


0) 一 co 


V 


(£) 


V 


V 




m 


m 


O) 


a> 


co 


v 


V 


m 


m 


sin 


sm 


co 


co 


co 


w 


v 


V 


V 


m 


m 


(t) 


V 


m 


sm 


v 


V 


m 


(i) 


0) 


V 


m 


sm 


0) 


O) 


V 


V 


m 


t m 7 tv 

H - : 


在上述计算中用了 Sin 士 


= 0 


=sm 


V 


V 


co 


0) 


B 


— (Z — a) \B l + sm 


sm 


— a 


v 


v 


CO 


<o 


O) 


V 


V 


OJ 


m 


m 


—(/ — a) 


sin 


sm 


a 


=sm 


a 


co 


co — co 


V 


V 


V 


m 


m 


0) 


OJ 


0) 


V 


OJ 


0) 


V 


m 


m 


+ sm 


sm 


sm 


a 


— a 


co 


OJ 


v 


V 


V 


V 


V 


m 


m 
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再用 sinasin /?= —[ cos ( a —/?)— cos(a + /?)] ，经计算可得 


a> 


co 


V<o 


0) 


sin — (1 — a ) B x + sin 


m 


B 


—l sin 


sin 


— a 


一 a 


2 


V 


V 


O) 


O) 


V 


V 


m 


2 F 0 v 


col 




V(i) 


coscot 


sin 


sin 


a 


2 


m 


0)1 


O) 


OJ 


V 


V 


IojT 0 sin 


m 


V 


2 F 0 v 


⑴ ma 


COSOJt 


sm 


T 0 l(oji - ^ 2 ) 


v 


T 


mKv 


0 


代入 


v = 


m 


V 


2 F 


sm coscot 


o 


a 


m 


Tl7t 


sin —a 


2 F 


H7T 






sin —x coso)t 


v l I 


i n 7 tv 


ai 




与式 （7) 完全相同 


I cos ⑽（其中 / 0 


31 一作用于单位长度的强迫力 /( x ， i)=/ 0 sin 


均为 


3 


n^o) 


常量,《为正整数)加于两端固定的、长“张力为二线密度为7的绳上，绳子受到与速度成 
正比的阻力,单位长度绳所受阻力的阻尼系数为求绳子的稳态运动. 

+ y ^_ r ^ 


a) 






dx 2 


a 


a 


. rrm 

sin ~rx 


(m = 1 ， 2 ， 3 ，…）来 


用满足同样的边界条件的无阻尼情况的本征函数组 


展开， 


f 

yix.O = y^KOsin 

1 


mn 


( 2 ) 


将式 (2) 代入式 (1)， 得 


r / 

s 

m=\ ^ 


d 2 T 


y dT m t m 2 7r 2 


. mn 

sm 


T 


/( 了 ，0 


一 771 I - 
■ — I ■ _■■_ ■ 

1 9 I 一 


(3) 


7 dt 


l 2 


m 


dt 2 


V 


m7t 


(m = l ，2, …） 的级数，只有 


的一项，即 


/( X , Z ) 已展成 


x 


m~n 


sin 


TlTCX 


= ZoSin —^ cos ⑽ 


将 / (工， O 代入式 (3) ，得 


fo 


d 2 T 


7 dT n J n 2 n z 


T 


n 




COSCOt 




dt 


i z 


dt 2 


n 


7 


导出式 (2)、（3) 的过程可写得更详细些，其办法参看3, 4. 32 题的解 


来 
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d 2 T 


7 dT 

7 dt 


m 2 7 r 2 


T 


m 


m 


+ tj T - = 0 


m 尹 


n 


dt 2 


对于 mT^n 的微分方程，不论 g 与 ^ ^ ■ 的大小关系如何，经过足够长时间，所有 Tmit') 

0, 稳态解中只含了 „ ⑴. 

用受迫振动的稳态运动公式， 


T n (0 = Bcos (cot — 彡 ) 


fo 


其中 


B = 


n 2 7t z 

l 2 7 


7 


r 


二一 o> 2 +4 — 


CO 


27 


fo 


n l n l 

l 2 7 


T 


+ rw 


CO 


7 


7 w 


— CO 


=arctan 


=arctan nW 


n 2 7 t z 


—— 7 j (0 


T 


W 


l 2 


fo 


rtTt 


所以 


cos(cot — 


3； Cr ，0 = 


sm —x 


Wr 


0) 


l 1 


y<o 


其中 


5^=arctan | n 2 n 2 — 

.n "T ~~ 


rjw 2 


3_ 4* 32 — 均匀细绳长度为 / ，单位长度质量为 7, 在平面 ( 工， 7) 内做横向小振动，它 

的端点 (0,0) 和 U ， 0) 分别固定，张力为 r, 振动时，受到与速度有关的摩擦力，如微元长说， 
有横向速度 ts 则摩擦力为 一 〜汾，小振动 ^Cr ， 0 满足下列偏微分方程和边界 条件： 








= b 


2 


dt 


dt 


dx 


y(0,t) = O^yCl.t) 


0 




(1) 写出常量 a 和 


b 


(2) 假定求 : y(U) ( 通解 ）； 

(3) 设： y(o: ， 0) = 0 ，；（ ^: ， 0)= Asm (3n jo/ l) + .Bsin (5?rx//) ，其中 A^B 为常量，求 




(4 ) 假设改为 a = 0,3 ； (j ：， 0) = 0, 


0 < x < —/ 


Ax 


y ( a ： 9 0 )= 


A Cl — x) < x 《I 


求 
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(1) 对 x 〜 x + djr 段绳子用牛顿运动定律 

淨 y dy \ 

一 *>» _ ■ fcn ■ I _ m 


dy _ 


r^da ： 


rjd 


dx 


dx 


dt 


dt 


x 十 dx 




dx 一 7 孕 d：r 


dx z 


dt 


心 丄 z 办 _ 丄心 

r } dt ~ rj dx 2 


2 


dt 


7 


所以 


t =— 


i 


7 


(2) 用分离变量法，令 y ( x ， t ) — X { x ) T { t ) ，代入空 +a ^ = b ^ 


，得 


dx 2 


a 


a 


XT+ aXT= bX，，T 

T , T bX ff 

T = 了 

等号两边均为常量，此常量必为负值，否则将得到 x =0, 无意义，令此常量为一 w 2 , 

X ,f + A 2 X = 0 

T+ at^ bX 2 T = 0 


+ 


T 


( 1 ) 


( 2 ) 


式 (1) 的边界条件：由 yi 0 9 t ) = 0, y ( ljt ) = 0 
得 X (0) = 0， X ( Z ) = 0， 


X ( x ) = Asinbo + BcosXx 


由 X (0) = 0 得5 = 0,由 X (/) = 0 得 


XI = nn 


=1 ，2, 


_ ■参 


满足边界条件的特解为 


nit 


X n ( x ) = sin 


1,2 




将 A 代入式(2)， 


^ 2-2 

T n + aT n + = 0 


相应的特征方程为 


y2 + w 十券= 0 


4 W 


2 


b 


— a + 


a 


t 1 


An 2 7t 2 b 


~ a dr i 


l z 


b 


这里用了 a 2 < + 


CC u cosw n t + C 2 „sin^ n O 


T 


n 2 7t 2 b a 2 


其中 队 


l 2 


4 
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通解为 


y (: r ， t) — X n (x)T n {t) 

n = l 


00 / \ 

2 * T17T 

sin —x 

\ I I 

n= 1 


(C ln cosco n t + C Zn sln(o n t) 


at 


e 


2-( f-| 

n— 1 


7 


(C ln cosw^ + C 2 ”sinw„0 


e 2v 


n 2 ?r 2 r 7 2 


其中 




47 2 


n 


nl 


5 丌工 


3 江 x 


+ Bsin 


(3) 初始条件 ,〆 ■r ， 0 ) = 0 ，： y(x ， 0)=Asm 

由 3 ； 0,0) = 0 ,得 C ln = 0 ， w=l ， 2,… 

co 

Cx,t) = 2 s ^ nl ~ x 

n = l 


(• C 2 n^OS(O n t 


y 


7 


r 


n7t 


eH 2n sino^ + e 一 ㉛ 




: V 


27 


5 兀 


3 ?r 


+5sin 


由 y ( xfO)=Asin 


—x 


—X 


5芘 


Ssin(f^) 

n= 1 


3tt 


+ Bsm 


=Asin 


C 


—x 


—x 


2n<^n 


B 


A 


C 


C 


得 


25 — 


23 — 


⑴ 5 


⑴3 


(n ^ 3,5) 


= 0 


B 


^ 5；r * __ 

sincw 3 ^ + ~ s i n l 丁 x|si ⑽ |e _ 2? f 


z 


^sin ^ 


y ( x ,0 = 


所以 


山 5 


⑴ 3 


25 宂 2 r y 


97T 2 r y 2 


其中 


山 5 = 


⑴ 3 = 


47 2 


ll 


0,即 : K = 0, 通解为 

oo 

3； Cr ，0 = XI 

n=\ 


(4) 


a 




nn 


(C ln cos<o n t + C 2n sin^ rt O 


sin —x 


n7t 


其中 


O) 


n 


0r ， f) = ^]sin(〒xj 

rt= 1 


(— Ci„^ rt sinoi^ + C 2 n w n cosa) n t) 


y 


由 3?(a: ， 0) = 0 得 C 2n = 0 


nn 


y(x,t) = 

71= 1 

o 

y(xjO) = DC 

n=l 


sin —tjo cosco n t 


In 


l 


nn 


sin —x 




将所给的初始条件 


0 < X < — 


Ax 


y(x^0)= 


ACl — x) ^ x ^ l 
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Tin 


用本征函数组 


(w = l ，2,…)展成级数， 


sin ~rx 


T17T 


dx 


C 


y(xjO)sin 


x 


In — 


0 


T 17 T 


nn 


dx 


dx + ¥ A(l — x)sin 




—x 


—x 


x 


0 


4 ZZ 


sin —n7T 


n 2 7r 2 


7t Z n^l ft 1 


717T 


所以 


yix 9 t) 


X COS(O n t 




n7V / r 


其中 


co n = -r 


V 


33 一条长/、线密度为 7 的软绳，上端固定，下端自由，在一个平面内做微小横 


3 


振动 


(1) 导出偏微分方程，并由此导出关于振动模式的微分方程； 

(2) 用幂级数解法求解此微分方程（不把方程变为贝塞尔方程求 

解），然后用数值解法近似算出最低简正频率 • 

(1) 取图 3. 66的 


坐标，绳中张力与重力平衡，是 I 的函数， 


X 


y 


= rjgdiX = TjgQ — x) 

J X 

由牛顿运动定律 #〜: T + dx 段质元做微小横振动的偏微分方程为 


淨 y 








= tCx + dx) 


t ( x ) 




dx 


dx 


dt 


x+dr 


X 


或写成 


淨 y _ ( d ^\ I d ^\ 

dt 2 = \ T dx) ~ \ T 3x1 


ydx 


X 


代入 rO )=7 〆 / — 工），可得 




d 




( 1 ) 


(z 一工） 


= 0 


—q 


dx 


dt 


:&界条件 : 3^(04) = 3,3；仏£)有限 

下端自由冬 _) I 

用分离变量法 . 令 yixiO = X (jc)T(0 ，代入式 (1 ) ，得 

XT- gT 


囑 


dy 


= 0,因 r ( Z ) = 0, 不能要求 


= 0 


dx 


x=l 


x=l 


dx 


a 


(z-x ) 石 1=0 


dx 


1 T Id 
T ~ X dx 


dX 


1__ 

I 


A 


(/ 一工） 


dx 


g 


d 


dX 


+ AX = 0 


( 2 ) 


a - x )^ 


dj ： 


dx 


T + XgT = 0 


(3) 


边界 条件: X (0) = 0， X ( O 有限 
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奉 


式 (2) 及其边界条件将决定振动模式，因此式 (2 ) 是关于振动模式的微分方程 
(2) 由上述式 (3) 关于 T 的微分方程可知 , A = 0 及 入 <Q ， T 将趋于无穷或趋于零，没 

有强迫力，不可能趋于无穷;没有阻力，也不可能趋 于零. 故必有; l > a 式 (2) 也可写成 




A 


X” T^~X f + 


X = 0 


(4) 


I 


I—— x 


X 


可见 , 是正则奇点，令 


- /) 


XC^o) = (x 


n 




>1 = 0 


代入式⑷， 


+ 2(” + s ) a ”( x 


2 (打 + + 


+S-2 


十 j _2 


iy 


— l)a n (x — iy 


s 




n = 0 


0 


n 




71 = 0 

指标方程 :〆 s — 1 )+5 = 0, 

令 <2。= 1 ， 


十 


— /)” 


= 0 


5 = 0 


{s + l >5 a x + (5 + 1)^! — A^o = 0 


A 


江1 = 


(5+1) 

(5 + 2)(5 + 1 )a 2 + (s + 2)u 2 — Aa x = 0 


A 2 


A 


a 2 = 


(s -\- 2) 


(s + 3)(5 + 2)a s + (：? + 3)^3 — A< 2 2 = 0 

A A 2 A 3 
3 2 2 2 _ (3!) 


^3 = 


2 


G + 3) 


A n 


依次类推，可得 


a 


n 


(n!) 


A rt 


xu ) = 2 


u - iy 


(n!) 


rt = 0 


(_AZ) 


n 


s 


由 X(0) = 0, 

用牛顿法做数值计算，将式 (5 ) 写成 

/(/>) = ! — /> + \ p z 


(5) 


= 0 


( n !) 


n = 0 


p s ^ 0 


4 


+ 576 P 




14400 


36 


4 


其中 /> = A/ 


4 


1 + ~P-T^P 2 + Yu p 


/’（/>) 


p 


- 


2880 


12 


nPk ) 

f ip k y 


k 


0 ， 1 ， 2 ， 


Pk^rl = Pk — 


■ •攀 




取 /(/ >i) = 0. 224 ， /( 户 D = —0. 58 

f(Pi) 

f(pO 


0, 224 
(- 0. 58) 


=1, 39 


Pi = P\ — 
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参 


f(p 2 ) = /( l - 39) = 0* 0245,尸（户 2 ) =- 0. 449 

0, 0245 

(- 0. 449) 

/( 户 3 ) = 7. 64 X 10^\ f ( p 3 ) =- 1* 4355 

7. 64 X 10 
(- 1. 4355) 


= 1. 445 


/>3 = 1* 39 — 


— 4 


= 1.447 


户4 = L 445 — 


取三位有效数字，/ > = 1.45 即 A min / = 1.45 

由关于： T 的微分方程式 (3) 的解， 


Tit) = QcosCVAiO + C 2 sm(s/Xgt) 


K . 




=1. 20 


min 


为了说明上述计算的确是最小的简正频率，我们取仏= 0.5, 算出/ > 2 = 1. 067, 而用 
0. 1, 算出/ > 2 = 1. 047, 所以不可能找到比/ > = 1.45 更小的 f(p) = 0 的根. 

根长度为/、线密度为7的细绳以角速度 D 绕一根垂直的轴在水平面内 
转动，同时细绳在竖直方向做小振动，如图 3. 67 所示. 求简正频率(重力可忽略不计). 

提示： 勒让德多项式外 ( cod ) 满足的方程为 

i ( sin ^ d ^] 


Pi 




3. 4. 34 


y 


Q 


1(1 ~\~ l^Pl 

轴以角速度 D 绕^轴转动，考虑转动参考 
系，无振动时，细绳处于平衡状态，绳中张力与惯性离轴 

力平衡，由此可计算绳中张力. 

x - x + dx 段质元受到的惯性离轴力为 


I = 0，1 ，2， 


« • • 






L 


yjdx 


n 


3.67 


张力 r ( x ) 应与从 工至 L 段所受惯性离轴力相等， 

1 

Q 2 x^]dx =— 

J x 乙 

+ dx 段质元用牛顿运动定律， 


7jO z (L z - X 2 ) 


t(x) = 


对 




d y 


Tjdx 


dt 


dt 


dt 


_r+dr 


3 


rjD 2 {L 2 - x 2 ) 


( 1 ) 


V 


dxL 2 


d X 


dt 


边界条件::^(0,0 = 0,3；(/^)有限 




和上题所述一样，因为 r ( L ) = 0, 不要求 

用分离变量法 


= 0 


dx 


= X(x)T (t) 


O 2 f 代入式 (1) ，得 


令 


dX 


d 


^ l(L 


XT= T 十 


) 


dx 


dx 
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« 


dX 


1 d 


]=— 


丄 丄 

n ■ «■ ■ >X ir » 


a 


A 


dx 


x 




<4 T 


X dx 


T + XwlT = 0 


( 2 ) 


d 


dX 


⑴ — a 盂 +^ = ° 


(3) 




dx 


d _ d _1 d 

L’dx did 彡 L d $ 


x 


，式 (3) 改写为 




d 


dX 


(1 - ^ 2 ) ^ +AX = 0 




d ^ 


de 


再令 S = coM ， 上式又可改写为 


d 


dx 


点卜 2 ^ 卜—认 


(4) 


与勒让德方程 


d 


d ® 


— 説 +l 久-^ 0=0 


sin (? d 夕 


2 


d 


d0 


s ^d^l+l A -^) 0=o 


或 


dcos 沒 


相比较，可知式 (4) 是一个 m = 0 的勒让德方程. 

由式 (3) 可见， x = L 为正则奇点，要使 x = l 处的 xa ) 有限， A 必须为 

A = /(Z + 1) 

将式 (4) 与提示所述勒让德多项式 R ( eos 60 满足的方程相比较，也可得到; I 的上述限制 

X = Piicos6) 


I = 0，1，2, … 


所以 


x 


X ( x)=P 

要满足边界条 件: 〆 0,0 = 0,即 X (0)-0,/ 只能取奇数，即 

=1，2,3,… 


Li 


4 % 、、' 

= Zn — i 


n 


则 


k —2 n {2 n — I ) 


n — \ ，2,3, 


将上述 A 代入式 (2)， 


T + 2 n {2 n — 1) ( o\T — 0 


简正频率为 


n 


= 1，2，3， 


n 






-/l 


n 


波 


尸 


一开管风琴管(两端开口）的基频为 300 Hz ， 一闭管风琴管(一端封闭）的第二 
泛音和该开管风琴管的第二泛音频率相同，问两根管子的长度各是多少？空气中声速为 

330 m / s . 


3 




开管风琴管的长度与波长的关系为 1 = ^ 


n 
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A . 


21 


330 


基频为 


0. 55( m ) 


2/ ， ##Z= 2^ = 2X300 


3 t ； 


第二泛音 
闭管风琴管的长度与波长的关系为 


y 3 = '^ =: 3^! = 900 Hz 




(2 n - 1) 子 


l 


n = 1 ， 2 ， 3 ， 




4 


hv 


第二泛音 


900 Hz 


吣石 4 Z 

； 5. 330 n 、 

/ = 4^0 = 0 - 458(m) 




所以 


一 小提琴的弦的质量为 2. 0 g ， 它的两固定点之间的距离为 50 cm , 不按手指 
演奏时发出的声音是 A 调 440 Hz . 试问要奏出 C 调 528 Hz , 手指应按在什么位置？弦线张 

力多大？ 


3, 5.2 


两端固定，弦长/与波长有关系为 


4 




21 


不按手指演奏的是基频， 


= 440 Hz 


按手指使琴弦长度缩短，奏出的仍是基频 


ZV ， 


^1 


440 


X 0. 50 = ()• 417( m ) 


528 


离较近一端的距离 


I — V =0. 50 — 0. 417 = 0, 083( m ) 


T 


= 2/^i ， 


7 = T 


(2/^i) 2 = ^mlv\ 


T =7JV 

= 4 X 2. 0 X 10 -3 X 0. 50 X (440) 2 = 774( N ) 

有一口井，侧面是竖直的，井中有水,它可与 7 Hz 和 7 Hz 以上的某些频率发 

生共鸣，井内的空气密度为 l . lkg / m 3 , 压强为 9.5 X 10 4 Pa ， 比热容比为试问这井水的 

水面有多深？比 7 Hz 高的多大频率也能发生共鸣？ 

在一端开口一端封闭的井中形成驻波时发生共鸣，此时强迫力的角频率等于振 

动系统的简正频率，发生共振，故发生共鸣形成驻波时， 


3. 5.3 


1 


I = (2 n + 1) y n = — X 2 n — 1) 


U 


4 
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* 


其中/是水面的深度，即水面到井口的距离 

h 

发生共鸣的最低频率 = 


攀 


亡 X 9. 5 X 10 




= 12( m ) 


4^! 


4* 7 


4^i 


P 


比^高的能发生共鸣的频率有 


(2 n — l ) h ， 


= 2,3, 




它们是 21 Hz ，35 Hz ，49 Hz ， 

3. 5.4 


■ * » 


參 


小提琴的弦长 31. 6 cm ， 线密度为0_ 65 g / m , 将此弦放在扬声器附近，扬声 
器由一频率可变的音频振荡器来策动.当振荡器的频率从 500 Hz 到 1500 Hz 连续改变 
时,发现小提琴的弦只在 880 Hz 与 1320 Hz 这两个频率发生振动.试问弦中的张力有多 


大? 




l = n 


Vn= X u 


§ (w + 1) 


880 = Ti 


1320 = 


1320 


880 


解得 n = 2 


T 


880 - 21 


V 


T ^ rjv 2 = 0, 65 X 1 CT 3 X (()• 316 X 880) 2 = 50. 3( N ) 

一直立圆柱形管子，上端开口，可以往里灌水，当管中水面离管口距离为 
15. 95 cm .48. 45 cm 和 80. 95 cm 时，相继地观察到一个频率为 512 Hz 的音叉发生的空气柱 

共振，如图 3. 68所示. 

(1) 求出在空气中的声速； 

(2) 精确地指出该管邻近顶端波腹的 位置； 

(3) 如果上述测量是二年级大学生所做，你如何评价他的工作. 

48. 45-15. 95 = 32* 50 
80. 95 — 48. 45 = 32. 50 
A =2 X 32* 50=65( cm ) 

Av =0. 65 X 512 = 333( m / s ) 


3 


( 1 ) 




A =65 cm ? ~ A = 16* 25 cm 


( 2 ) 


4 


16 - 25 — 15. 95 = 0* 30 


波腹的位置在管口外 o . 30 cm 处. 

(3) 因为人耳对于声音强度的变化不十分灵敏，用此法测量空气中的声速难于精确 

不过未用什么仪器设备，测量结果还相当精确，工作值得称赞 

小提琴上的琴弦长1，可认为两端是固定的，空弦的基频为 v 。， 提琴手在离一 


辱 


3 
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― 0 


15.95cm 


—— 48.45cm 


- 80.95cm 


图 3. 68 


L 


端 f 距离处用弓拉弦，另外用手轻轻按在弦的中点. 

CD 问在这些条件下，他能激发的最低频率多大？示意地画出弦振动时的形状; 
(2) 在此条件下，一次谐波的 频率多 大？ 


L 


L 


(1) 在此情况下， 弦参与振动的 实际长度为节，考虑到离端 点亍处 只能是波腹， 


L 


( 


1，2,3, 


能激发的最低频索的波长 


X x = L 


V。 2L^ = 2 , 


最低频率 

其中 Vo . Ao 分别是空弦的基频及其波长. 

激发最低频率振动时某时刻弦的形状如图 3. 69所示 

(2) 在此情况下，一次谐波的频率为 


―万 A , 


L 


L 


2 


Vo 2^0 = 6v 


~L 丄 L 


L 


7 —长为 0. 5 m 的小提琴弦，其基频为 200 Hz . 

CD 横向脉冲在此弦上的传播速度多大？ 

(2) 画出一脉冲在弦的端点反射前后的 图形； 

(3) 画出此弦比基频较高的两种振动模式的草图，并给出它们的频率. 

( l)Ai = = 2Lvi = 2 X 0* 5 X 200= 200 m / s * 

_ 

(2) 反射时，波遇波密介质，有半波损失，脉冲反射前后的波形如图 3. 70所示 • 

(3) 图 3. 71画了比基频较高的两种振动模式，并标出每种模式的频率. 

在两个相距为 100 cm 的固定点之间张紧一根弦，在 100 Hz ~350 Hz 的频率范 


3 


图 3. 69 


# 


畢 


3 


_ 
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围内，仅有以下频率能被激发 ： 160 Hz 、240 H Z 、320 Hz ， 这 
些振动模式的波长各是多少？ 


入射脉冲 




~' Un= X 2 r 

设心 = 160Hz，'+i = 240Hz ， v„+2 = 320Hz ，贝 [] 


反射脉冲 


v 


V 


w ，240 = 2 x l^ n + 1) 


160 = 


2 X 1 

两式相减， "^ = 80， t ；=160 m / s ， 


图 3.70 


^ =^00 Hz 


p 3 =600 Hz 


图 3. 71 

将^代入上述两式任何一式，可得《 = 2， 

21 2X1 


A 


= l(m) 


21 


21 


K 


专= 0. 667( m )， 4 


= 0. 5( m ) 


+i 


+ 2 


1 


所以 160 Hz 、240 Hz 、320 Hz 这些振动模式的波长分别为 lm 、0. 667 m 和 ()• 5 m . 

抓住或夹住细铝杆的中点，铝杆长 lm ， 沿着杆的轴线纵向用锤子打击杆的一 


3 


端，产生 2500 Hz 的声波. 

(1) 求铝杆中的声速； 

(2) 要激发 3750 H Z 的声波，手应抓在杆的什么地方？打击不同端有差别吗？ 

(3) 假如像原来那样，手握杆的中点，但在端点横向而不是纵向打击杆，定性解释为 
什么合成的声波频率比原来的低. 

(1) 杆的中点是波节，打击的端点为波腹，故产生的声波主要是基波，波长与杆长 


的关系为 


— A 


七 I ， 


21 




4 


、击 

尸速 


= Av = 2 h = 2 X 1 X 2500 = 5000( m / s ) 

(2) 要激发频率为 3750 Hz 的声波，设其波长为 A ， 


5000 4 


v 


= A X 3750, 


—(m) 






3750 3750 3 


手抓的点离打击点的距离等于十 A , 为士 m ， 即手抓住离打击点三分之一杆长处 


打击两端，激发的声波频率是不同的，打击另一端， 


= 声速一定，波 
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參 


长为两倍，频率为一半，激发的声波频率为士 X 3750=1875( Hz ). 


Y 


(3) 在铝杆中传播纵波的波速 


七，其中 y 是杨氏模量^为密度，传播横波的波 


p 


N 


速 


^ ，其中 iv 为切变模量， iv < y ， 因此传播横波的声速小于纵波声速，手都是握杆 


p 


的中点，两波的波长相同，^=1，％0 1 ，人=；1 1 ，/40 1 ，以上脚标“1”表示横波，“1”表示纵 


波，这就解释了为什么横向打击激发的合成声波频率比纵向打击的低 

3. 5. 10 在温度为 300 K 的空气中，假设频率为 10 3 H Z 的平面驻声波引起压强变化 

的幅值为 ldyn / cm 2 (周围压强为 10 6 dyn / cm 2 ). 试估计此波动引起空气分子位移振幅的 


* 


量值 


驻波的表达式为 




3^ = Acos 


coscot 


压强的增量 


3 ^ 


A/> = — K 


= KA —sin 


coscot 


dx 


其中 K 是气体的体积弹性模量， 


K 


P 


所以 


K = pv 


压强变化的幅值 


P 


其中 P 为空气密度. 

设空气摩尔质量为体积为 V 的空气质量为 M ， 


M 


pV 


= —RT 




M _扯 


〃 = F RJ 


上述写的驻波表达式，位移振幅 








p m PmRT 
paw 2 ^Wpfi 

代入 pm = ldyn / cm 2 = 10 _1 Pa ，/? = 8. 31 J/(mol • K ) = 300 K ， v = 10 3 Hz ， t ； = 340 m / s , p 

_ 

= 10 6 dyn / cm 2 = 10 5 Pa ，/^=29 X 10 _3 kg / mol ， 


_ A — 

£\ - 


: y 


= 4 X 10 -"m 

3. S. 11 (1) 对于一端封闭的管子，画出其第二振动模式的空气位移图和压强变化 


: v 


图; 


(2) 上述第二振动模式的频率与基频有何关系? 
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(1) 设管子长 L ^ x =0 端封闭 


L 端开口，因为 : r = 0 端是固定点（波节)的， 




yX 




= AjSin 


n 


cosotf 




n 


V 




L = (2n — 1) 


1，2, 


n 


奉 






• « • 


4 


对第二振动模式 ， n = 2 ， L = - rX 2 , k 2 = — L ， 


4 


, . 2 n\> z \ A . 

y 2 = A 2 sm| ^ ^ xj coso^ = ^l 2 sin 


3 ?r 


z~rx coscot 


2L 


3 y 


3 n 


3 兀 


n 


Ap = 一 K 


=—K ^rAsin ~x + — coso^ 


2L 


2L 


dx 


3 兀 


3 江 


7T 


= ^KAsin 


QOSCOt 


2L X 


2L 


2 


图 3, 72 画出了该模式各处位移的“振幅”，打引号标明它不单是通常的振幅，还包含了相 
互间的相位关系.图 3. 73画出了该模式各处压强变化的“振幅 


位移“振幅” 


0 


2 


L 


x 




^rL 


3 


图 3* 72 


压强“振幅 


M 


0 


2 


L 


x 


~L 




图 3.73 




(2) L =(2 n —1) 子 


4 


Ai 


基频 


L— (2X1 — 1) 


4 = T Ai 


4 


第二振动模式， L =(2 X 2 — 1) 


_ 八 


4 


4 


— Av ， 


= A 2 v 2 


v 




4L 


^2 = ^~= 3^! 


A 


4 


— L 


一吉他弦线长 80 cm ， 其基频为 400 Hz ， 做此基频的振动，使弦中点的最大位 

移为 2 cm ， 如弦中张力 To = 10 6 d y n ， 试问作用于弦支承端点的作用力的垂直于弦平衡位 
置的分量的最大值有多大？ 

沿弦的平衡位置取1轴 ，: T = 0 为支承端点，0： = /为固定点 ， x = 0 也近似视为固 


3. 5- 12 


m 
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定点 


做基频振动， y = 400Hz ， A=2/=l. 6m 

弦上形成的驻波方程为 


— 1 


— 1 


Au= 640ms 


2^= 800tts 


，如 




9V 




a> 


y ~ ylsin 


— x coscot 


V 


由中点的最大位移知 4 = 2cm = 0. 02m. 

作用于支承点的作用力的垂直于弦平衡位置的分量为 


dy _ 


CO 


F = T 


=T 0 A 


— cosa>^ 


o 


dx 


V 


x=0 


ToA^ = ^X 0 . 02 X^ = 0 . 79 (N) 


F 




max 


V 


13 一根长 L 的弦由两种线密度的弦相连而成，右边长的弦线密度为 7 ,左 


3 


边长的弦线密度为切，张力为 : T 。， 两端固定 . 求基频和第一、第二、第三、第四泛音频 


率 


弦线的波动方程为 


^y\ _ To 

dt 2 ~ 47 dx 2 

淨 y2 T o 淨 y 2 

rj dx 1 


0 < x < —L 


= 0 


^ L < x<L 


= 0 


dt 


边界条件为 


)i(0,O = 0, 


y 2 (L ， t) = 0 


~ L,t 


~L 9 t 


3^1 


=^2 


3 yi 


3 y 2 


da ： 


dx 


L 


L 


x= 


x= 


% 


dyi 


3 yz 


来自一了 


+T 


= 0 


0 


0 


dx 


dx 


L 


L 


X — 


x=^ 


由前两个边界条件，可以由分离变量法解得 


0) 


0 < x < —L 


~ (Aicoscot + J B 1 sin^)sin 




Vi 


— X 


■M 




O) 


jC I 』 


y ? (x y t) — {A 2 coscot + jB 2 siru^)sin — (L — x) 




^2 


T 


T 


0 


0 


其中 


Vi = 


V 2 = 


47, 


由后两个边界条件，并注意到 v 2 ^2v^n 


coL 


coL 


{A^oscot + Bisina)t)sin 


(>l 2 cosatf 十 5 2 sin^)sin 


3v x 


3^i 


wL 


coL 


(O 


a) 


=(A 2 cosojt + B 2 sina)t) 


(Aicoscot + B ^ sinwt ) — cos 


cos 




2 ^! 


3^i 


3 ^i 




力学（上册) 


264 




由等号两边 


的系数分别相等，得 


coso^'sin 时 


(oL 


coL 


^!sin — — A 2 sin 


= 0 




3 z^i 


coL 


( joL 


O ) 


0) 






= 0 


二 — cos 


— cos 


2 


3 t^i 


2 ^i 


3 ^i 




a>L 


ojL 


-尽 sin 




= 0 


3 ^i 


3 v x 


coL 


wL 


co 


(V 


B , 


+ B 


= 0 


T — COS 


一 COS 


3 v x 


2 v 1 


3 vi 




由 A 、 4 及私、私 有非零解的 条件： 系数行列式等于零，可得 


ojL 


ojL 


= 0 


sin 


cos 


3 vi 


3 v r 


wL 


coL 


= 0 或 


= 0 


sin 


cos 


3 v l 


3 ^i 


coL 


^ =0,⑴可取 


由 


sin 


3 ^i 


Zn x nvi 


( n ! = 1，2,…） 


O ) 


L 


coL 


^ =0,o ; 可取 


cos 


3 vi 


3(2 n z — l)^i 


( n 2 = 1 ，2,…） 


w 


2 L 


3 T 0 3 T 0 




基频 


TL ^ 


ni = \ j ( i } 2 = ^~ , v 2 = 


第一泛音 


L 


9 T 0 


2 , C03 = ^„ 


第二泛音 




n 2 


8 LM rj 


T 




0 


第三 泛音 : 


L 


2 Ly 7 


15 To 


15 ^i 


第四泛音 


3 ，叫 = 


2 L ， 5 —8 Z/V 7 

14 线密度为7、长为 / 的琴弦两端固定，受张力了。作用，设在 t = 0 时，将弦的 
中点由平衡位置拨到距离 〆 处，使形成一等腰三角形，然后将弦静止释放#求弦的 


n 2 




3 


运动 


^ y _ T 0 ^ y 

dt 1 7 


( 1 ) 


= 0 


满足边界条件和初始条件如下 


( 2 ) 


y ( lft ) = 0 


J (0，，） = 0, 


25 


0 < x < — 


T 工， 


(3) 


: v ( x ，0) 




X 


- 


2 s I - ~ 
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( 4 ) 


= 0 


3 t 


0 


用分离变量法，设 〆 x ， d = X ( x )7 X 0, 代入方程（1)，可得 


d 2 T To … d 2 x 

A — 一 1 


-= 0 


dt z 


v dx 2 


丄 ㉑ T 0 1 d 2 X 
T dt 2 

等号两边只能是常量，而且只能是负值，设为一 w . 

T 0 1 d 2 X _ 

v x dx 2 

1 d 2 T 
T dt 2 ~ 


X dx 2 


V 


O ) 


(O 


d 2 X 


J-a> 2 X 


0 




dx 2 1 T 


0 


d 2 T 


+ co 2 T — 0 


dt 2 


T ( t ) = A f coswt + B'sinatf 


JL 


XU ) = C r cos UL 


+ ZTsin 


(ox 


cox 


T 


To 


0 


由 3；(0， r ) = 0, 即 X (0) = 0, 定出 C =0 •由 3； G，d = 0, 即 X(D = 0, 


= n 7 t 


1 , 2 , 


n 


暑攀幢 


T 


0 


flTC 


X ( x ) = D f sin 


—x 


T 


nn 


T 


y(j：fO = 2 

n=l 


+ 瓦 sin HE 


nn 


人 cos 


o 


0 


sm —x 


V 


V 




由 


= 0,可知凡 = 0 (n = l ，2, …) 


a u 


二 0 


TlTt 


T 


y ( x 9 t ) = ^ A n 

n= 1 

y ( x ,0) = 

n = l 

将式 (3) 给的 〆 x ,0) 展成式 (6) 型的级数，或者说将式 (3) 代入式 (6), 

0 ^ x ^ 


nn 


(5) 


0 


sm —x cos 


L 


V 


UTC 


( 6 ) 


sin —x 


Is 

l 




n= 1 


X 


— < X < z 


25 1 -— 


mn 

cos —rx 


，并对工由 o 到 / 积分，用 


两边乘 


mn 

sini —x \ sini —rx 


nn 


dx = ~d 


0 
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2 n 2s . 

— —xsm 


dx 


dx + , 25 1 — 丁 


A 


sm 




经计算可得 


85 


A 


( m 7 r ) 


8s 


T 


S 

n= 1 


所以 


jy ( x ，，）= 


^rsm 


sin —x cos 


7 


3. 5. 15 密度为内、声速为 ^ 的介质1，与密 度为内 、声 
速为％的介质2间有一不可渗透的平面界面，一列压强振 
幅为 A 、 频率为〃的平面声波自介质1垂直射向界面. 

(1) 写出在界面上的边界条件•， 

(2) 用边界条件求出自界面反射回介质1的波的压强 
振幅 W 和透射到介质2的波的压强振幅 B . 

(1) 取入射波的传播方向为 x 轴，两介质的界面位 


介质1 


介质2 


Am 


S 


0 


于 x=0 


图 3. 74 


在界面上取一很薄的质元，质元的两个表面分别位于两 


种介质中，设质元质量为 Am ， 表面积为 S ， 由牛顿运动定律， 




(户1 —户 2)5 = A/W 


dt 


dt; 


分界面是无限薄的， Am — 0,亍是有限的，因此在界面处有 


dt 


Pi = Pz 


+ 因此这个边界条件可写为 


设平衡时，两边压强为和灼 =# 。十△勿 ，/>2 


U = 0 = △夕2 I 

由于界面是不可渗透的，界面两 达的介 质因声波扰动得到垂直于界面的振动速度 


( 1 ) 


3yi 3y 2 

a " a 


，而两种介质总保持接触(不可渗透），必有法向速度相等，因此第二个边界条件是 


^ y 2 


( 2 ) 


dt 


dt 




(2) 我们用波的复数表示法，对于波的压强变化量，可为 
入射波 
反射波 
透射波 


^ Pl = Ae t( ^ x \ 

A ^ 1 = A / e i( ^V\ 
A /? 2 = fie i ( a *~ V \ 


( Xo ) 

( x ^ O ) 


其中是 1 = 二^二 


v 2 


V\ 


il 


dy 


因为 


A ^>= — K 


= —— pv 


dx 


dx 


办 1 


△A 


3x 


3 yi 




dx 
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对 I 积分 g 视为“常量”) 


i(zttf— 


A i x) dx 


A 


e 


^1 =— 


PlVl 




ik^vl 


同样可得反射波和透射波的位移表达式 




^ 1 =— 


ikxPivl 


k^x) 


3/2 = TM Be 


dyi 


CO 


如 ( 妞 - V) = 

Pl^l 


dt k l p 1 v\ 

dy \ 


O ) 


乂， e i (奴 + V )= — 






dt 


Pi^i 


dyz 


O ) 


i(ajt—k n x) 


i(<U—k^x) 


=—Be 

Pz v 2 


Be 


dt k t p 2 V 


在用 （1) 中给出的两个边界条件时，其中 A 九 和^都是入射波和反射波的相应量之 


a 


和 


由 ( Api ~\- Api ) | 


△/^2 I 工=0，得 


x = 0 


A "|~ A ! 


(3) 


B 




由( 


3 y \ , dy \ 


dyz 


，得 


a 


a 


a 


x=0 


z—0 


(4) 


— = B 

Pi t v l piv x p 2 v 2 


由式 (3)、（4) 解出 


2p2^2 

P\V X + PlV 2 


Pl v l ~~ P\ v \ 

PlVl + p 2 V 2 


A 


A r = 


A ， 


B = 


16 两根相同的钢琴弦在保持相同的张力时有相同的基频，设基频为 600 Hz ， 试 
问当这两根弦同时振动时，使其中一根弦增加多大百分比的张力，每秒发生6个拍？ 


3 


T 


T 


0 


0 


Vl= Yi 


21 


V 


T 


V 


0 


1^拍 = h h 


To 




— (600 + 6) 


T f 0 -T 


(600) 






0 


= 0 . 020 




To 


(600) 


使其中一根弦增加2%的张力，每秒可听到 6 个拍. 

设有两列声波 ，一 列在空气中，另一列在水中，如果这两列声波的强度相等， 

水中声波的压强振幅与空气中声波的压强振幅之比多大?若这两列波的压强振幅相等，它 

们的声强之比多大？ 

声强与声压振幅的关系为 


3. 5. 17 
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用脚标 a 表示空气中的物理量，脚标 W 表示水中的物理量 

当时， 


P 


2 p a v / 


2p w v 


2p a Va 


P 


P 


PaV a 


pma 户? nw 时， 


Iw 2p^v w p a v a 

1 a 1 Pxv^w 


2 p a V a 

3- 5.18 两端开口的长为 / 的风琴管可用来测量亚音速风洞中空气的马赫数 iVc ， 其 
中 T ； 是空气的流动速度， C 是在静止空气中的声速.观察到当风琴管固定在洞中不动时, 


与周期为了的基波发生共振，若 Ty/V = ~? r ， 求 T / T 0 yTo 是风琴管置于静止空气中时在基 

波发生共振的基波周期 

方法一:波速公式都是以波在其中传播的介质为参考系的.今风洞中的空气是 
以速度^运动的(对静参考系而言），以流动的空气为参考系,则对风洞亦即对静系静止的 
风琴管是以〃的速率向与空气对静系运动的相反方向运动的. 

在基波发生共振，对于两端开口的风琴管，管子长度等于半个波长，可在空气参考系 
中，管子是逆着空气而运动的，表观长度^小于实际长度其关系为 


令 




T 


( 1 ) 


2 


T 


其中： T 是在流动空气中风琴管的基波周期 ，令是 此基波通过风琴管所需时间 




乂。 


A , A 0 分别是风琴管在流动的空气中和在静止的空气中的基波波长 

将上述两式代入式（1)， 


A 0 


T A 0 


CT A 0 


A 


A 


V 


V 


2 


2 


又。 


1 


又。 


因为 


— 广 


T T 


2 i — A 

T 0 = J 0 


所以 


1 
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1 T 2 


若！ 


2 9 T 


方法二 :此题 实际上是多普勒效应问题，用多普勒公式来解. 

以空气为参考系，波源不动，发出^频率的波，观察者对风洞是静止的，在空气参考 
系中是以 p 的速率向着波源运动的，听到的声波频率为 


P = - v 0 


其中 e 为在静止空气中的声速 


A 0 

— ^ ? 


A 


— Av 




T 


T 


H = A 

Tl = X 


^0 


1 


19 一汽笛发出频率为 1000 Hz 的声音，该汽笛以 10 m / s 的速率离开你向一悬 
崖运动，空气中的声速为 330 m / s . 试问： 

(1) 你听到的直接从汽笛传来的声波的频率多大？ 

(2) 你听到从悬崖反射回来的声波頻率多大？ 

(3) 你能否听到拍频？ 


3 


10m/s ， ^0 = 0 


-lOOOHz, 


( 1 ) 


u 






= 330 m / s ， 


330 -1 0 

330 —( — 10 ) 

(2) 悬崖和你之间无相对运动，都对所用的静参考系是静止的，因此你听到悬崖反射 
回来的声波频率也就是悬崖接收到的声波频率，波源向着悬崖运动. （1) 中的 
变， w s 改为 10 m / s . 




X 1000 = 971( Hz ) 


不 




330 + 0 
330 - 10 

1030- 971 = 59( Hz )>7 Hz 

拍频高于 7 Hz ， 难予或说无法分辨声音强弱的变化，因此结论是听不到拍频. 

卡车在其车顶上装有两个扬声器 ，一 个朝前 ，一 个朝后，此卡车以 lm/s 
的速度向你驶来，如果扬声器都以 1000 Hz 的频率振动，问你听到的由直接传来的声音和 
由汽车后一建筑物反射的回声形成的拍频等于多少？（取声速为 330 m / s ) 

观察者听到直接从扬声器传来的声音频率 


X 1000 = 1030( Hz ) 


(3) 


3. 5. 20 


330 


X 1000 = 1003( Hz ) 


330 - 1 


观察者听到由建筑物反射回来的声音频率 


330 


X 1000 = 997 ( Hz ) 


330 + 1 


观察者听到的拍频为 


v 拍 = h — i> 2 = 6Hz 
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3. 5* 21 一大学生手持一振动频率为 440Hz 的音叉以 1. 2m/s 的速度从一座墙走 
开.问从墙反射出的回声的音调高于还是低于音叉的音调？大学生听到的拍频多大？声音 

的速度为 330m/s. 


由墙反射的回声频率，等于在墙边静止不动的观察者听到的、由走开的大学生持 
有的音叉传来的声音频率 


碜 


330 


440 = 438. 4 (Hz) 


330 - (― 1. 2) 


从墙反射的回声的音调低于音叉的音调.可是 V 还不是从墙走开的大学生听到的 
回声的频率，他听到的回声频率为 


330 — 1. 2 


438. 4 = 436. 8(Hz) 


330 


走开的大学生听到的回声的音调也是低于音叉的音调的 

走开的大学生听到的拍频 


= 440 - 436. 8〜3 (Hz) 

3.5.22 血液在动脉中流动的速度可以用超声波多普勒频移来测量.假定频率为 
1.5 X 10 6 Hz 的超声波被以 lm / s 速度流动的血液反射回来，若超声波在人体组织中的速 
度为 1500 m / S ， 且超声波以非常小的角度入射，如图 3. 75 所示. 求入射和反射波之间的 

频率移动 




反射波的频率为 


入射波和反射波间的频率移动 


SII 




- 


v=lm/s 


= X 1. 5 X 10 6 = 1000(Hz) 


1500 


图 3* 75 


23 一站在铁路轨道边的学生听到火车向他驶来和离他而去的汽笛声的频率分 
别为 250Hz 和 200Hz ， 假定声音在空气中的速度为 340m/s ， 问火车的速度多大？ 

设火车汽笛发出的声音频率为学生听到的向他驶来和离他而去的频率分别 
为〃1和〃2，火车速度为 t ； ， 


3 


Mi 


^2 = 


p o ， 


— v) ~ v 2 {c + v} 


250 - 200 

250 + 200 

一个声学运动探测器发射 50 kHz 的信号并接收回声,如果回声有多普勒频 
移大于 100 Hz , 运动物体就被记录下来.设空气中的声速为 330 m / s , 要被探测器记录，运 

动物体需以多大的速率向着或离开探测器运动？ 

设运动物体向着探测器的速率为 t ；， 空气中声速为 r , 探测器发射的频率为 V ，物 


37.8(m/s) 


X 340 




3. 5. 24 
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体收到的信号频率为 V ，探测器收到的回声频率为 


// 




tv 


△ v = V 


^ I v 1 


△y 


△V 


2v + 


2 v 


厶 v 


士 100 X 330 
2 X 50 X 10 3 


Av 


+ 0. 33( m / s ) 




2y + Av 

V 的负值表示物体远离探测器.因此运动物体要能被探测器记录下来，它向着或离开探 
测器的速率应 >0. 33 m / s . 

25 火车以 25 m / s 的速率行驶，汽笛声的频率 
为 500 Hz , —个人站在离铁轨 100 m 处，当人与汽笛的连 

线与铁轨垂直时取为£ = 0,问 f 为何值时,人听到的汽笛 

声的频率比原频率低 25 Hz ? 空气中声速为 330 m / s . 

听到的频率低于汽笛原发的频率,声源的运动必 
远离观察者.设观察者听到 M 时刻汽笛发出的频率为 v ' 

= 500 —25 = 475 Hz , 此时汽笛的速度在汽笛与观察者连 

线方向的分量为如图 3. 76所示.图中 O 为观察者所 

在位置^为火车的速度, c 为空气中的声速 d = 100 m 山为声音从 S 传到 O 所需时间， 


2 v 


3 


图 3. 76 


C + 


77 — 1 


Vi = c 


vt l 


幻1 


d 2 + (^ i ) 




2 


d 


dvi 


H = 


h = 


代入 c = 330 m / s ， y =500 Hz ， i / =475 Hz ，< i = 100 m，r = 25 m / s ，得 

Vi = 17. 4 m / s , ti = 3- 86 s , t 2 = 0* 42 s 

观察者听到比原频率低 25 Hz 的汽笛声的时刻为 

t = ti t 2 — 28 s 

声波从波源水平地传向接收器,波源的速率为 W ， 接收器的速率为 ZN 向同一 
方向运动，另有速率为 W 的风也水平地从波源吹向接收器.若波源发射的声波频率为 V ， 
静止空气中的声速为 V . 设风向也与波源、接收器的运动方向一致. 试证: 接收器收到的 

频率为 


3 . 5 . 26 
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V — v w 

V — U -\- TV 


u 


V 


并说明此式的适用范围 


t V ^ u 0 


中的 I 是波速今有风，以介质为参考系，即以随风运动的空气 

为参考系(注意 :这个 t ; 是公式中的 b 勿与题目中的 P 发生混 淆). 

在此参考系中，接收器(观察者)的速度为 
离波源的方向运动，波源是向趋近观察者的方向运动.根据公式中 


证明公式 


V = - V 


V — U 


s 


观察者是向远 
的正负号规定， 


波源的速度为 


V — Wj 


U —XV ^ 


Z€ 0 \ 汉 


S 


— ( 。 一 zv ) ， 


U 


U 


XV 


Uo 




s 


将 


代入公式，即得 


V^Uo^U 


5 


V — v W 

V — w + w 

公式中1；<«3时将出现冲击波，公式不适用，如^ + «。<0,观察者接收不到声波，公式也不 
适用.因此所证的式子的适用范围是 


V — ( t ^ — t £；) 

V — {u — xv) 


V 


V 




y + w ； — w 〉 o ， y + te ； — v o 


即 y + zt >>// 


V 


7 频率为 V 。的声源，在距地面 / I 高度处以匀速〃沿 I 方向做水平运动，一观 
察者位于地面 X =0 处4=0时，声源正经过他的上空，设声速为^ 试证： 

(1) ^时刻接收到的信号是声源 L 时发出的， 


3 


V 


ts — 


V 


U 


(2) ^时刻所接收到的信号的频率作为发出时刻^的函数为 


^0 


k ， 5 ) = 


ut 


u 


s 


(h 2 + uh 2 s y n 


V 


证明 （1) 由图 3. 77 所示， 


Uts 


2tt s -\- tl) 

(v 2 — u 2 )tl — 2v 2 tt s + v 2 t z — h 2 = Q 


2 


+ A 2 = v 2 (t — t s ) 


it 




u t 


V 




s 


s 


u 


u 


V 


2 


V 


ts = 


t ± 




2 


XT — U 


V 


因 £ — i s >0, 上式取“ + ”号的那个解是没有物理意义的， 


1 


V 


所以 


S 


v 2 — u 2 


图 3. 77 


(2) ^时刻听到的声音是声源在 r 时刻位于图中5 


处时发出的，在此处，声源有背离观察者的速度分量 


Ui 


ut 


u x 


s 


(h 2 ^u 2 t 2 s y /2 


u 
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u x = 


1/2 


( A 2 + u 2 tt ) 


代入多普勒公式 


^0 


P(fs) = 


V 0 = 


一 (— ^ l ) 


ut 


Ui 


u 


1 


(h 2 + uhiy n 


V 


V 


3. 5. 28 频率为 500 Hz 的音叉以 5. Orad/s 的勻角速在半径为 6. 0 m 的圆周上运动 
试求在距圆心 1. 2 m 处的人听到的最高和最低频率各为多少？设声速为 330 m / s . 

音叉做匀速率圆周运动，速率^为 


— 1 


u = roj = Q. 0 X 5* 0 = 30 m 

从人所在位置 o 点作圆的两条切线 0 Z 、05, 显然在 A 点 

在 A 处音叉发出的频率是听到的最高频率 


330 


V 


X 500 ^ 550( Hz ) 


330 - 30 


v — u 


在 B 点， w s =— 〜在5处音叉发出的频率是听到的最 
低频率， 


330 


v 


X 500 =458( Hz ) 


— ( — u ) 

3.5.29 声音在大气中的传播速度为 330 m / S , — 

架飞机以 660 m/s 的速度在观察者上方 8000 m 高处飞 
过.问当观察者刚听到飞机隆隆声时，飞机离他的正上方的水平距离有多远？ 

声源速度超过声速)是发生冲击波的情况 

如图 3.79 所示，观察者在 A 处听到飞机隆隆声时，飞机已飞到了 S 点.离他的正上 

方的水平距离为55， 


330 -(-30) 


v 


图 3. 78 


* 


BS AS 

~h = OA 


AABS-AOAS, 


OA = vt 


AS = 


AS 


h 


BS =h^r = 




OA 


V (660) r - (330) 2 = 13856( m ) 




30 若声音在空气中的速度为 o 声源沿 i 方 
向运动，运动速度为& 

(1) v<c 的情况， f = 0 时 ，一 个声脉冲由坐标原点 
发出，画出 f 时刻的波阵面和£时刻声源位置之间的关 
系，仔细地对所作的图加以标记，以/时刻波源作为原 
点，写出波阵面位置的方程； 

(2) 的情况，声源发出连续信号，画出由运动 

声源所产生的波前，说明作图的依据，写下联系波前形 


3 


s 


B 


O 


h 




图 3. 79 
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秦 


状和其他一些已知量的方程 

( 1 ) 取两坐标系 0 : 1 : 3 ^和 o ' x ' y f z f tt = Q 时两坐标系完全重合轴沿声源运动 
的方向， oxyz 是固定的 〆 固连于声源，为动坐标系 

图 3. 80画了 f 时刻两个坐标系轴垂直纸面向上，图中未画）的位置，声源位于汐 
点，还画出了 £时刻声脉冲的波阵面，它是以 o 为球心，以^为半径的球面，波阵面位置的 

方程为 


« 


_ 


y 


y 


+ y +之 2 = ⑻ 2 

题目要求以 r 时刻波源作为原点的坐标系表 


X 


t 时刻的 
波阵面 


达，则为 


cN 


(x f + vtY + 2 + 

(2) 如图 3. 81所示 
图 3. 81中， OJhU 分别是声源在^ = 0 
= ti ^ t = t 2 t 时刻的位置 


= (cO 


z 


« 


Vt 


t B 棚的 
波源隨 


_ 


OS = vt 

在 t 时刻，在 o 、 A 、& 时声源所发信号的波前均 

为球面，其半径分别为 Ct 、 c(X — ti) 、 C(t — t2 )， 


os x 


OSi ~ Vt 2 ， 


= vtu 


图 3. 80 


图 3. 81 

c{t — t x ) _ 

v{t — t{) 

这些波前的包络是一个以 S 为顶点 A 为半顶角的圆锥面，如图 3. 81所示 


— t 2 ) 
v{t — t 2 ) 


ct 


vt 


ct 


c 


sind -— 


vt 


V 


31 一架飞机在上空做水平飞行，某时刻，地面上的人同时听到飞机的隆隆声的 

1 

位置在通过 (2 v ^ XlO 3 ，^" X10 2 ) 点的下述曲 线上： 

— 2 VT X 10 3 x + 6 X 10 4 = 0 

在地面上，均以米为单位.能否从此曲线求出马赫角〃、飞机飞行的高度幻并说明飞 
机航行的方向. 


3 


— 3^ 


X 


X 


y 


某时刻同时听到飞机隆隆声的位置构成的曲线，从方程看是一条双曲线，一个不 
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通过圆锥的对称轴而又平行于对称轴的平面，截此圆锥面得到的曲线是一条双曲线，可见 
飞机的隆隆声是冲击波 

假定飞机沿: T 轴飞行，圆锥方程可写成 


螯 


2 


+ 之 2 =d 2 ( 


) 




X 


X 


0 


— a 2 ( x 2 — 2 x^x + xl ) 
2 a 2 x 0 x — y 


= 0 


arx 


z 


ax 




o 


— 2 工 o: — ~ ? 


(1) 


x 


-^：Z 


a 


a 


设 z 轴向上为正，飞行高度为 A ， 地面的 z 坐标为 

将 z = — A 代入式 (1) ， 


—h 


z = 


h 


— 2x q x — — y + 


-7 = 0 


x 


a 


a 


具有所给方程的形式，可见飞机的确沿工轴飞行 

比较两个式子可得 


二 X 10 3 m 


▲ . o 

〜 2 — 


工 0 


a 


h 


4 


六 = 6 X 10 


a 


h — a V Xq — 6 X 10 4 = 990 m 

h 平面截圆锥面得到的双曲线，题目所给的是其中的一支 


解出 


图3_82画出了用 
A . B 两点的 x 坐标是 


之 = — 


2 v^y X 10 3 x + 6 X 10 




x 




y = 0 


的解. 


— 2 -/T X 10 3 工 + 6 X 10 4 = 0 


X 


X 


= X 10 3 士 -/y X 10 3 X (1 — 2 X 10 一 2 ) 

=vT X 10 3 士 X 10 3 X (1 

2 - s/Y X 10 3 — -sTz X 10 = 3. 447 X 10 3 m 

=3^ X 10 = 17 - 32 ni 

由曲线通过 （2 Vrxl 0 3 ， Vrxl 0 2 ) 点可知，同时听到隆隆声的在右边一支双曲线上 

由此可以肯定飞机沿文轴负方向飞行 • 

_ 

由图 3. 83可求马赫角， 


10 -2 ) 








Xb 


h 


a =arctan 


x A — x 0 


990 


o 


= 30 


= arctan 


3 


3.447 X 10 3 - 1. 732 X 10 
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第四章有心运动 


般有心力作用下的运动 


4 . 1 




4. M 一质量为 m 的质点沿着由 ■r = • Tocos = 给定的轨道运动 

(1) 求作用力的1分量和 j 分量，问在什么情况下这个力是有 心力； 

( 2 ) 求势能 yCr ，： y ); 

(3) 求动能，证明质点的机械能守恒 


_ 


瞥 


⑴ 


X^XoCOSCOit 

* 

x = — ^ x = — x ^ u )\ cos ( o x t 

y = yosinco 2 t 


y= y 0 ^os(o 2 t, y = — 


F 


mx = — mxo^icosco^ 


X 


F 


— my — — m y 0 a> 2 Sin(£> 2 t 

% 

— m(v\x y F y = — m(o\y 

如叫 = ，则 F = — + y /) = — m ( o \ r ，为有 心力. 

dV = — F x dx — F^djy = ma)\xdx + mcolydy 

V = ^rm(o)\x 2 + o)\y z ) 


y 


F 




X 


( 2 ) 


(xlcoisin 2 ^-^ ylco2COS 2 a) 2 t) 


T — —mix 2j ry 2 ) 


(3) 


~m 




2 


2 


V = -rm{(D\x\cos 2 (o x t + a)\yls\n z (jo 2 0 


(^ o^i + yWt ^ = 常量 


E=T + V 

作用于质点的力是保守力,机械能必守恒 

个质量为 w 的粒子在大小为_的有心引力作用下运动，£ = 0时，『==2，速 

度的径向和横向分量分别为和 1. 证明〉 =告，并求 

2 m , mh 2 






參 


1*2 


mh 


= F ( r ) + 7 = 

由初始条件知 A = 2 X 1 = 2,代入上式，即得 


m r 


3 
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鲁 


用 


上式可改写为 


r =5 r ， 


dr= ~rdr 


r 


r 


积分上式，用初始条件写积分下限， 


dr= —：dr 


2 r 


r 2 


: T + 了 






4 




r = 


r 


vT 


不符合初始条件，已舍去 






r 


dr = V^2~ dt 


0 


[2(z 2 十 t -\- 2)] 

质量为 m 的质点以初速率 i ; 从无穷远沿一直线运动，力心 P 离此直线的 
最短距离为 a ，有心引力使质点在轨道 r = ccoth ^ 中运动，求 F ( r ) 和 < pCt ). 

用比耐公式 


1/2 


r 


4 ^ 1.3 




F(u) = — mh 2 u 2 \ 


d<jf? 


du 


dsech<p 


sech 2 <p 


IX — ■ 


d^p 


c 


c 


d 2 u 2 

d # 一 


— sechp 


d<p 


c 


2( e y - e ~ y ) 

Ve 9 +— e _f ) 2 


= — sech 沪一 


—— th<p sech 2 ^ 




c 


c 


th^( 1 — th 2 <p) 


2 — 2 


— 2w(l — 


) 






c u 


c 


F { u ) — — mh 2 u 2 [— 2 u(l — c 2 u 2 ) + u ] 


ma 2 v 2 { u s — 2c 2 ^ 5 ) 




上式计算中用了九= 


av 


F(r) = ma 2 v 2 \ —7 — 


3 


r 


r 


r 2 <p= h 

coth 2 9?d^= I avdt 


av 




9 


C 




0 


用积分公式 cothV d<p= <p— coth ^ ， 


9 — coth $? — <p^ ~ coth 你 + —t 


c 
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_ 


求使一个粒子在 r=a(l+cosf) 的轨道上运动的有心力 


* 


u = — 


a(l+C0S9) 


a(l + cos<p) 


d 2 u 

d^ a(l + cos<p) 


a(l + coscp) 


a(l + cos 9?) 2 a(l + cosp) 


2 


a(l + cos 的 


4 


2 


— Zu —— 


=u — au 


a(l + cos<p} 


2 


2 


+ Sau 


_ 2u -\- Aciu 


u — au 


—_ u 


F=- mh 2 u 2 + 


u 




2 


Smah 


一 3mh z au 


= — mh 2 u 2 ( — u + 3au 2 + w) 


4 




k 


4. 1.5 —个质量为 m 的质点在有心力 F =-^( k 为正值常量)作用下运动，选择总 

r 

能五 和角动量 J 的什么值时，它的轨道.有 r = a ^ ia , b 为常量)形式. 

方法一 


k 


k 


一 t ， V (r) 


F 


■，: . 

w. 二 _ 






2 r 


f 9 


ba> 


r — ae 


bh 


ab 々 <p= br<p = — 


Kb.-,, 

W ■: 办 _ a - 


(r 2 + rV) +V(r) 

1 ib z h 2 , h z 

—m 


E 


mi 






k 


2 


2 r 2 


用机械能守恒， 


£=£(r)| 

b 2 h 2 . h 2 


r—^oo 


k 


所以 


： T ^ = 0 


—m 


2 


2 


2 r 


解出 


k 


J = mh = 


h = 


(v +1 )， 


m 


方 法二: 用比耐公式求 A ， 


d 2 w 


mh 2 u 2 


+ w = F(u) 




今 


坤， FCu) =- ku' 




— e 


u 


a 


d2w 


du 


b 


—b<p 


69 = b z u 


— e 


， d # _ 


d<p 


a 


a 
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— mh 2 u 2 ( b 2 u u) — 一 ku l 


k 


k 


h 


h = 




(办 2 + 1 )， 


b 2 4 - 1 


E 的计算略 


4 . 16 求质量为 m 的质点在具有势能 V = 均为正值常量）的有心力场 

中运动的轨道，并说明在什么运动 条件下 ，质点将通过力心、趋于力心和飞往无限远，有无 
可能做周期运动？ 


£ 


dV 




a 


a 


v= 


F = — 


dr — 


du 


- mh 2 u 2 


2 


— 2 ^u 


u \ = au 




d 2 u 


nth 2 


+ 2^u 


a 






(if 


d z u 


\ mh ) 


a 




h z 


若 mA 2 >2 y ?， 令 P = 


mh 2 ’ 


^3 + k2u + 


a 


= 0 


mh 2 


令 


a 


a 


u = u 


mh z k 2 U 
~T + k 2 U f = 0 


mh 2 - 2B 




选择适当的基轴, 


u f ~ Acosk<p 


a 


Acosktp — 


u 




mh 2 - 2/? 


a 


+ Acos 是炉 


h 2 - 2/? 


mi 


a 


—1 + € COSk<p 


COS 


a 


其中 


$e = Ap = 


p = 


a 


a 


为求 e 或乂与 s 、/ i 的关系，考虑 < p = o 处的动能和势能 


( —— eksink(p) 


( —1 + ecosk<p) 


在 <p=0 处， r = 0， r = 


— 1 ’ 


€ 
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h 2 


a 


m ， r -r v m 


2r 2 


r 


a 


a 


a 


= 7rr(e — l) 2 + —0—1) 


P 


e - 1 

a(e — l) 2 + 2of(e 一 1) — 2pE — 0 


€ —— 1 


^ — 1 




€ = 


这里我们取了“+”号，取号也可以，两者的差别在于基轴的取向，不影响我们的讨论， 
当£>0时,6>1，质点将飞往无限远.当一 


a 


< E <0 时， 0< e < l ， 质点做有界 


2(, mh z -2^ 


= i , 其中 Z 、 n 均为整数，则质点做周期运动，当£ = 


运动，如 々是 有理数，即 


n 


a 


时，6 = 0,质点做圆周运动，自然是周期运动 


2 (jtih 2 — 2 /?) 

在 mh 2 >2 p 的情况下, 不论五 为何值，质点都不可能通过力心，也不趋于力心 
若 = 则 


d 2 u 


a 


d ( jf ? 


h 2 


选基轴，使 0 时 


0, 




d “ 


d “ 


h 9^=0, 所以在 f =0 处，^=0, 


因为 


df ’ 


du 


a 


d 


d<p 


d<pl mh 2 


du 


a 


a 


~ Tmh ^ + Uo 


d<p~ 


h 


m 




a 




u 0 _ 


2 


2mh 


r 0 


时 ， r 一 oo , 质点将在 一 范围内运动，质 


2mh 


a 


0,即 

点一定飞往无限远 


当丄— 


2mh 


ar 0 


0£ r 0 


ar 0 


厂 o 


« 


若 m / i 2 〈2/?，/ i 9^0, 令 


5 


mh 2 


Vi-Pu=- 


a 


mh 2 


d < jf ^ 


a 


a 


令 


u —u — 


=u _ 


mh 2 l z 

^ - l z u f = 0 


2 /? — mh 




，=+ Be 


19 


琴 ■ 


U 
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a 


+ Ae 1 ^ + Be 


—I 乎 


u = 


2 


2 /? — mh 


(1) 


r = 


a 


+ + Be 


一 if 


2/? — mh 2 


dr 


选基轴使 <p=0 时， r = 0, 即 p=T = 0, 并设此处 r=r 。， 则 


9 


r o = 


a 


+ 5 


2 


2/? — mh 


a 


B =— 


( 2 ) 


2/3 — mh 2 

Ale 19 - Bh 

+ Ae l9 + J5e 


r 0 


— Up 


dr 


d < p ~ 


a 


— i 平 


2/? — tnh 


dr 


(A — £)/ 


= 0 


d<p 


a 




+ A + 5 


2/? — 77lh 


A — B = 0 


(3) 


由式 （2)、（3) 得 


a 


A = B=-t 


2/3 — mh 


2 \ r 0 


由上式可将式 ( l ) 改写为 


l 


a 


a 


ch 


r 


9 


2 /? 一 mh z 


2^ — mh 


mh 2 


r 0 


a 


a 


时，质点做圆周运动,是周期 运动. 当 
若 A = 0, 质点做直线运动，取其轨道为: r 轴， 


时，质点将趋于力心 


兴丄 = 

^r 0 2/?—mA 2 


» 


2/3 — mh 


o 


2 i 


a 


mx 


x 


x 


A 


a 


= E 


—mx 


x 


x 


A 


a 


£ - — + 


x— 士 




m 


x 


x 


=0 时，质点将改变运动方向 


X 


* 


立= 0 


a 


2 


X 


X 


+ ^ = o 


Ex 


— ax 


如 0<£<&， o : = 0 的: r 值为 


4/9 


x = 


2E 
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内运动 ，: r = 0 不在运动范围内，故不通过 


则质点将在 




2E 


2E 


力心 


如£<0,自然也有£<5,工= 0的: r 值为 


4/? 


2E 


范围内运动，下界1<0,上界^>0,质点 


一般讲质点在 

将通过 力心. 

如 E >^ Ex z - ax ^ p =0 无实根，质点运动不改变方向，将飞往无限远 

0 的: r 值为 




2E 


2E 


♦ 


4/? 


女口 E = T 7 1 






4/? 


2E 


只有一个改变运动方向的点 ，一 般讲质点将做无界运动，因此也将飞往无限远 

如 £ = 0， 


« 


2 £ £_ 


士 




X 


A 


时 ，工=0, 也只有 一 个改变运动方向的点 ，一 般讲也将飞往无限远 • 

凡是有一处或两处 i = o , 上面讲的都冠以“一般讲”，在特殊情况下,可在此 i =0 的 
点保持静止，上述有界的直线运动是周期运动 * 

个质量为 m 的质点在有心力 F =- 


当 


x = 


mk 1 2 a 4 


均为常量)作用下运动.开 




ka 


速度的径向分量和横向分量分别为 一 T 及“，求 


始位于 


r = a 、 9=7T ， 


(1) 轨道方程 r ( f ) ; 

(2) 运动学方程 rG ) 和 


d 2 u 


一 mh 2 u 2 


+ w = — mk 2 a^a^ 


( 1 ) 




2 ，轨道微分方程化简为 


今 h — a • ka~ ka 


du 


du 


d 


d 广 n 




d 




dr 


1 dr 


du 


dr 


d<p 


r 2 d^> 


d<p 


ka 


广 = 0 时 ^r—a^r<p=ka ， 


du 


ka\ 1 


dfU = 


ka 


7 C 


na 


9 
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1 dr 


—<^9 


dtp 


rta 


7ta 


r 


~{<p— n) 


na 


a 


所以 


r<p = na 


r z <p=h — ka 


( 2 ) 


将 r = @ 代人上式，得 


9 


d<p k 


df 




7 t 


k 


<P 


7 t 


7 C 


2 


7 t 


7 ta 


a 


= —(7T - kt) 


(p = 


— kt ^ 


<P 


7 t 


7 t 


均为常 


一个单位质量的物体在一有心力场中运动，它的轨道为 

_ 

量 d =0 时，位于离力心 a 处，径向速度为 t 求有心力的 势能. 






，<2 


* 


b<p 




u — — e 


r = ae 


a 


d 2 u b 2 


du 


b 


= b 2 u 


=-e^, 


d <^ 


d<p 


a 


a 


t = 0 时 ， r ，又 r = — a ^ e 吻炉，将 


代入 


，可见，此时 产 =0, 


r=ae 


k 


r= —— ab<p= k ， a<p= ——— 


b 


ka 


A 》 fVVftp 

=a (p= — 丁 


F=-mh 2 u z \ ^ + u 




k 2 a 2 (b 2 + 1) 

¥? 


ka 


u 2 {b 2 u + u)= — 


= — 1 


b 


k 2 a 2 {b z + 1) 


1 


-rdr 


i^(r)dr = 


V(r) 




b z 


3 


k 2 a 2 (b 2 + 1) 

2b 2 r z 


(取 oo 为势能零点). 

4 . 1.9 质量为 lg 的质点在有心力的吸引下运动，此力与质点 
到力心的距离的立方成正比，在距离等于 1 cm 时引力等于 IX 10一 
N ,^ = 0 时，质点与力心的距离为 ro = 2 cm ， 速度 v 0 = 0. 5 cm • s _1 ， 其 

方向与由力心到此质点之直线成45° 角. 求此质点的运动轨道及运 

动学方程. 


5 


采用 C G S 单位制 ， m = lg ， F =—~^( dyn)，f = 0 时， r 0 = 
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1 


2 cm , x > 0 = 0. 5 cm 


s 


由图 4. 1 可知，广。=广。$?。= 0. 5 sin 45 °(cm * s _1 ) , 




1 


h = r 0 • r 0 许 = 2 X 0* 5 X 


) 


s 


将代入比耐公式, 


d 2 u 


—IX 




d z u 


u ~ 0 




= Ae 9 + Be 


-9 


U 


初始 条件： £= o 时 


1 


cm 


9 u = u 0 = 


r 0 


d 鉍 


1 dr 


d < p\t 


d ㈣ U 


? 


=o 


=o 


0 


r 0 


— 1 


—cm 


r 0 • r 0 许 


用初始条件，满足的方程为 


A + B = 


u^ = ~ 


du 




d<p 


t=0 


解出 


羞= 0 ，B = 今 


所以 


-9 


r =2 e 9 


u — —e 


VT 


， 4 e 2p 孕 


r 2 < p = h 


= h = 


dt 


e 2f d ( 29 ?) = dt 


4 


取 f = 0 时 9=0( 选择这样的基轴）， 


VY 


29 


—1 


e 




4 


-fl 


In 


(p = 


2 


4 


1/2 




( K 乎 0 = 


In 


= 2e^ = 2e 2 


或 


= 4il + 


= 4 + 


r 


4 
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都是常数，证明 


4 . 1 . 10 质量为 w 的质点受到的有心力为 F = - 
当 h 2 >^ a 为面积速度的两倍)时，其轨道方程有 


，尸 


1 + ecosk<p 


的形式，并给出 a 、 e 、 々与 Z ^ rmin 等的关系. 


d 2 u 


一 mh 2 u 2 


(户 V+W) 


证明 






A ( j ^ 


d 2 u 


v 2 


_ it 


h 2 


d <^ 


h z 


，又因有 a 2 > v 2 , 还可令 $ ，方程化为 


^ = u 


令 u f =u — 


h 2 — v 2 


h 2 


u 


1 — 


h 2 


dV 


+ k 2 U f = 0 




选择适当的基轴， 


u f = Acosk<p^ k = 


h 


+ Acosk<p 


h 2 — v 1 


h z - 


Ch 2 - v 2 ) 


2 


h 


Acosk<p 


+ Acosk<p 1 + 


— 


V 




与 


a 


1 + ecosk<p 


相比较，可得 


h 


e = a A 9 k 




h 




当 9 ?= 0 时 ，r = rmin ， 


a — 


a 


min 


1 + 於 


厂 min 


质量为 m 的质点 A 在光滑的水平桌面上运动，此质点系在一根可不计质量 
的、不可伸长的绳子上，绳子穿过桌面上的一个光滑小孔 o 后于另一端系一个相同质量 

的质点若质点 A 在桌面上离 O Msa 处，沿垂直于 的方向 以速度 
证明此质点在以后的运动中离 O 点的距离必在 a 及如 之间. 

(r-r ^) = -T 

g — T 

+ Z = 常量 


1 . 11 


m 


射出 




证明 


m 
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消去: r 和 z ， 可得 


A 


O ! 


2 r — 


— S 




dr 


，A = r 2 〜 上式可改写为 


用 


Z 


r= Tr T 


h 2 


B 


2 r dr = 


dr 




图 4. 2 


用初始条件: £ = 0 时， 


= 0,积分上式，得 


r=a 9 r 


h z 


h z 


— gr + 


+ 


2 r z 


2 a 


时 ， r = 0 ， 


质 点乂在 


及 


min 


max 


h 2 


h 2 


—gr + 


ga = 0 


2 r 2 


2 a 2 


1/2 


，将它代入 r min 、 , max 


质点 A 受到的合力是有心力，/ 1 = 常量，由初始条件 h^a 
满足的方程，可得 




4 r 3 — 13 ar 2 + 9 a 3 = 0 

是方程的一个根，上式等号左边必有一个因子 ( r 一 a ) ， 

(r — a ) (4 r 2 — 9 ar — 9 a 2 ) = 0 
(r — a ) (r — 3 a ) (4 r + 3 a ) = 0 


3 a 和一 


a 


4 


这个无物理意义的根，得 


舍去 


a 


4 


= 3 a 


^min = ， 


max 


及 r =3 a 间运动 • 

1 . 12 导出求有心力的公式 


这就证明了质点 A 在 


V 






dr 


式中 m 为质点的质量， r 为质点到力心的距离, A 为角动量与质量之 

力心比，声为力心到轨道切线的垂直距离. 

方法一 :根据 p 与 h 的定义， 

h — p*v 


P 


4.3 


2 


V 


户 — 2 = 


h 2 


h 


h 


r 


h 2 


-2 


2rZ 


— A 2 


dr 


dr 


h 2 


3 


(r — r(j^) = 


F 


2 


mh 


h 



力学（上册) 


288 


mh 2 dp ~ 2 


所以 


F = 


2 dr 


方法二 ：由牛 顿运动定律， 


h 2 


dr 


F = m(r — r #) 


wi r ]- 

dr 




3 


1 dr 2 

2 dr 


d 


d 


h 2 


_ 








2 dr 


d 


1 dv 2 


(r 2 + rV) = ^ 


—m t " 


dr 


h 


用 /i = ^> t ；， t ； = T ，上式可改写为 


P 


一 2 


F = —mh 


dr 


方 法三： 由质点的动能定理， 


ar 


= F • v = Fr 


d / 


1 d ^ 2 


dT d 1 

dt d^l 2 


2 


V 


dr 


比较上述两式, 


1 d^ 2 


F = ^ 


dr 


以下同方法二 


攀 


一个在有心力作用下的粒子的运动轨道为 rp = 常量，求其势能 y ( r ) 


d 2 u 


h 


F =— mh 2 u 2 


-- u 




mh 2 


mh 2 


V ( r ) = — F { r)dr = 


dr = —— 


2 r 2 


其中 m 为粒子的质量， A 为面积速度的两倍，由初始条件给定 

4 . 1 . 14 稠密气体团质量为 m , 半径极小，可以忽略，像粒子一样，穿过球状的、半径 
为 R 的低密度的均匀气体云，气体云总质量为 M ( M » m ) ，忽略所有非引力作用 

(1) 用“粒子”与云中心的距离 r 表示“粒子”受的力 F ( r ) 及其势能 V ( r ), (0< r < 
)，画出 V ( r ) 的示 意图； 

(2) 若“粒子”具有角动量</ = 




* 


00 


1/2 


GMR 


SGMm 


,总机械能 £=— 

粒子”总是在云里？云外？还是有时在云里，有时在云外？ 

(3) “粒子”具有 (2) 问所给的1和£，求轨道方程 r (妗，并画出示意图,说明有几个转 


，求轨道的转折点 


47? 


32 




^ min 9 


max 、 


折点 


(1) 用万有引力场中的“髙斯定理”，可写出“粒子”受到均匀气体云的作用力 

在 o « 及， 




M 4 


GMm 


m 


3 


F =-G 


—nr 


R 3 


4 


-^ kR 
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在 R<r 〈⑺， 


P =;-- 




GM 


i^(r)dr = 




V(r) 






2 


r 


在0«及 


R 


GMm 


dr — 


dr 


VXr) = — 




3 


R 


R 


GMr 


(r 2 - i? 2 ) 


R 


2R 


(r 2 - 3R 2 ) 


2R 3 


4. 4 画出了 VO ) 的示意图 


V(r) 


•i 々： 


及; 


R 


3GAfei 


2R 


图 4-4 


h 


r 2 + 今 j + F(r)=£ 

GMR 


( 2 ) 




1/2 


h = ^ 


32 


E =- 


AR 


( r 2 — 3尺 2 )代入上式， 


因为开始在云里，先用 V ( r ) = 


1 R 


GMR 


GM 


mi 


(r 2 - 3/? 2 )=- 


AR 


2R 


32r 


_ 满足的方程为 


在转折点 ， r = 0, 则转折点 r = r max fn 


GMR , GM, 2 on2 , 

+ -^-(r 2 — 3R 2 )= 

i < 

32r 4 — 16R 2 r 2 + R 4 = 0 

16沢 2 土 V 256 i ? 4 - 128 及 7 = 2^ VY r2 


5GM 


2R 


32r 


64 


2 — ^ 1 R 


min 


max 


<只，“粒子”总在云里 


因为 




max 
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(3) 设 9^0 时 ， r = r 。， 


hdr 


<P = 


mh 


0 


E 


~ v ~ ^ 




m 


代入 H 嚶) 


hGMm 


，五 =— 


4R 


1/2 


GMm 


32 


9= 


l/2dr 


GMmR 

32 X 2r 


GMm 


(r 2 - 3i? 2 ) - 


r o Jl 


AR 


2R 


m 


R 


f 


dr 


r 一 32 r z R 2 r /2 
L 16 — ：^" — 7」 


r 0 —2 


R 


， dx= - 2R Z —^dr ， dr= - 


令 


dXy 


x = 


2R 


r 


dx 


R 




dj ： 


2R 


X 


X 


9= 


1/2 


1/2 


32 


32 


x o Jl 


16 - 


16 - 


— X 


X 


X 


X 


dx 


X 


2 J :。 （ 一 32 + 16^ — x 2 ) 1/2 


dx 


X 


(32 _ 64 + 16 尤 一 x 1 ) 


1/2 


工 0 


dx 


X 


[32 - (x — 8) 2 ] 172 


X 0 


工 o — 8 

4 VT 


— 8 


x 


一 rare sin 


—arc sin 


4 vT 


x 0 — 8 

aVY 


4 sin 2<p — 


arc sin 


x = 


可重新选取基轴，写成 


4 ^/Ysm2<p 




R 


4 V r Tsin2f 




当 sin 2 f = —1 时 ，r = 


min 9 


3 ?r In 


2<p = 


， 9= 了兀， 


—7t 


4 


4 


当 sin2p=l 时 ， r= 


X > 


S7T 


7 T 


2<p= ^ 


， 9= :穴， 


7 C 


4 


4 


共有 4 个转折点 

图 4. 5 画出了“粒子”轨道的示意图 


磉 
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一个质量为 w 的质点束缚在线性势 F ~ kr(k 


1 


为常量)之中. 

(1) 当能量、角动量为多大时，轨道是一个以原点为圆 

心、半径为及的圆？ 

(2) 圆运动的角速度多大？ 

(3) 如果质点稍微偏离圆轨道，小振动的角频率多大？ 


dV 


(1) F =-^ 


-k 




dr 


kR 


R ， 


r = R ， 


1 kR 

^ kR = ^ kR 


2 


£ = + 


十 kR 




k 


( 2 ) 


^=R 


mR 


mh 2 


t/(r)=^+^r 


(3) 


mh 2 


dU(r) 


mh 


m r r v 

~ k B } 


= 0， R = 


dr 


k 


d 2 t /( r ) 


3 mh 


3 mh 


3 k 


dr 2 


R A 


R 


mh 2 mh 2 


k 


k 


1 d 2 U 


3 k 


co r = 


dr 2 


R 


4. 1. 16 质量为 m 的行星围绕质量为 M 的恒星做半径为及的准圆周运动，除了万 
有引力外，此行星还受到一个与行星到恒星的距离成正比的斥力 /= Ar ， 试计算行星近心 
点的运动角速度 


* 


d 2 u 


A 


+ w =— GMmu 2j r — 

} u 

由于轨道接近于圆，可令 u = u 0 -^- Bu ,8 u 为小量， 

rd 2 (s^) , , . 1 

^ 十 b 汉 


方法一： — mh 2 u z 


d 尹 


A 


GM 


mh 


8 u 


u 0 


38 u 




^GMm - ^ 1 -— 


U 0 


当 Sm = 0 时，轨道为圆，有如下等式 


A 


mh 2 u 0 — GMm —— 


( 1 ) 


代入上式可得 
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[學 仏] 


3 A 


h 2 


du 


d 2 ( Sw ) 


3 A 


8u — 0 


mh z Uo 


d 护 


选择适当的基轴，可把上式的解写为 


8u = Bsink(p 


( 2 ) 


其中 


1/2 


1/2 


3 A 


3 AR 


(3) 


k — 1 


1 — 


mh 2 UQ 


GAIth — AR 


这里用了式(1 )及仏= 


R 


设 < h 、< h 是相继两个近日点的角位置，则 


~ = kL(p= 2n 


In 


A<p = 


k 


近心点的运动角位移为 


= 厶 9 — 2 k = 2 兀 ~r — 1 


k 


近心点作此运动角位移所经历的时间 


Ac? 2 tv 2 疋 R 


八 f = 


kh 


k<p 


9 


这里用了 h = r 2 < p ^ R z <p 

进动角速度 


△钚 h{\ — k) 


如 P = 


At 


R 


GM A 


h 


用式 (1) 可得 


r 2 ~N r 


m 


O ) 


p 




GM 4 A 


GM A 


R 


R 


方法 二:用 上题引入有效势能的方法， 


GMm 


+ Ar 


Fir ) 






GM 


— -rAr 


V(r) 






2 


2 


GM 


h 


mh 


fjn 


Ar ^ + 券 


t /( r ) = V ( r ) + 京=- 

dU ( r ) GMm 


mh 2 


— Ar —— 


dr 
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dt /( r ) 


=/?时， 


dr 


GMm 


mh 


- AR - 


( 4 ) 


= 0 


R 3 


R 


这就是方法一中的式 (1) 


d z U 


2 GMm 


3 tnh 


-d + 


dr 2 


1 d 2 U 


3 m h 2 2 GMm 


—— A 


dr 2 


R A 


R 3 


用式 (4) 消去上式中的 A 2 , 即得 


GM 4 A 


R 


矢径转动角速度 


GM A 


h h 


⑴ 0 = 9 = ~2 


R 


R 


(这里也用了式 (4)). 


GM 


GM A 


—— <^ Q 


—叫 = 


⑴ P = 


R 


R 


说明进动角速度与轨道转动角速度方向相同，其大小 I % I 就是方法一的结果，换句话说， 

方法二对％的正向规定与方法一的规定是相反的. 

4. 1. 17考虑质量为 m 的行星环绕质量为 Af 的太阳的运动轨道，假定有均匀分布 
密度为/>的尘埃遍布在太阳和行星周围的空间. 

(1) 证明尘埃的影响是增加 一 个有心引力= — mAr ， 其中 k = ^ pG f G 为万有引力 
恒量(忽略任何与尘埃碰撞的阻力）； 

(2) 若行星在角动量为 J 的圆轨道上运动，写出轨道半径所满足的方程（不必 


(3) 假定 P 与太阳引力相比是小的，行星的轨道稍微偏离 (2) 问中所述的圆轨道，由 

_ 

径向和方位运动的魚频率证明轨道是一进动的楠圆，求出进动角频率％与 r 。、 心 G 和 M 

的关系； 


(4) 椭圆轱迸动与轨道运转方向同向还是反向？ 

鱗 a ) 尘埃围绕太阳是球型分布的，与以行星的矢径为半径的球的体积相比，太阳 

的体积是可以忽略的 * 


4 


尘埃在半径为 r 的球内的质量为尘埃对行星(矢径为 r ) 的作用力为 


4 


4 


— ^pG 


F f = - G 




4 


H F f = —mkr 相比，可得 k = —npG 
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GMm 


—— mkr 


( 2 ) 


F = — 


GMm 


+ —mkr 


V(r) 






J 2 


GMm 


mh 


1 


+ —mkr 2 + 


U(r) = V(r) + 京 =- 

dU(r) GMm 


2mr z 


2 


r 


J 2 


dr 


m 


dU{r) 


= 0 


dr 


=r o 


圆轨道半径 r 。 满足的方程为 


J 2 


( 1 ) 


+ mkr Q — 


= 0 


rl 


4 


d 2 C/(r) ZGMm 


3J 


+ m 々 + 


(3) 


dr 2 


3/ 2 


1 d 2 t/(r) 


2GM ,,, 一 

3 -r k ~r 


rl 


4 


dr 2 


用式 （1) 消去上式中的 t / ，并用 k = ^ rpG 9 


GM { IQTtpG 


rl 


GM , ^7tpG 


方位运动的角频率 ( 0 ^ 0)0 = 


mr\ 


r \ 


GM \%7tpG _ GM , 4：npG 


= (O r — (Oq = 




4 


因为 ov # ⑴。，即％关0,对圆轨道的偏离轨道如同一个进动的椭圆轨道. 

(4) 因 o > p >0, 椭圆轴进动与轨道运转方向相反，如图 4. 6所示，轨道逆时针方向转 

动,椭圆轴顺时针 转动. 


1 . 18 (1) 质量为 m 的行星绕质量为 M 的恒星运动.由于恒 

，其中 a 为正值 


晕 


星的大气层的阻力，行星受到一个小的阻力广 
常量.设在£ = 0时行星的轨道是半径为 r 。 的圆，求行星的矢径 r 与 








时间 t 的函数 关系； 

(2) 忽略上述阻力，但加上另一小的有心力，行星的势能改写为 

GMm 


e 


F(r) 






图 4. 6 


其中 e 为一小常量.可以设想轨道是近似圆形的，求图 4. 7中两远心 


点间的幅角 f . 


(1) 由于 P 是一个小量，可以近似地认为以行星做半径缓慢变化的圆周运动 


GmM 


jt' _ 

±L — 


2r 
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鲁 


dE dr 

dr ck 2r z dt 

机械能的变化是由非保守力 F ' 做功所致， 


dr 


dE 


GM 




v = — ov • v = — ctv ^ — a - 


dt 


GM 


这里用了 


r 


GmM dr 

2r 2 dt 


GM 


a 


r 


4.7 


dr 


' 2^ 


j 








m 


o 


0 


-岣 

m 


r ' — q 0 


GM 


e 


m 


( 2 ) 


VO ) = — 二 ^ + 今 


J 2 


GMm 


e 


U(r)= V(r) + 


2 


2 


2mr 


r 


dt/(r) GM 


J 2 


2e 


dr 


r 


mr 


近似圆周运动的半径 r 。 满足的方程为 


df/(r) 


= 0 


dr 


0 


J 2 


GM 


2e 


rl mr\ ° 


r § 


™-|~ </ 2 


r 0 = 


2GMm , 3( 2me + J 2 } 


d 2 U(r) 


dr 2 


4 


d 2 t/(r) 


3(GM) 4 m 

(2 /ws + t / 2 ) 


7 


2(GM)W 
( 2tti€ + J 2 ) 

(GM) 

-|- t / 2 ) 


dr 2 


=^0 


4 


3 


1 d 2 ?7(r) 


= (GM) 2 m 3 
— (2 w£ + J 2 ) 3/2 


dr z 




0 


3 


J JCGM) 

出 0 mr\ (2me + J 2 ) 2 

设从轨道的一个远心点到相邻的另一个远心点转过的幅角为经历的时间为图中 
的 P 与 Ap 的关系为 


<p= A<p — 2 兀 =△ 只 ）= o> p A? 
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= (如0 — = ( C0 0 — ( O r ) 


= (co 0 


) 


(O 0 


o> 0 


这里用 
转向与轨道的转向相同. 

从上式解出？>，并 代入山 。和叫，可得 


是假设轨道的转动角速度大于径向振动的角频率，即0>。>叫，进动的 


a) p = (o 0 ~(i) rJ 


J 


(Oq — (O r 


< p = 2 tc 


= 2n 


- 1 


(2me + J 2 ) 1/2 


(O 


— 1 


= 2 疔 


1/2 


2 me 


J 2 


2 兀 me 


ms 


〜 2 芤 1 - 5 — 1 


J 2 


J 2 


一粒子在有心引力作用下做半径为及的圆周运动，证明当 f ( R )> 
时轨道是稳定的，这里 /( r ) 是作用力的大小，它是粒子到力心的距离 r 的 


Rdf ( r ) 


3 dr 


r=R 


函数 


证明方法一 


(r — rij ?) — — /( r ) 


( 1 ) 


r 2 < p = h 


( 2 ) 


做半径为 i ? 的圆周运动 


mRw 2 = f ( R ) 


(3) 


今给予一个微扰 


r ( t ) = /? + Sr (?；) 


(4) 


(p ( = a ) -\- 8 <p Q ) 


(5) 


将式 (4)、（5) 代入式 


(i? + Sr) 2 0 + Sf) = A + 祕 


只保留一级小量，并用式 (3 h 可得 


8/i — 2R<odr 


8 <p = 


( 6 ) 


R z 


将式 (4)、（5) 代入式 (1)， 


df 


[S r — (R + Sr ) ( cu + 2 ] = — / ( R ) 


Sr 






dr 


r^R 


只保留一级小量，并用式 (3)， 可得 


df 


m b r — 2 mRco ^ q > — m < o 2 8 r = — 


Sr 


dr 


r=R 


将式 （6) 代入上式， 


df 


2 nuo 8 h 


ot S r + 3 moj 2 + 


5 r = 


dr 


R 


r=R 


再用式 （3)， 上式可改写为 
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# 


3f(R) . d / 

r 1 


2m(o8h 


Sr = 


m 


dr 


R 


R 


r^R 


土 3/ ⑻ , df 

3 R 


Rdf 


>0,即 /(/?»-^ 


时， Sr 做微幅振动，始终保持小量，因而这个 


+ 




dr 


3 dr 


r^R 


r=R 


圆周运动是稳定的 

方 法二: 引入有效势能的方法 




令 


mh 2 


U ( r )= V ( r ) 


dU ( r ) dV ( r ) 2mh 


2mh 


=/( r ) - 


= — F ( r } 




dr 


dr 


dU ( r ) 


做 r ^ R 的圆周运动，有 


= 0 , 


dr 


r=R 


2mh 


fCR)= 


(7) 


R 3 


d 2 U ( r ) df . Qmh 


dr 2 


dr 


r 


如 


d 2 U ( r ) 


> 0 


dr 2 


r~R 


df 


6mh 


( 8 ) 


> 0 


dr 


R 4 


r=R 


用式 (7)， 式 (8) 可改写为 


df 


3/ f >0 或 /(/?)> — 


Rdf 






dr L 


3 dr 


=R 


r=R 


1 d 2 U 


则径向可做角频率为 
稳定的. 


围绕 r = R 的小振动，因此半径为尺的圆周运动是 


OJ 


dr 2 


m 


r=R 


4 . 1 . 20 —质量为 w 的质点在有心引力 /( r ) 作用下运动 

(1) 证明在适当的初始条件下质点的运动轨道是一个圆； 

(2) 如有心引力 /( r ) = _^， 其中々为正值常量，要此圆轨道运动是稳定的，对式中 

r 

的 n 有何要求？ 




(1) 


( r 2 + rV ) + y ( r ) 


E = 


m 


j 2 


2 


+ V ( r ) 


+ U ( r ) 


—mr 


2mr 


做圆周运动 ， r = 0, 如圆轨道的半径为/?，要求 

E = U ( i ?) 

式 a ) 是做圆周运动的必要条件,满足式 a )， 还未必做圆周运动，如质点做非圆周运动，应 
在^•改变符号的转折点也有纟= 0,因而也满足式 (1). 


( 1 ) 
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做圆周运动还要求在 r = 处有效势能有极值，即 

dC /( r ) 


( 2 ) 


= 0 


dr 


式 (2) 也可由下述方式得到 


m ( r — r ^) = f ( r ) , mr z <p= J 


圆周运动， r = r =0,可得 


J 2 




(3) 


式 (3) 正是从式 (2) 得到的式子 


* 


J 2 


U ( r ) = F(r) + 


2 mr 


J 2 


dV ( r ) 


df 7 ( r ) 


J 




dr 


dr 


式 (1)、（2) 或式 (1)、（3) 是做圆周运动的必要条件，也是充分条件，因为满足式 (1)， 有 

0,满足式 (2) 或式 (3) 有7=0,在随矢径的转动参考系中，； *=/? = 常量，因此式(1)、（2)或 
式（1)、（3)是在静参考系中围绕力心做圆周运动的充分必要条件.初始条件满足式(1)、 
(2) 或式(1)、（3)，运动轨道是一个圆. 

(2) 用上题证明的式子，要求 


r = 


d 


k 


k 


3 dr 


即 


k 


k 


77 > V 3T 


得 


n <C 3 

只要 《<3, 以任何半径做圆周运动都是稳定的 . 


4.2 平方反比律的有心力作用下的运动 


4 . 2 . 1 某个彗星围绕太阳做椭圆轨道运动，在远日点的速率为 lOkm/s， 在近日点的 
速率为 80km/s， 地球围绕太阳做圆轨道运动，速率为 30km/s, 半径为 1. 5X 10 8 km ，求此 

彗星在远日点离太阳的距离 

用脚标 

别表示远日点、近日点的量 




分别表示与地球、太阳、彗星有关的物理量，用第二个脚标 a、p 分 


e、s、c 




2 


Gm e m 


m c v 


Rl 


R, 


Gm c m 


Gm c m 


m 


cV ca 


R 


R 




ca 


m c R ca v ca = m c R cp v cp 
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式中， 


均可约去，有三个未知量，三个方程可解，得 


C 


2R^vl 


R 


ca 


Vcai^cp + ^ca) 


代入 i^ e —1* 5 X 10 n m ， u e = 30 X 10 3 m ， z ^ = 10 X 10 3 m / s ^ v cp = 80 X 10 3 m / s ，可得 

R ca = 3. 0 X 10 n m = 3* 0 X 10 8 km 

4 . 2.2 假定在地球表面附近运行的人造地球卫星每 90 min 转一周，月球表面附近 
运行的人造卫星也是每 90 min 转一周，关于月球的组成你有何结论？ 

用脚标 e 、 s 、 m 分别表示与地球、卫星、月球有关的量 






G 


= 


Rl 


G 


m s R 


R 


地球卫星和月球卫星的角速度相同，未加区别，它们的圆轨道半径分别为地球半径和月球 


半径 


RI 


交 3 


，即户 e = p m 


4 


n:Rl —7 tR 


通常把地球看作均质的，也可把月 球视为均质的 x 其密度与地球相同 

4 . 2.3 知道地球表面的重力加速度为 9.8 m / s 2 , 围绕地球的大圆周长为 4 X 10 7 m , 

又知道月球和地球的直径和质量之比分别为 


* 


D 


= 0. 27, 


= 0. 0123 


M e 


A 


问从月球表面出发，逃离月球引力场所必须具有的相对于月球的最小速度多大(把月球视 
为惯性系）？ 


用分别表示从地球、月球表面出发逃离地球、月球所需的最小速度， 




R 


GmM e 

D2 = m S 


R 


可得 


其中 L = 2; r 兄是围绕地球的大圆周长， 




= 0 




R 


MJM t 
M e /R e DJD, 
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籲 


_ MJM, 

Vm ~^l DJD t 

4. 2.4 一长程火箭由半径为的地球表面以速度 v 发射，不计空气摩 

擦和地球转动，但需考虑精确的引力场，求出确定轨道所达到的最大高度 H 的方程(如图 
4. 8所示），作最低级近似求解此方程，并证明对于是垂直向上的情形，给出人们熟知的 
结果. 


gL _ 1 0 、 0123 


9. 8 X 4 X 10 


= 2. 38 X 10 3 m/s 


X 


0. 27 


设火箭达到最髙点时横向速度为(径向速度〜= 0)， 
由对地球中心的角动量守恒和机械能守恒，设火箭质量为 m ， 

mRv 9 — miR + 私 

1 ( 9 t 9\ GMm 

—m\v^ r + v l 9 ) —— 

用式 (1) 消去式 (2) 中的得能确定火箭能达到的最大髙度 H 的 


( 1 ) 


GMm 

R + H 


= —rrtv %, — 


( 2 ) 


2 


方程， 


\ (v1 + v 1) ~ Q r = \(r + h 


GM 


R 


R + H 


图 4. 8 


H 


作最低级近似， %为小量 ，上式可近似为 

卜卜酆 -f) 


f(v 2 r + 4 ) -學 






解出 


H ^ 


R 


vl ) 


GM 


R 


当垂直发射时 9 V p =0 9 v r = v f 


H 二 


GM 


R 


再考虑 I 为小量，只=€是人们熟知的 结果. 

4. 2.5 设一宇宙飞船沿一个围绕太阳的椭圆轨道从地球发往火星，近日点在地球绕 
太阳的轨道上，远日点在火星绕太阳的轨道上，如图 4. 9所示.不考虑地球和火星对飞船 
的引力作用，设地球和火星都绕太阳做圆周运动，轨道半径分别为5私. 求： 

(1) 宇宙飞船的轨道方程； 

(2) 先证明开普勒第三定律，然后用它计算按上述轨道从地球到达火星所用的时间； 

(3) 为了最节省燃料，从地球上应向什么方向发射？ 

(1) 飞船的椭圆轨道方程可写成 


1 + ecos ^? 

Ri 9 9^ = 江， r = 1 * 5/?i ， 4 寻 

I , SRi = 


由所给的近日点、远日点，有 f =0, 




R 


1 - 
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火星驢 


R 


及】 


太阳 


飞船 flit 


图 4. 9 


解得 


= 0. 2 > p — 1* 2R\ 


故飞船的轨道方程为 


= 1. 2 R ' 

r — 1 + 0. 2cos<p 

(2) 设行星绕太阳的轨道是一个长半轴为 a 、 短半轴为6的椭圆，此椭圆的面积为 


； rd ， 由有心运动有角动量积分知，面积速度为女/1(/1= 〆 ^，运行周期为 


nab 2^ab 


T = 


h 


丄 1 

* / t 


由椭圆的极坐标表达和直角坐标表达的两组参数之间的关系以及 e 和 E 、 h 的关系可导 


出 


GmM 

2E ， 


b^h 


可将上式改为 


2 n 


T = cgmW 2 a 


T 


4 芘 


= 常量 

行星公转周期的平方和轨道的长半轴的立方成正比，这就证明了开普勒第三定律. 

宇宙飞船和行星一样，仅在太阳的引力作用下绕太阳运转，也遵从开普勒第三定律 
将它与地球运行周期相比，用脚标 s 、 e 以区别飞船和地球的量， 


GM 


T 


RI 


R 


其中 


(Ri + 1. SR\) = 1* 25/?i 


min + ^ max) 
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3/2 


T e = (1.25) 3/2 T e = 1,40年 


T s = 


Ri 


其中用了地球公转周期: Te=l 年、 

因此宇宙飞船从地球到火星需时士 T s = 0. 70年 


(3) 为节省燃料，飞船应沿地球公转轨道的切线方向发射，且在地球赤道上一点在自 

转速度与公转速度的夹角尽可能小的时刻发射 

4.2.6 求上题所述的宇宙飞船需以多大的速度离开地球？仍不考虑地球的引力作 




用，也不考虑地球的自转 


以太阳为参考系，飞船航行中机械能守恒，对力心的角动量守恒， 

GMm 


h 2 GMm 


(r 2 + rV)- 


E = 


—m 


其中 M 为太阳的质量 ， A = 常量. 

在近日点 ， r = 0， r = i ? e ， 在远日点，由上式可写出下式 

GMm mh 2 GMm 


mh 


R 


2R 


R 


2R 


h = W 2GMRJU+ R m ) 


离开地球时，相对太阳的速度为 


2GMR m 
R e iR e + R m ) 


h 


R 


求地球围绕太阳公转的速度， 


e vl GM 


R 2 e 


R 


GM 


R 


飞船离开地球相对于地球的速度(沿地球公转的切线方向发射)为 


2GMR m 

+ Rm ) 


GM 


R 


代入 尺 n =1.5 及 


6 GM 


GM 


bR 


R 


4 . 2 . 7 若 4. 2. 5 题所述飞船飞离地球需考虑地球的引力作用，仍不考虑地球自转, 
求飞船从地球表面起航时需具有的速度 

在脱离地球引力场以前以地球为参考系，脱离地球引力场时应具有上题的速度 
用机械能守恒定律 




■ 


GmM e 


X 2 

= —mvt 


mv 




R 



第四章有心运动 


303 


鲁 


其中 XV 。 就是所要求的飞船从地球表面起航时需具有的速度，是地球的质量，及是地球 
的半径. 


2 GM 


6 GM 


R 


R 


5 R , 


r-\GM , 2GM e 

2 V30j^- 

f 1 / 厂 、 GM . 2GM e 

11 - 2 V30j^ 

其中 M . M , 分别是太阳和地球的质量，尺 、及 分别是地球公转轨道半径和地球的半径. 

4 . 2.8 质量为 1. 6 X 10 3 kg 的陨石在地球表面上方 4. 2 X 10 6 m 的圆形轨道上绕地球 
运动. 它突然与另一轻得多的陨石发生正碰使动能损失2.0%. 


11 - 




R 


1/2 


VrO = 


R 


(1) 什么物理定律适用于碰撞后的大陨石的运动？ 

(2) 描述碰撞后陨石轨道的形状； 

(3) 求出陨石在碰撞后最接近地球的距离. 

(1) 碰撞后大陨石仍只受地球的引力作用，仍是有心运动，机械能守恒定律和对 

力心的角动量守恒定律适用于碰撞后大陨石的运动. 

(2) 碰前大陨石做圆周运动，总能量五<0,碰后，仍有五<0,因动能损失，地球的引 

力大于按原来半径的圆周运动所需要的向心力，陨石碰后做椭圆轨道运动. 

GMm 




* — = 


(3) 


碰撞前陨石的动能为 


T 


2 r 


2 r 


其中用了及为地球半径.代入^ = 9. 8 m/s t R = 6400 X 1 0 3 m , r = (6400 + 

XV 

4200) X 10 3 = 10600 X 10 3 m ， 质量 m 可不必代入数据 

T 0 = 1. 893 X 10 7 m ( J ) 


肇 


碰撞后陨石的动能为 


(1 — 0. 020) T 0 = L 855 X 10 7 m ( J ) 


T 




磁撞后陨石的势能等于碰前的势能 

GMm 


- 2 T 0 = - 3. 786 X 10 7 m ( J ) 


V = V 0 








碰撞后陨石的机械能 


—h 931 X 10 7 m ( J ) 


E = T + V 




由 


E ~ —— 


2 a 


可得碰后椭圆轨道的长轴 


GMm 


2d = — 


E 


E 
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癱 


代入 

可得 2<2 = 2- 079X10 


发 =9. 8 m / s », R =6400 X 10 3 m ,£= — 1, 931 X 10 7 m ( J ) 


m 


大陨石和轻得多的陨石发生正碰，碰后大陨石的速度方向不变,这时的位置 ， r = 0, 

GMm 


mv 


，这时的 

碰撞后陨石最接近地面的距离为 

R = 2 ci 一 

= 2 - 079 X 10 7 - 1, 06 X 10 7 — 6. 4 X 10 e = 3. 8 X 10 6 m 

4. 2 9 我国于1971年3月3日发射的科学实险卫星的重量为 221. 0 kg , 近地点高 

度为 266 km , 远地点髙度为 1826 km , 地球半径取为 6400 km , 求该卫星运行的周期. 

像 4. 2. 6题那样，可得 


因 


< 


— R 


厂 min 


2GM e r 

= (1826 + 6400) X 10 3 = 8. 226 X 10 6 m 
= (221. 0 + 6400) X 10 3 = 6 - 621 X 10 6 m 


min / max H~" ^min ) 


h 




r 


rm\ 


GM e 


因为 


Sf = g ， GM e = gRt 

值代入得 


将 ^=9. 8 m / s 2 ，/? e = 6. 400 X 10 6 m 及 


A = 5. 43 X 10 10 m 2 /s 


用 


rmin = 


1+， 


1 —— € 


r 


- -r* 

f nu 


= 0. 108 


e 


r 


min 


h — r 2 < p ， dt = ~ rr 2 d<p 


h 


运行周期 


Cl 1 rin 

dt = — r z d<p 
Jo fl J 0 


T = 


=—nab 


h 


、 b 分别是椭圆轨道的半长轴和半短轴 


a 


峰 


c 


因为 


€= — 


€ == 


a 


T 




h 


+ 、 n ) = 7, 424 X 10 6 m 


a 




2 


将已算得的和 a 代入: T 的式子，得 


T = 6340 s = I 06 min 

4. 2. 10 一 质量为 m 的空间站沿半径为及的圆轨道绕月球运动.为使空间站能在月 
球上登陆，沿轨道曲线方向向前发射一质量为叫的物体，使空间站在发射物体后，转过 
转角180°后刚好抵达月球表面.已知月球的质量为 M m , 半径为 .求： 

(1) 质量为叫的物体的发射速度； 
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參 


(2) 从发射到空间站抵达月球所经历的时间 

(1) 设空间站做圆周运动时的速度为 w 


t 


GmM 




mv 


m 


V 


R 2 ， 


R 


R 


设空间站向前发射物体的速度为 W ，空间站发射后的速度为由动量守恒， 


价 + (m 一 mi)v 


( 1 ) 


mv 


m 


发射后空间站的机械能守恒，角动量守恒, 

G(m — mi)M 


G(m — 


— (m — 


m 


=—(m — m^vl 


( 2 ) 




R 


Rm 


(m — m l ) v z R = (m — m x ) v 3 R 


(3) 


m 


其中 w 是空间站在月球登陆时的速度 

从式(2)、（3)可解出 


2 GM m R 
R(R + R m ) 


m 


(4) 


^2 = 


从式 (1) 解出并代入式(4)， 


m 


v 


^2 — 


^2 


mi 


2 GM m R m 
R(R + R m ) 

(2) 用开普勒第三定律于绕月球的两个空间站的运动，设: r 、 r 分别为做圆周运动和 
做椭圆运动的周期， 


m 


R 


m 1 


mi 


T 


了 2 


R 3 


— (R + R m ) 


R + R 


T = 


m 


T 


2 R 


TjzR 


R 


又 


T = ^ = 2nR 


v 


m 


(R + R m ) 

8 GM 


T = 2^ 


m 


从空间站发射物体到空间站抵达月球所经历的时间为半个周期， 


(R + R m y 


7 T 


2 GM 


m 


4. 2.11 假定你去访问一无大气、半径为及。的小行星，发现物体以速率 t ；。 水平拋出 
后，恰好能环绕该星体的表面做圆周 运动. 周％、札表示下述各量： 

(1) 物体逃离该小行星的 速度； 

(2) 从行星表面竖直上抛使最高点达到私高度所需的上抛速率，并求该物体达到 
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jRo 髙度时的速率； 

(3) 质量为 m 的物体在离行星表面为^时的势能； 

(4) 使物体从行星表面升到高度所需的上抛速率. 

(1) 设 Af 为小行星的质量^为物体逃离小行星所需速度 

GmM 


« 


m 


R 


R 


GmM 


2 


= o 


R 


消去 Af ， 可得 v 2 = 2 vq 9 v = ^/ r Yv 0 

(2) 设竖直上拋到最高点为及。所需的上抛速 率为〜 

1 9 GmM 

~2 mv ~ 

GM _GM _GM _ 1 

~ = 2Ro = 


GmM 


2 R 0 


2 


丄 9 

—v = 


所以 


V = V 0 


设达到士及。高度时的速率为 t / ， 


GmM 


GmM 


2 


■ ; — 


Rq 


及 o + TT^o 


x I _ 2 — 2 GAf 1 

^ ] = Vo ~1r^ 


vl 


3Ro Ro 


3 


f 一且 


幻 0 


mR 0 v 


GmM 


V iy ) — — 


(3) 


尺 o+：y 

(4) 设物体从行星表面升到最大高度为 y 所需的上抛速率为 




GmM 

Ro + y 


GmM 


v z — 




Ro 


2v^y 

及 0 ( i ?。 + y ) Rq y 


= 2 GM 


= 2 GMy 


及 o + ：V 


v = v 0 


(1) 证明在按^规律变化的有心引力势场中具有相同角动量的圆形轨道的 

半径等于抛物线轨道近心点离力心距离的两倍； 

(2) 证明在 (1) 问中的有心力场中具有相同的角动量的圆形轨道和抛物线轨道相交 

处的速率,后者是前者的 vr 倍. 

证明 （1) 在按1规律变化的有心引力势场中运动的轨道方程是圆锥曲线 


2 * 12 
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1 + ecosp 


h 2 


或 V ( r ) =— ㈣ 中的 


其中 户 = 是尸 o ) 

圆形 轨道： 

抛物线 轨道： 






e = 0 ， r = p 


1， 




1+ COS 9 

= r^ n = r(0) = ^rp 


h 2 


同一力场， a 相同，两种轨道（圆和抛物线）的角动量相同，则 A 相同，由•可见 p 
也 相同. 这就证明了圆形轨道的半径（等于 />) 是抛物线轨道近心点至力心的距离 

等于士 >) 的 两倍. 

(2) 在上述力场中，质点做圆轨道运动和做抛物线轨道运动，如角动量相等，即 A 相 
同，则/>也相同，两种轨道相交处， r 相同，故抛物线上该交点的矢径「=声， 


P = 


1 + cos ^ 


可见，该交点的极坐标为声，士子 


h 


做圆轨道运动，各处的速率均为 t 
做抛物线轨道运动， 


1 + cos<p 


gSin^ ♦ <p 


(1 + cos<p) 


h 


h 


在交点， 


p=±7 ， r=±/> <p=±p3 


士二 




P 


h 


h 


r<P= — 


P 


h 


P 


在两个交点卜, fj 、。，一 f : 

圆周运动的速率的 vi 倍. 

4. 2. 13 宇宙飞船绕一行星沿圆轨道飞行，轨道半径为 
及，飞行速率为％，要把轨道改为经过 J 5 点的椭圆轨道，如图 
4. 10所示，5点位于以 O 为圆心、半径为3尺的圆周上. 

(1) 写出该椭圆的 方程； 

(2) 飞船在 A 点进入上述轨道时，它的速度应增加多少？ 

(3) 从 A 点到 B 点的航程要用多少时间？ 


，均有沿抛物线运动的速率是沿 
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(4) 当飞船的位矢垂直于 AB 时，速度的径向和横向分量多大? 

(1) 椭圆方程可写为 


1 + ecos<p 


= 3 R 


= R ， 


r 


max 


nun 


1 — e 

1 + e + (1 — g ) _ 3 + 1 
1 +e — (1 — 3 — 1 


max 


1 — e 


min 


p = R < H + e ) = —R 


得 


e = 


3 


R 


所以 


r — 


1 + —COSf 

(2) 设分别为飞船和行星的质量，飞船做圆周运动时， 


mi 


E = — 


R 2 


R 


R 


GMm 




= — 


2 


£ = 十 






R 


飞船做椭圆运动时， 


GM 


GMm 


E f ~ 


mvo 


2 X 2 R 


4 


2 a 


qm 

~ z mv ~ R 

E f - E = 


为在 A 点时的速度， 


又有圮 = 


，v 


, 2 GM 

~7HVq — ^ 


GMm 


mi 


2 


V 


—mv 


R 


又有 £ ，一 £= — 


m 


— mv 0 — 


2mv 2 0 j ~ 4 

丄卿 2 


4 


— ~^mvo = —mvo 


4 


xj 9 

="^0, 


^0 


V 


V 


在 A 点进入椭圆轨道，需有速度增量为 


幻 0 


V — v 0 = 


-1 


(3) 由开普勒第三定律，设椭圆运动的周期为了， 


2tvR 


2 tcR 


了 2 


V 0 


， T 2 = 8 


R 


C 2 R ) 


Vo 


7rR 


T = 4 VT 




Vo 


从 A 到 £ 的航程所需时间是半个周期， 
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7tR 


t = 2 -/y 






Vo 


(4) 


h — vR — 


v 0 R 


飞船的位矢垂直于 AB 时 ， p = 士 { ， 


r= 


R 


v 


0 


h 


v 9 = r<p = — 




r 






—. Rsin ^ 


4 


v 9 


—s\n<pp=^ 


v r = r 


1 + — cos(p 


1 + — cos<p 


—R 


、 0 


4 


士 




^0 




V * 

'iiMC . .A* 


R 




有两颗地球卫星及抓沿同一椭圆运动，地球中心在此椭圆的一个焦 


点，又设 M , Mz 相距不远，可将圆弧紙抓看作直线，已知直线 M , M 2 的中点经近地点时， 

近地点到地心的距离为 i ^， 远地点到地心的距离为私.求直线的中点经 

远地点时两颗卫星的距离.若取卫星处于近地点时 9 >= 0 ,则在任意 p 角时，两颗卫星的距 
离多大？ 


两颗卫星沿同一椭圆轨道运动，周期相同，两颗卫星间的航程所需时间&是不 


变的 


在近地点，设 M r M 2 的中点的速率为两颗卫星 M , M 2 相距不远,都在近地点附 
近，可认为这一段的速率近似为 A ，故有 


Vi^St = b 


在远地点，速 率为％ , Mi , M 2 相距为 V ^ M 、 


Ri 


幻 1及 1 = ^2^2， 


V2 = r 


V \ 


Ri 


Ri 


—幻 2 △亡 == 




在任意点&要算出在此点的速率 


V 


1 + ecos<p 


_ pesin^p 


(1 + ecos<p) 


r 2 + r 2 (^ 


♦ + 




V 






(1 + ^cos^) 


(1 + CC0S9) 
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蠢 


(1 + e 2 + 2 ^cos9) 


4 


(1 + ecos < p ) 


4 


h 


(1 + e 2 + 2 ecos < p ) = — (1 + + 2 ecos ^) 


P 


P 


h 


v 




P 


将用 巧、/^ 和及 2 表示， 


R 


h —— 尺 l ， 


1 - 


e 


R2 — R1 

R x -\- R 2 ? 

2lRi^Rl + iRl - Rl) cosf] 


2R1R2 

Ri~\-R 


可得 




e = 


^1 


v = 


2 R 


b 


2 iR \ + i?i + (Rl - R 2 Ocos < p ] 


M X M Z = vAt =— 


R , 


时正是上述在近日点和远日点的 


可以验证：当炉=0时 ， MiM 2 =6; 当 < p =7 t 

两个结果 


柰 


4.2.15 —质点做椭圆轨道运动，偏心率为 e , 力心在椭圆轨道的一焦点上.当质点 
运动到近心点时，力心突然移到椭圆的另一焦点上.求证以后椭圆轨道的偏心率为 

e (3+ e ) 

—(1-e) 


，说明原来 e 值处在什么范围时，新的轨道将仍是椭圆、变成抛物线和变成双曲线 


证明 原椭圆方程为 


r = 


1 + ecos<p 


h 


met 


V ( r ) 


， ly - 






a 


r 


h a(l+e) 


h 


在近心点 

实然力心变到另一焦点以不变， r 变为 〆 ， 


屮 =0 ，厂 


v ~ — 


1 +e a ( l +^)' 


h 


h 


ct(l — 

a(l + e ) 


1 - 


e 


h 


h ! = 


h 


vr 


h 


a(l — e ) 1 — € 


I7f j. z ma 
£ = —wt ； 2 ~r 


丄/ (1 +幻 




h 2 


h 


2 


-^{ e z + Ae - 1) 


2h z 
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2 h f E f e (3 + e ) 


(计算过程略) 


e 


1 


ma 


e 


当 〆 =1 时，变为拋物线， 


^(3 H - e) 


1 — 


€ 


€ 2 + — 1 = 0 


+ = 1 — e ， 


e 


= 


2 


e 


因为原来 e 的取值范围为 0< e < l ，另一根小于零是不可能的，故舍去 

经计算可得 


de r 


(3 - g) (1 + e) 

(1 — ^) 2 


> 0 




(因为 0< e < l ， 分子、分母均大于零 O 

>0说明/是 e 的单调递增函数 = 2时，/=1， 则: 


de f 




— 2 时 »0< C ^ / <1 (注意， 

e = V ^— 2时 ，/ = 1，变成抛物线； 

VJ-2<e<l 时， 〆 >1,变成双曲线 

4.2.16 —行星绕质量为 M 的恒星做圆周运动.恒星突然爆炸，以一个比行星的轨 
道速度大得多的速率喷射它的外层表壳，因此其质量损失可认为是瞬时的，恒星的剩余质 
量为 仍 比行星的质量 m 大得多.求爆炸后行星轨道的偏心率忽略膨胀的壳体施加 
在行星上的力，可用偏心率 e 与能量£、角动量</的下列 关系： 


0时， 〆 =0,故 e >0 时， 〆 〉()），仍为椭圆; 


e = 




2 J 2 E 


e 


m 3 of 2 


ma 


恒星对行星的引力为 


GmM 


方法一:今— 

GmM 


，即 a = GM 


，及为圆轨道半径; 


爆炸前，£= 一 

爆炸后，行星的动能和角动量没有发生突然变化，而势能因恒星质量由 M 变为 MS 
发生突然变化 


ZR 


» 


E f = T + V f = T + V f = T + y + - y 

GmM , Gm(M - M f ) 


^ E + V f - V 






2 R 


R 


用，原为圆周运动 <= o , 


m 3 ( GM ) 2 


m 3 a 2 


= GMm 2 R 


2 E 


2 E 
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爆炸后的偏心率 〆 的平方 


2J t2 E f 


2 J 2 E f 

m \ GM f Y 

GmM , Gm (M 一 M f ) 


e 


m 3 a 


2 GMm z R 

(GM ; ) 2 


R 


2 R 


m 


\ 

I 


1 M 


M 


(这里用了 Y = GM f ) 


1 — 


M 


M 


1/2 


) 


M 


2 M f 


1 — i , 


e 




M 


2 - 11/2 


) 


2 M 


M 


M 


1 - 


1 - 


M 


M 


M 


M 


TT7 - 1 


M 


M M 


注意 Y >0, 今 M f < M , e =\ 1 — 益丨 — M 




h 2 


方法二 


用 


l+ecosp 


a 


h z h 


爆炸前 


O f r — p = 一 

•X 


e 




GM 


a 


爆炸后 


l+e’cosp 

p '=^- 


h 2 


h 不变， 


GM 


a 


h 2 


9= 0 时 ， 


GM 


h 2 


h 2 GM f 


GM l + e r 


M 


M 


1 "\~ ' = ^ 


- 1 


€ 


~ M ， 


M 


4. 2. 17 已知一个由具有电荷 e 的核和一个在半径为 r 。 的圆形轨道上的单电子组 
成的氘原子的经典 模型. 突然这个核发射出一个电子，其电荷变为2^这个核发射的电 
子很快地逃逸了，我们可不考虑它，在轨道上的那个电子即有一个新状态 

(1) 求出发射后与发射前电子能量之比(规定无穷远处势能为零）； 

(2) 定性地描述新轨道； 

(3) 求出新轨道的离核最近和最远的距离，以 r 。 为 单位； 

(4) 以表示出新轨道的长轴和短轴. 

解 （1) 被发射的电子很快地逃逸了，可认为原轨道上的电子瞬时位置未变、动能未 
变，而势能发生了变化 

设电子质量为 m ， 做半径为 r 。 的圆周运动时速率为 
发射前， 




■ 


v 0 ^ 


e 


47T£o^o 


厂 0 


第四章有心运动 


313 


* 


着 


e 


€ 


Sne 0 r 0 


47re 0 r 0 


^2 


e 


Ei = — 


2 


Sne 0 r 


Ane 0 r 


发射后， 


2e 


3e 


2 


E 


8 肛 0 厂 0 


4?T€o^o 


发射后与发射前电子能量之比为 


€ 


E 


8 7 re 0 r 0 


£i 


e 


8 吖 e 0 r 0 


1 + ^|<1 k #0, 考虑到原来 q = 0, 发射后 a f =2 a ^ 


(2) 新轨道£ 2 <0,由 


e = 


a 


得发射后 e 2 = 士，因此新轨道为椭圆 


3 e 2 


h z 


2e 2 




=五 2 = — 


(3) 




A 7 te 0 r 


8^ 0 r 0 


其中 A 未变，仍和发射前一样， 


2^ 


e^r 0 

4丌 ey 


h 


r 0 = 


v 0 r 0 = 




8 丌 e 0 r 0 m 


满足的方程为 


离核最近和最远距离时 ， r = 0 ，rmi 


n、' max 


3^ 


1 e ^ r 0 

— rn - 

2 47te 0 m 


€ 


27 ve 0 r 

3r 2 — 4r 0 r + = 0 

(3r — r 0 )(r — r 0 ) = 0 


8 江 e 0 r 0 


所以 


厂 min = 1 厂 0 ， rmfl X = ro 


4 


2a = rmax + rmin = ^Tr 0 


2c = r 


— ^min = 


2 vT 


lb 


r 0 




(1) 某彗星的轨道为抛物线，其近日点为地球轨道(假定为圆形）半径的3, 


4 J 1 


2；7 + 2 倍，试证明之; 


则匙彗星运行时，在地球轨道内停留的时间为一年的# 


2n 


n 


(2) 再证任何抛物线轨道的彗星停留在地球轨道(仍假定为圆形）内的最长时间为& 
年或约为76日. 

证明 （1) 设地球的轨道半径为/?，彗星轨道的近日点的矢径为 g ， 如图 4. 11所示_ 
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R 




n 


因为 


1 + cos 沪 


\ \P 


q 


= 9 = 4 ,沪 


o 


7 C 


< P = 0 ，r 


、r = p = 2q 




h 2 


h 


P = — 


GM 


a 


2 GMR 


IS 4.11 


n 




2 GMR 


n 


f dt = 


2 d<p 


dt 


2 GMR 


n 


2 R 


n 


r = 


1 + cos<p 1 + cos<p 1 + cos<p 


2 R 


n 


dt = 


d<p 


VGM ^ 2^ 


(1 + COS<p) 


n 


3/2 


2 R 




d 


2 VGM 

求积分 限：当 r = R 时的两个 p 满足下式 


2 


n 




cos 


2 R 


= R 


1 + cos<p 


n 


2 


1 + cos<p = —— 


， cosp = —— 


n 


n 


2 


仍 =arccos 


<Pi = —— arccos 


—- 1 


n 


n 


令没 = 冬， 


1 


2 R 


^/2 1 




2 VGM 


n 


n /2 


用积分公式 


du 


du 


smu 


2 


n 


cos n u (n — l)cos n_1 

9 2/2 dd 

cos 4 <9 — 3cos 3 ^ 


n-2 


n —— 1 


u 


cos -u 


sind 9 2/2 


2 C^/2 dd 

cos 2 汐 




^1/2 


^/2 


^/2 


sin 汐 
3cos 3 夕 


t 2 sin^ ) I 9 2/2 

+ T — 


^1/2 


用 COS 灼 


cos^ = —— 一 1 ， 




n 


9 i 


您 — / 1 + COS 仍 


cos 


=cos 


2 
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1 — cos^i 


-1 


色_ 


_ w 


n 


=— sin 


sin 


n 


%2 _dd 

cos 4 汐 3 


可得 




史 1/2 


3/2 


2R 




3 VGM 


n 


设地球的质量为 m € ， 公转的速率为％，公转周期为 T 6 ，则 


m e Ve Gm c M 


R 


R 


3/2 


2tvR 2^R 2nR 

Vgm 


T e = 




GM 


R 


^2 


2 w + 2 


- 1 


n 


2n 


3tt 


n 


2w + 2 / n — 1 片 

o Td 


T e = l 年,这就证明了彗星在地球公转轨道内运行的时间为一年的 

(2) 在地球轨道内运行的时间是 w 的函数或是1的函数，令1 =々， 

n n 


In 


3tt 


n 


1 _ k 


= 子 （1 + 2 走) 


3 丌 


求极大值， 


a 


[(1 + 2 是） ^s/l — k _ 


dk 


可得 A = 士， 




T e 


3 丌 


3 芘 


max 


火箭自地球表面发射，发射方向与铅直方向成“角，火箭将按椭圆轨道运 
动,若椭圆之长轴是地球半径的 n («<2) 倍，地球半径为及，求火箭在空中飞行的时间 

设火箭的轨道方程为 


2* 19 




♦ 


r = 


1 + ecos<p 


h = vRsina 


其中及是地球半径以是火箭发射时的速率 

设 m 、 A / 分别为火箭和地球的质量， 


GMm 


1 ? GMm 

飞丽 —丁 


E = 


nR 


GMm 


为椭圆的长半轴 


后一等式 用了五 =一 




« 


2a 
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a 


0 


V 


R 


0 


火箭誠 


4.12 


2GM 


2 


1 - 二 


V 


R 


n 


——1 


n 


sin 2 a 


h 2 = v 2 R 2 sin 2 a = 2GMR 


n 


( 1 ) 


- 1 


h 


n 


p ^gm = 2R 


sin 


n 


2h 2 E 


e — 


(GM) 


n 


n — 1 


2 R 


sura 


n 


所以 


1 + — Vn 2 - -4(n — 1 )sin 2 a cos<p 


n 


当 9?=0 时 = ，代人上式，可得 


-1 


n 


—V n 2 — i(n 


l)sin 2 a cosP : 二 2 


sin 




n 




L -* 


2(n — l)sin 2 a — n 


( 2 ) 


cos^= 


— 4(w — l)sin 2 a 


jf r4i ^ 




h ， cU = —r 2 d<p 




h 


dr 


设想火箭从 f =0 到 f ^ d 历时 


J? d ” 钉 


e 


d<p 


l \ — r 


2 


(1 + ecostp) 


h 


0 


用积分 公式: 


6smx 




dx 


(a + 办 cosx)*— 1 


(a + bcosxY (k — 1) (a 2 — b 2 ) 


dx 


dx 


—ik 


+ (2k - 3)a 




k-2 


(a + bcosx) 


(a + bcosx) k ~ l 


dx 


x 


arctan 


tan — 


+ b 


a 


a 


可得 


esin 汐 


1 — ^ 
1 + ^ 


arctan 


tan — 


0 (1+ ecos<p) 


1 —— € 
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GM 


经过相当繁琐的计算可得 


用式(1)、（2)及^ 


= 发， 


R 


n 


cosa + 


arctan 






2 g 


n 


火箭在空中飞行的时间为 


t = T — 2广 1 


其中 T 是火箭做此椭圆运动的周期. 

为计算: T , 先计算围绕地球表面的人造地球卫星做半径为及的圆周运动的周期: T 。, 


GmM 


mv 


= Rg 


v 


R 


R 


2 nR 


R 


T 0 = — = 2^r 


v 


g 


用开普勒第三定律， 


Tl _ Tl 


R 


+nR 


3/2 


3/2 


R 


R 


n 


n 


3/2 


T = 


T 0 — 2 tt 


— 7tn 


2 g 


g 


R 


n 


cosa — 2 arctan 


2 g 


n 


n 




m 


，其中： r 是周期， 


20 证明做椭圆轨道运动的最大与最小速率的乘积为 


a 


是长半轴 


证明 


= a + c ， 


r min 戊 ^ 


r 


max 


h 


h 


h 


h 


tw = 


v 


max 


a — c 


max 


min 


h 2 


h 


h 


^mi 


V 


~ (a - c)(a + c ) — a 2 - c 2 一 b 2 


max 


n 


Th 


nab 2 nab 

厂， 


T = 




七 h 


h 2 


2 丌 a 


v 


lmi 


max 


n 


T 


Th 


2 na 


4.3 有心力场中的散射 


质量为 m 的粒子以初速 r 从无穷远向其势能大小为兰 U 为正值常量)的弓 I 
力场运动，求粒子被俘获的总截面 
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设瞄准距离为 p^h = pv 


mh 2 


a 




n 


2r 


dU 


not 


求 


= 0 


v 


max 9 


dr 


+ 1 




0 r o 

na — mp 2 v 2 rl^ 2 — 0 


na 


n _2 


r 0 = 


mp v 


a 


U 


C /( r 0 ) 






max 


n 


na 


n — 2 


n~2 


na 


P Z V 


2 


mp u v 


m 


n 


71-2 


=—a(n — 2) 


na 


能被俘获的条件为 £>t/max,gP 


n 


rt 一 2 


^ ~a{n — 2) 


- 771V 


net 




a 


n 


解出 〆 <”(”一2) 

能被俘获的总截面为 


n 


mv 


1 


Z^zn 


a 


n 


— nnin — 2 ) 


a = rep 


n 


tnax 


mv 


质量为 m 的粒子以速度％射向一固定散射中心.该散射中心施以排斥力 
F = 分 ( r — a ) e r ， 其中 e r 是由力心出发沿其径向的单位矢量， a 是一固定半径，在该处 


3*2 


▲ 


有力作用， W 是具有速度量纲的常数 

a) 求势能； 

(2) 证明若，则粒子不能进入半径 


■ 


的球内，而被反射回去，反射角等于入 


r = a 


射角; 


(3) 对、瞄准距离 p = fa 的情形，画出粒子轨道的草图 

(1) 取无穷远为势能零点， 


« 


F(r f ) • dr f 


V ( r ) = - 


F ( r ; ) - dr r 




—mvld(r f 


a)dr f 


r <C a 


m 


r > a 


0 


(2) 若粒子进入 


的球内，根据机械能守恒，设粒子在球内的速率为 t / ， 


r = a 


I 丄 2 

+ —mv{ 


—mv 






2 
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_ 


2 


V 


i / 必须是实的，要求，今 wOi ，粒子是进不了 r = a 的球内的 

对此粒子在处，受到散射中心径向的斥力，列牛顿运动定律的径向分量方程 


* 


O — r ^) 


mvidC 


a ) 


m 


h 2 


=—mvldCr — a ) 


m r 


r 


h 


v \ d{r — a)r 




r 


h 2 dr 


u t ^ 


dr 




a 、 亍 


V 








dt 


dt 


3 


dr 2 —— h 2 "^rdr = 


— z^i d(r — a)dr 


前已论证了粒子到不了 r < a 处，故 U ( r - a ) dr =0, 在斥力作用期间，因为力无限大，作 


用时间无限小，粒子获得有限的冲量，无位移，故 j ^dr = 0. 第一项积分得，冲量作用后 

的径向速率与作用前的径向速率相等，不_迸入，只能反向.从冲量的方向也能得此结论. 

在球的切向未受力的作用 ，保持 原来的横向速度不变，径向速度等值反向，这就证明 

了反射角等于入射角，参看图 4. 13,图中抑是粒子入射时的速度, t / 是粒子反射后的速度 

的球内，进入前 


* 


时#粒子可进 


(3) 当 vC > Vi ^ p ~-- 

后，由机械能守恒和横向动量守恒，设进入后的速率为1/， 




ra 


丄 f 2 I ^ 2 

—mv + — 






v r sin 6 = z ^ 0 sin 30° = ~ v 0 


解得 


图 4. 13 


v f 




Vo 


=arcsin 


2 V — 


的球.设穿出后的 


粒子进入后，以 t / 的速度做匀速运动，再次到达 

速度为则 


时穿出 


r = a 


ff 2 


丄 1 丨丄 

= —mv^ + — 


—mv 


v f sin 6 = 


ft 


v sma 


v 0 




可得 V f， — VofO£— 30 


o 


出射后保持 V " 不变. 粒子的轨道如图 4. 14 所示. 

一 质量为 m 的粒子以能量£(>、对 o 点的角动量为 j 被中心在0点的势能 y 

G ( r ) 的引力场所散射 


33 
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暑 


da 


(1) 写出关于 f 的微分方程； 

(2) 写出最接近距离所满足的方程 


* 


v f 


V 


30 


沒 ■- 


^0 


a 


2 


图 4. 14 


4.15 


(1) 由机械能守恒和对 o 点的角动量守恒, 


—w(r 2 + r 2 a 2 ) — G(r) = E 


2 


J 




2(£o +G) J 


m 2 r 2 


dr 


dr J 


_ ~~ (X = 

da 


da 


m 


2(£q + G) J 2 


dr 


mr 


mr 


m z r 2 


da 


J 


m 


2(£ C + G) J 2 

m 2 r 2 


dr 


2 


士专 V2m(£ 0 + G)r 4 - J 2 r 2 


I 

-JL- T 






da 


J 


m 


da 


士 




dr 


min 时，厂 = 0, 


(2) 当 


2 [五 0 + G^min)] J 2 


= 0 


m 2 rL 


m 


一束很宽的平行小粒子束，粒子质量为 m ， 不带电，从空间射向月球，相对于 
月球的初速为％，忽略地球和太阳的存在，求用月球的半径及、从月球表面的逃逸速度 
mv 0 表示的碰击月球的碰撞截面 

求能碰上月球的最大瞄准距离 P 


3 


攀 


V 


esc 


a 


GMm 




( 1 ) 


V 


mi 


R 


mvR = mvop^ 


( 2 ) 


其中 M 是月球质量， t ; 是刚能碰上月球的粒子碰月球时的速率，刚能碰上月球的粒子是 

擦着月球表面相碰的. 

由式 (1) 得 
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2GM 


v 


esc 


后一等号来自^ 

将上式代入式 (2) 得 


= 0 


v 2 R 2 


v 


esc 


R 


1 


max 


碰击月球的碰撞截面为 


V 


a = Ttpl 


7lR 2 1 + 


esc 






4 . 3 5 一彗星以初速 i ；。 向太阳运动，太阳的质量为 M 、 半径为/?，可视为静止的，并 
略去所有其他的 星体. 求彗星和太阳相撞的总截面. 

如上题那样，求彗星刚能碰上太阳的最大瞄准距离，设彗星质量为 

GMm 1 o 


2 


—mv 


mi 


R 


vR = rnv 0 p m 


X 


可得 


= vl + ^ 


v 


v 2 R 2 


2GM 


R 2 


P 


max 


2 

^0 


Rvl 


0 


2GM 


2 


= 7tR 2 1 + 


a = 7rp 


max 


一个原子与一个离子的相互作用可由势能 V ( r ) 

是离子电荷，是原子的极 化率. 

(1) 作出有效势能 f / O ) 的 草图； 

(2) 求出用角动量 • /表达的有效势能的极大值 t ； 

(3) 设离子远比原子轻，求离子击中原子(即深入到 r =0) 的横截面 〆 ％) 


给出，其中 


一 4 


a 


3 




— CT 


C = 


e 


0 9 


( 1 ) 


J Z 


J Z 


U{r) = V(r) + 


— 4 


c r 


2mr 


J z 


— 4 


= — cr 


2mr 


有效势能 ?7( r ) 的草图如图 4* 16 所示 


AU Ac J 2 


( 2 ) 


dr 


5 


r 


mr 


d 2 U 


2 


3J 


20 c 


dr 2 


4 


r 


mr 


dU 


J z 


Ac 


= 0, 


= 0 


dr 


mr 
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解得 


J 2 


r 2 = 


J 


2mr z 


= 0 ,还可看到# 


d 4 U 


d 2 U 


dr 2 


dr 3 I r=ri 


dr 4 


时， ^7 ( r )— 0,不是极值 


在 


0, 


華 _ ■ 


d 2 U 


7 J 


<0. r = r 2 处， C / 有极大值 


U(r) 


16 m s c 2 


令 


dr 2 


J 4 


16 m 2 c 


/ — 


(3) 设能量为 £ 、对力心的角动量为 J 的离子从 
无穷远处向原子入射， 


~h U (r) = E 


在 r = rmi n 时 ，r = 0, 故 rxnin 满足的方程为 

UCr) = E 


4. 16 


J 2 


= E 


2 mr 

2 mr 4 £ — J 2 r 2 + 2 mc = 0 


AmE 


2 ^/rnc 


J 2 


J 4 


，不能击中 原子; 


—Uo 0^ ， rmi n = 


当 E = 


J 4 


16 m 2 c 


4 m 


16 m 2 c 


J 4 


me 


，这可从有效势能图上得出，在离子从无穷远入射 


即 E < Uo 时， 


当 E < 


16 m 2 c 


时，上述 rL 的式子，只能取 rLn = 


4 ：mE 


J 4 


即 E > Uo 时，〜。为 复数. 说明无从有效势能图可见，离子将深入到 
0 CJ -0 时)或 r -^0( J 关0时），两种情况均可视为击中原子 


当 E > 


16 m z c 




J = mpv 0 ^ p = - 


mv 0 


其中 ^ 为离子在无穷远入射时的瞄准距离 


E = —mvl 


J 4 


要击中原子， £> C /。， 即 


在无穷远处以 w 入射的离子能击中原子的最大瞄准距离为 
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mvo 


J ma 


—1 


Pm&y. C^O ) 


=CSm 


< 




mv 0 


mv 0 


2tt 2c 


cf(v 0 ) = ^Lx(^o) < 7t<iSm^ l cvo Z ) 


m 


Vo 


4. 3. 7 求一个粒子被半径为 a 的刚球弹性散射的 
微分散射截面和总散射截面 

见图4, 17. 










arcsin 




a 




^ = 17 T — 2/? | = 


— 2arcsin 


n 


a 




<rdv ， d)= 


sin 沒 d 夕 


图 4. 17 


- ❹ 


7T 


p = asm 


- e 


7T 


asm 


— ~ ~~€L^O ) — 


口 （ v ， d) • 27tsim6d8 


civ ， ❹、 = 


—acos 


sin 汐 


4 


—a 1 • 2n\ sin 沒 d 汐 = 


na 


4 


一 质量为 m 、 半径为 r 的小弹子球被一质量为 M ( m 《 M )、 半径为的大弹 

子球弹性散射，求微分散射截面和总散射截面. 

解因为 m 《 M ， m 遭 M 散射时可把 M 视为不动的.和上题的差别在于上题的粒 

子的半径是不计的，弹性散射的情况和不计半径的 m 被半径为 R + r 的 M 弹性散射一 
样.这样把上题的 a 改为 R + r 即得本题的结果 


: 


3 




cfCv 9 6) — ~(R + r) 


4 


cr(t；) = 7t{R + r) 


k 


4 3 9 质量为 m 的粒子以速度 w 从无穷远发射被大小为# (々 为常量）的固定的斥 

力中心所散射< 峁粒子不受斥力作用，粒子将以与斥力中心距离为6的轨迹通过 ，求： 

i ) 粒子接近斥力中心的最近距离； 

(2) 实际产生的偏转角； 

( 3 ) 对于一均匀的粒子束受到该势场散射的微分散射截面 




k 


k 


/=7 ， V — — , h=bv 0 f 


( 1 ) 


k . mb l v\ 

=—十 


mh 2 


U(r) = F(r) + 


2r 2 


2r 2 
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_满足的方程为 


U Omin) = £ 0 


mvo 






mb 2 vl 1 


k 


~L ~ 十 9 *-2 

r nun LJ min 


k + yk z + m 2 b 2 vt 


nun 


_ 的另一负根无物理意义，已舍去 


啬 


— k-\-y k 2j rm 2 b 2 vS 

mb 2 vl 


( 2 ) 


u 


max 


r mi 


n 


k+\I k 2 ^rm 2 b 2 vt 

bdu 


u 


max 


/?= 


1/2 


0 


- b 2 u 2 


1 — ttV 




E 
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0 


bdu 




u 


max 


1/2 


k 


0 


u _ b 2 u z 


1 — 


bdu 


u 


max 


2nl/2 


k 


k 


0 


bu + 


mv\b 


mv\b 


U 


k 


max 


k 


=arcsin M + mv 2 ^ 


mvlb 


o 


k 


=arcsinl — 


arcsin 


々 2 + m 2 v\b 


偏转角 


k 


d— 7T — 2 尽 


2arcsinl — 2arcsin 


7 T — 




k 2 + m 2 v\b 2 


k 


2arcsin 




k 2 + m 2 vtb 2 


Q 


k 


# 夕 1 / 

sin —= 


( 3 ) 


2 k 2 +m 2 vtb 2 


8 


* 2 

sin z 




k Z 


k 


B 、 ( k 2 + m 2 v\b 2 ) — k 2 m 2 Vob 2 


1 — sin 


8 


k 


= 


cot 




1_ db 2 

sind I I _ 2sin^ 


k 


d<r 


b db 


— (7^ 0) •—- 


d 




2mv z s\n 
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k 


(1) 质量为 w 的粒子在势场 F 0) = 1(々〉0，为常量）中运动，考虑在：^平 


3. 1 


面内运动，用极坐标 r、％ 求出 r 作为 A 角动量^/和 能量五 的函数 关系； 

(2) 用 （1) 问中的结果讨论在这个势场中的散射，求微分散射截面 <r(e，£)， 其中沒为 


散射角 


dV 2k 


( 1 ) 


F=- 


dr 


—— mh z u z ( u\ = F = 2ku 


3 




d 2 u 


2k 


1 


u = 0 




h 


2k 


1 + ^i. 选取适当的极轴，解可写为 


令 


0) 




Asm (呼) 


u 


定儿 


由 ip=0 ， r = ^> 处 ， E = 


~m r 


产 0 


d 




du 


dr 


h dr 


hAoyoosiaxp) 


= — h 


h 




d<p 


d<p 


df 


d<p 


= —mh 2 A 2 a) z = i ~ J 2 A 2 co 2 


E — 


—mr 


2m 


^=0 




Jco 


Jco 


CSC 


u 


2mk 


2k 


其中 




0 )= 


(2) 已解得 


sinOp ) 


u 


Jo ) 


) 出射，散射角 <9 为 


如图 4. 18 所示•在处入射，在 o>9 =;r (此处《 = 0, 


厂=00 


7V 


7 T 


K 


7V 


0 = <p =— 


0) 


k 


2k 


2k 


p 2 E 


h 2 


p^v 


从上式解出 


kd 2 


P 2 




E ( 7 T Z - d 2 ) 

da = 2 艽 p |d^| = 7r I dp 2 1 = 


2n l kd 

E{n 2 =>) 

da 是具有能量 £ 的均匀粒子束被散射到 d - 6 + dd 所占的百分比 


dd 


kn 2 d 


1 d<j 


da 


a (0， E ) 




dO 2 冗 sin0 £sin^( tc 2 — 8 2 ) 2 * 
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图 4.18 


它是具有能量 S 的均匀粒子束被散射到 <9附近单位立体角内所占的百分比. 

4. 3. 11具有动能为 7 X 非相对论)的带电; r 介子 Or + 或 ) 和电荷为 A 、 有效半径 
为 b 的 重核. 考虑经典力学的图像，当 r 介子距核的最近距离等于或小于6时，介子就 
会打到核上.忽略核的反冲，证明江介子的碰撞截面为 

T - V 


对于 


a = nb 


T 


T + V 


对于 


a = 7tb 


T 


其中 


Ze 


V = 


4^r€ 0 b 


Ze 


证明对于 f 介子， 

求能打中重核的最大瞄准距离 p 
机械能守恒和角动量守& 


y(r)== w 

中时= 设此时 7 T + 介子的速率为 t ；， 由 


5 T 




Ze 


= E = T 


4肛 0 6 


2T 


vb = p 


解出 


Ze 


1 ~ 4^ 


T - V 


pLx =寺 v z b 2 = 


b 2 = 


b 2 


T 


T 


Ze z 

4 肛 


其中 V = 


T -V 


a(£) = (x(T) = ^tpLx = 兀办 2 


T 


Ze 2 

4?r€ 0 r 


对于 7 T _ 介子， 


V (r)= — 
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用以上步骤，可得 


T + V 


^t(jE) — <y(T) — nb 


T 


Ze 


其中= 


4肛 


3.12 在核物理中常遇到下列球形势讲 




-V 


V(r ) = 


r 〉<2 


0 


E-hV 


(1) 证 明：在 经典力学中被上述势产生的散射如同光线被相对折射率 

半径为^的球的折射(这等效说明为什么既能用惠更斯原理的波动说又可用牛顿力学的 

微粒说解释折射现 象）； 

(2) 证明微分散射截面为 


E 


6 


6 


—1 


n — cos ~ 


7ZCOS — 


n z a 2 


0 ^ ^ ^ 2arccos — 


❹ 


d 


—— 2ncos ~ 


4cos — 


^0) = 


0 ^ 2arccos — 


0 


(3) 求总散射截面，可能用到下列积分公式 

xdx _1^ 

(a + 6x) 2 b l 


ln(a + bx) + 


a -\- bx 


x 2 dx 


+ bx 一 2aln(a + bx^) 一 


(a + bx) 2 b 

(1) 图 4. 19 和图 4. 20 都是表示势阱的，从势能表达式看,表现为一个长方阱， 
而从空间位置上看，表现为一个球形阱 • 

质点从阱外向势阱入射时，入射角设为 A (见图 4. 20), 在进入势阱和离开势阱的两 
个边界上，质点的势能都发生突变，因机械能守恒，因而动能也发生突变，这说明质点受到 
力的作用，/^= — ^,方向沿该边界点与球心 O 的连线指向势能减少的方向，因而受到 
的力是有心力.进入时，动能增加,受引力 作用； 离开时，动能减少，受到的力也是引力，在 

阱外和阱内均不受力的作用 


+ bx 


參 


图 4. 19 


设质点质量为 m ， 入射时速率为 A ， 入射角为々，进入势阱，在边界上，速率立即变为 
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%，设折射角为贝! J : 

由切线方向未受力，切线方向动量守恒， 


= m^ 2 sma 2 ^ 


由机械能守恒, 


= —mvl — V 0 = E 


t ；? + — V 


士 + y 


0 


o 


£ + V 


2 


smai 

sina 2 




m 


o 


所以 


E 




Vl 


—mv 


根据光学中的折射定律， 


smaj 

sina 2 


V 2 


n 




是相对折射率， 


n 


E + V 


0 


所以 


n 


E 


这说明质点被这个势阱散射与光线按同样的入射角射入半径为 a 、 相对折射率 


n = 


E+V 


0 


的球的情况是可以类比的 

(2) 由图 4. 20可见，散射角 




E 


6 = 2(^1 — a 2 ) 

先求 /0(0) ，今有 / Osasinin ，要将 a ^ a 2 均表成和沒的函数， 

sirn ^ 

从上式解出 cot ^ ，得 
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4 


d 


72COS —— 


n _ cos — 


p dp a 2 n 2 

: A Q 

4cos — 


a{E,6) = 


sin 汐 d 汐 


6 


+ 1 — 2ncos — 


n 


关于 0 的取值 范围： 

当 P = 0 时，七= 0， 0 f 2 = 0，夕 = In = 0 

时，〜一|，由 


d 


当 P 


cos ~ — cotajsin ~r- = 


a, 


n 


Q 


因为 cota^O 


土， d 


2arccos — 


，cos — 


max 


n 


n 


Q 


6 


e 


i>o. 在能发生的散射角范围内，都有 


可见，时， 


*77 > — ，ncos ~ — 


ncos ~ 


cos 


n 


— 1>0 的情况，而在即 ^>2arccos 一 时 ， <j(E ， d) = Q, 
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e 
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ncos — 


a 2 n 2 


，0 < 0 < 2arccos — 
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r rt — 2ncos — 
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a ( E ， d ) 


iV "": 




d ^ 2arccos —— 
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其中 


F + V 
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.义 j 
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2 取 K£ ，夕） sin0d 夕 
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0 


8 
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ncos 二 
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2dx 
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f dx 


cos —= x 


—sin 


• d 
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1 (n 2 + l)x 一 nx 


27va 2 n 2 Cna: — 1) (n — x) 


n 


n 


dx = 2^a 2 n 2 


dx 
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(1 + w 2 — 2nx) 


(n 2 + 1 — 2njo) 
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U 2 十 l) 

(n 2 + 1 — 2nx) 
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+ 1 — 2tijo) + 
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n 


+ 1 ' (n - l) 2 (n + 1) 
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參 


暑 


(” 2 + 1) 


n 


+ 1 — 2nx — 2(n 2 + l)ln(n 2 + 1 — 2nx) — 


n 


— 1 — 2tix 


(— 2”） 


n 


n 


2(n 2 + l) 2 

~ 1 (n 一 1 ) 2 (n H - 1) 




— 1 


n 


— 2(n — 1) — 2(n 2 + l)ln 


8n 


n 


— n 


dj ：= 


(n — l) 2 (n + 1) 


(n 2 + 1 — 2nx) 

代入 〆 £) 的式子，经计算可得 


+ 1 — 2n:r 」 丄 


n 


n 


n 


a (£) 


Ka 




这个结果正是我们期待的，因为能产生散射的最大瞄准距离显然有 p 


—a ， 


max 




7Vp 


7ra 




max 


一束质量为 m 、 能量为 £ 的粒子垂直入射在厚度为 i 每单位体积内包含 


3 - 13 


n 


k 


个固定散射中心的金属薄片上. 一 个粒子与一个散射中心间的力是大小为; J (々 为常量) 

的 斥力. 问束中粒子有多大部分被散射到$大于《的立体角内？ 

一个散射中心对粒子的作用力与 4. 3. 9 题完全一样，可用 4 . 3. 9 题已解得的微 


分散射截面， 


aCv = 


0 


2mv sm 


改成 〆 丑，办因为£=^■廠; 2 , 


(j(E ， d ) = 


d 


4 五 sin 


被一个散射中心散射到 0 > a 的立体角内的粒子数所占的分数为 


7T 


2 爪 r(£ ，没） sin 夕 d 沒 


a 


2sin 4cos -^rdd 


2 穴 k 


7T 


d 


a 


16£ 2 sin 


4 


7tk 2 


d 


Ttk 


n 


a 


z 


^ lS — 


cot 


COS — 


e 


AE 


4£ 


a 


sin 


单位面积金属薄片内有个散射中心，能量为£、垂直入射的粒子被金属薄片散射 
到 6 > a 的立体角内的粒子所占的分数为 

ndnk 


a 


2 


cot 


4£ 


如不是垂直入射 〆 (£：，仍没有差别，而与粒子束垂直的单位面积金属薄片内的散射 


中心数不再是 nd 

4 , 3 . 14 


一束质量为 m 、 能量为£的粒子垂直入射在上题所述的金属薄片上，离粒 
子束通过薄片所在的 O 点距离为 r 的地方，放置一面积为 AG 4《 r 2 ) 的粒子探测器，从 O 
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# 


# 


点到探测器的线与粒子入射方向间夹角为《(如图 4.21 所 
示），若射到金属薄片上的粒子束流密度为/、问单位时间内 

有多少粒子射中探测器？ 

考虑到探测器对 O 点所张的立体角很小，可 
以忽略在这立体角内的差别 

用上题所得的结果(对于金属薄片单位面积内的个散 


粒 


子 


束 


0 




射中心）， 


ndk 


探测器 


<r(E,d) 


e 


图 4.21 


16 £ 2 sin 


射到金属薄片上的粒子束流密度/是单位时间内射到单位面积金属薄片上的粒 


子数 


单位时间内射到探测器上的粒子数为， 


Indk 2 A 

16 *E 2 r 2 sin 4 ( 号 ) 


= Ict(E f d)dO = 


yl 


其中 dn = 气是探测器所张的很小的立体角 

r 

4 . 3.15 粒子束遇到由许多散射中心组成的 靶子. 设/(0)是入射时的粒子束强度， 
进入 IE 后穿透工距离处的强度为/ ( x ). 设束中一个粒子被一个散射中心散射的总散射 
截面为 CT ， 证明： 

(1) JCr )= J (0) e ~” tf %« 为单位体积内的散射中 心数； 

(2) 粒子被散射前运行的平均距离为 

证明 （1) 一个粒子从^到 i + dr 被散射的概率为?? trdr ， 强度减弱 |dJ | ， 

dl = — In(7dx 


令 


7(x) 


dl 


dx 




= — nax 


1 ( 0 ) 


1M = /(0)e— 


l{0)e~ nax dx =— 


I (:r)dLr 


( 2 ) 


7(0) 


1 ( 0 ) 



第五章刚体运动学 


5.1 刚体上各点的速度和加速度 


5 . 1 . 1 揉茶机的揉桶有三个曲柄支承，曲柄的支座为 A 、 B 、 C ， 支轴为 a 、6、 e ， 且 A 、 
5、(：与 a 、 b 、 c 为两等边三角形，各曲柄长 r , 均以不变的角速度绕其支座转动，如图 5. 1 
所示，求揉桶中心 O 点的速率和加速度的大小. 


解揉茶机上的三个支轴 a 均有同样的速 
度，刚体上不在一条直线上的三点有同样的速度，刚 
体的运动是平动,0点的速率等于 a 、 b 、 c 点的速率,0 
点的加速度的大小等于 a 、 b 、 c 点的加速度的 


大小 


1；0 = rco 


5 . 1.2 半径为 r 的半圆形凸轮以匀速《沿水平 
线向右运动，带动直杆绕 A 点转动，当 6>=30° B 寸， 
A 点与凸轮的中心 O 点正好在同一铅直线上（见图 
5.2). 求此时杆与凸轮相接触的一点 C 的速度 

与加速度的大小 


图 5.1 


9 


解以凸轮为动参考系， c 点对静参考系的速度是牵 
连速度与相对速度(沿 CA 方向）之矢量和， AJ 5 绕 A 轴转 
动， C 点的绝对速度必垂直于 AC . 由此可得 C 点的速率 




= ucosd = ucos 30 


要求此刻 C 点的加速度，须知道此刻 AB 杆的角速度 
合和角加速度 V ，此刻， 


= VT 


AC = 


tan30 




Q = 


ac vT 

设图 5. 2 所示位置时？ = 0, 图 5. 3画了 £时刻的位形, 

AD = AO 


2 r 


= 2r 


sin 30 
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争 


+ DOcosd = r + utcosd 
BD = ADsind = 2rsin8 


BD BH + HD 


r 




A 


0 


G 


H 


O 


D 


所以 


+ utcosd = 2rsin9 


r 


上式两边对？求导两次， 


ucosd — utsin66= 2rcos60 

— usm88 — usindd— utcosdd 2 — utsind&= — 2rsin66 z + 2rcos^ 

_ ♦ •聲 

2usin6d-\- (2rsin^ 一 utcosd) ❹ 2 = C2rcosd + utsinff)d 




代入 t = 0 时的0=30。，没■，得 t = 0 时的沒为 


2r 


[fX] = - 


u 


u 




— 2wsin30 


& + 2rsin30 


4 a /3~ 


2 rcos 30 


r 


2 


2 


U 


U 


b 2 — 


=AC 


r 


a 


2r 


4r 


t=o 


u 


u 


Q = VT 


r 




4 VT 


4r 


t 0 


"\/ <2« _ + = 


2 


a — 


A 1. 3 图 5. 4 中画的是蒸汽机或内燃机中用的曲柄、滑块连杆机构.曲柄 OA 以等 
角速度0绕 o 点转动，通过连杆带动活塞5在滑槽中左右运动.若 OA = R f AB=h 
f = 0 时求 £时活塞5的速度 


* 


A 


R 


0) 


B 


9 


e 


o 


图 5*4 
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取 x 轴沿 OB 直线，向左为正， O 为原点 


Rcos<p — Icosd 

Rsirup = Isind 


^B= — 


1 一告 sin 2 》 


R 


sin^= 〒 sinp ， cos 汐 




R(o 


R 


cos8d = —cos<fxp= —pcos^ 


d— 


l COS0 


dj ： 


B 


i^sinpjH" lsindd= R(osin<p + Rsin<p 


# 


Vb = 


dt 


<p= cot 


Rcoscot 


V B — R<o\ 1 + 


sm ⑽ 


曲柄 OA 以匀角速 o^zlOs- 1 顺时针方向转动（见图 5.5). 求当 <9=30° 时 BC 
杆的角速度 A 角加速度 P 及销钉 A 在 5 C 杆导槽中的相对加速度 

2d^(o 0 

• 10 = 5 s _\ 顺时针方向） 


* 


a 


B 


A 


= 6= 


CO 


⑴0 = 


/? = 0 

下面求销钉 A 在 5 C 杆导槽中的相对加速度 
以 BC 杆为动参考系， 


29 


C 


0 


* 


rO 




20cm 


+ + 2 如 X tv 

— 2 o ) X v r 

l 沿 AC 方向,设指向 C 的方向为正，因为议:杆的 
角速度 ㈤ ^0,角加速度夕=0 

= 2 • AOcos 30° X 5 2 = 866 (cm 




e 


图 5.5 


-2 


)， 


= AC 


s 


(O 


a 


e 


沿 BC 方向，指向（:点 


— 2 


= AOo) 2 0 = 20 X 10 2 = 2000 (cm 


s 


a 


沿 AO 方向，指向 O 点， 

2 o > Xtv 在与 fl r 相垂直的方向， 


y - 

= acos 30° — a e = 2000 X - ~ — 866 = 866 (cm 


-2 


所以 


S 


a 


沿 zc 方向，指向 c 点 


參 


摇床急用机构的曲柄以不变转速 n = 90 r / min 绕定轴 O 转动，通过滑块 Z 带 
动扇形齿轮绕 A 轴转动，从而带动齿条 B 做铅垂方向振动.设 oa 在同一水平线上，曲 

柄 C ^4 = 76 mm ， 其他尺寸如图5_ 6所示. 

求沒=30°时齿条 B 的速度和加速度 


* 
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设 <90与水平线的夹角为9, 


一 1 


6=— 2?rn/60 = — 2?r • 90/60 =— 3?rs 

OAsind _ . _ 

OO' — OAcosd ~ 183 — 7. 6cosd 


7. 6sin 汐 


( 1 ) 


tan9>= 


3, 35 X 10 4 — 2* 78 X 10 3 cos 汐 


sec 2 9?= 1 + tanV = 


( 2 ) 


(183-7. 6cos^) 


3 E 

I 1 I 


B 


Oi 


O 




n 


A 


3 




183cm 


152cm 


图 5, 6 


式 (1) 两边对 £ 求导， 


7. 6cos 卵 （ 183—7. 6cos 沒 ）一（ 7. 6sin/9) 2 ^ 


sec ^ # <p= 


(183 — 7. 6cos0) 


— 57. 8 + 1* 39 X 1 O 3 cos 0 


d 


(3) 


(183 - 7. 6cos^) 


将式 （2) 及 — 代入式 （3)， 可得 


57. 8 + 1. 39 X 10 s cosd 


<p= - 3^r 


3. 35 X 10 4 — 2. 78 X 10 3 cos 沒 


-L 39 X 10 3 sin 册 （ 3. 35 X 10 4 - 2. 78 X 10 3 cosl9) 


<P= — 3 n 


( 3. 35 X 10 4 — 2. 78 X 10 3 cos 沒 ） 2 


(— 57. 8 + 1. 39 X 10 3 cos/?) • 2. 78 X 10 3 sin^ 


(3. 35 X 10 4 - 2. 78 X 10 3 cos<9) 


4. 64 X 10 7 sin 夕 


=— 9 tc 


2 


2. 78 X 10 3 cos@) 


4 


(3. 35 X 10 




规定齿条向下的速度为正， 


vb ―― 152史， clb =~ 152^ 


代入0=30。， 


— 57. 8 + 1* 39 X 10 3 X 0. 866 


"I 


= 52* 8 (cm 


v B = — 152( — 3^ r ) 


s 


3. 35 X 10 4 — 2, 78 X 10 3 X ()• 866 
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_ 4. 64 X IQ 7 X 0. 5 _ 

(3. 35 X 10 4 — 2, 78 X 10 3 X O , 866) 


-2 


— 152( — 9 疋 2 ) 


= 324 (cm 


ClB 




E 




图 5- 7 


516图 5. 7中机构在竖直平面内运动，各部件的尺寸如图所示.某时刻在图示位 
置，杆 04 处于水平位置，绕 O 点的角速度 2rad/s ，求此时部件(：的角 速度⑵ 及杆乂 B 
的5端的速度的大小 。 


见解图5.8， 

O X OA = 2X8 = 16 (cm/s) 

10-8 1 


0 


P 


v A 










l^TiO： = 


14 


U 


= 8_ 13 


a = arctan — 


1 C 


B 


= 90° - 45 


a = 36.87 


o 


考虑杆上的 A 点，取部件 C 为动参考系， 


图 5. 8 


( 1 ) 


V A = VAe V Ar 


=10 ^s/^2 (o^ o> 待定 • 

沿 AB 方向 ， tMr 待定. 

由式 (1) 的水平和竖直两方向的分量方程， 


vju=A0 1 


VA 


10 (jocosa = t^cos/3 
10 V^2 ~cosina + t^sin/9 


( 2 ) 


( 3 ) 


V A = 16 




式 (2) Xsin/?+ 式 (3) Xcos /? 可消去 d ， 得 


10 ^J~2 ^>sin(a + /?) = 16cos/?, 

16 cos 36. 87° 

10 V ^2~ sin 45 


=1. 28rad/s 


<o = 
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♦ 


此时，克 B 杆围绕 Z 点的角速度即部件 C 围绕 A 点的角速度队 

取此时随 A 点平动的参考系为动系，5点的绝对速度是 W 
(牵连速度)与相对速度）的矢量和， W 与 V &4 的方向如图 5. 9 
所示， 


A 


^ba 




B 


V A 


— 20⑴= 25* 6 cm/s 


VBA = AB 


(v A — v BA cosfi ) 2 + O 如 sin /?) 


v B = 


代入 v A 、 VBA 及 /? 值，可得 


v B = 16cm/s 


读者也可取部件 C 为动参考系，求£点的绝对速度以检验上述结果 


蜃 


1. 7若除上题所给条件以外，还知道此时 CL 4 杆绕 O 点的角加速度0=0,求此时 


部件(：的角加速度 0) 及5点的加速度 

A 点的绝对加速度为 


Ub 


a A = OA • fi 2 = 8 X 2 2 = 32( cm / s 2 ) 


沿水平方向，向左. 

取部件 C 为动参考系,分别表 示/点 的牵连法向、切向加速度, 

= ADoj 2 = 10 X (1* 28) 2 = 23, 17( cm / s 2 ) 

10^"丄 


^Ael 


= A.D(o= 

这里己代入了上题解得的 0 值是相对加速度，必沿 AB 方向，设图 5. 10所示的方向 

为正方向. 


^ Ae 2 


a AC 




a AC = 2 co X v A 


A 


a A 


是科里奥利加速度，其中 V 沿 ZB 方向，指向由上题式 
(2) 可得 


45 


^<2 


、B 


10 VT 

cos /3 




OJCOSOT 


— 22. 40 cm/s 


V A 


O 


__ ^Ael + ^Ae2 + 


AC 


两个分量方程为 


5. 10 


a A = aArCOS^ + UAe 2 c <>sa — a A eisina — 

UArSinP — a^sina — a^cosa + 2 ⑽ 々 cos 召 = 0 


代入本题和上题已解得的数据，可得 

= — 18. 17 cm/s 


a Be2 


co = 6. 02 rad / s 2 

现在求 5 点的绝对加速度《&仍取部件 C 为动系， 


45 


Bel 


+ 


+ 




1 


BC 


Br 


Bel 


Be2 


B 




的方向如图 5.11 所示，其大小分别为 

- 18.17 cm / s 2 


其中05 


Bel 、 O'BeZ 


5 . 11 


ClBr = ajy. = 
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^Bel := ^Ae\ z= 23* 1 7cm/s 

aset — <iAei — 14- 14 ♦ 6* 02 = 85. 12cm/s 
asc = a AC = 2^VBr = 2 ojvat 57* 34cm/s 


=116. 8 cm/s 

某瞬时刚体绕通过坐标原点的某釉转动，刚体上一点 MAI ,0,1) 的速度 
一 \它与 x 轴所成的角«1 = 45°；另一点 M 2 (3,4,0) 的速度 t ； 2 与 o ： 轴成角，且 
— 0. 8. 试求此刻刚体的角速度及 M 2 点的速度的大小 


Ub = 


Vi = 


参 


4 m 


s 


cosa 2 




饑 


=^ + W yj ^~ ^ zk ， 


k 


+ (叫 一 ⑴ 一 


V x — W X 


O ) 




y 


已知 Vi = 4 cos 45° i +^ 1 >4 /+ v u k ， 


= 2 v 2 


所以 


o 


= 4 cos 45 


0) 


y 


=(2 a / 2 ) 2 + + ( — 2 2 ) 


O ) 


v u =— 


: v 


2 


= 4 


解出 


0 


所以 


(i) z — co 


(O 


O ) 


x 


z 


X 


r 2 = 3 i + 47 


(⑴ j + 2 ^ s /^2 j + ⑴: cfc ) X (3 i + 4 j ) 

-6 VT)Jk 


X r 2 


^2 






= — 4^J + ^<o x j + (4a> 


X 


已知 


— 0 . %vzi^V2 y j^v 2z ^> 




耵 2 


= — 0, 8x^2 = — 4 ⑴ 


^2 


X 


X 


— 6 vy 

= v\ x + v\ y -\- v\ z = (— A ( o x y + (3^) 2 + (4 &>x — 6 sTz ') 

— 48 ^/~2 ( o x + 72 


v 2y = 3^, v 2z = 4a> x 


= 41 ⑴ 


X 


4 


= 5 ⑴ 


- ~ ra > 


^2 = 


X 


X 


0 晕 8 


由上述两式消去巧得 


- 48+ 72 = 0 

2^4 — 6 H ⑴工 + 9 


16⑴ 


X 


0 




= 4 -/ Tcs " 1 ) 


0) 


x 


4 




(O 


O ) 


Z 


X 
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4 V^r + (2 vT) 2 + 4^/2~ 






0) 


15 


V^2~m 


-1 


v 2 = 5 ⑴ 


s 


X 


半径为6的圆筒在半径为 a 的固定圆柱上做纯 滚动. 若相切的直线从静止 
开始以恒定的角加速度围绕固定圆柱的轴顺时针转动，图 5. 12中画的是 t = 0 时的位 
置 • 求圆筒上 PX 两点 （ 时刻的速度和加速度(均按圆简的切向和法向分解). 


y 


e 


o 


X 


C 


a 


+0 


b 


Q 


P 


图 5. 13 


图 5. 12 


图 5 . 13 中用要线表示 i 时 刻圆筒 的位置，虚线表示^ = 0时刻圆筒的位置. 

取图中的 a 坐标，原点位于固定圆柱的轴上 • 

^ = 0时相切的直线位于0=0,由题设，6 = 0, W =/?( V 恒定）在 i 时刻，》=戽，沒= 




(b — a)cosd 


{b — a)sind^y c 

— {b — a^cosdd— — (b — a、ptcosd 

(b — a)/3cosd + (6 — a)0 2 t 2 sind 




Xc =— 








x c =— 


(b — a)/3t sind 

(b — a)/3sin & + (b — a)j3 2 t 2 cosd 

晷 b 

—— xccosd + ycsind = Cb —— a)^t 

奢 4 

v Cn = ^csin^ + y c cos6 = 0 

+ * • * _ 

a Ct =——jo c cosd + y c sind = (b — a)p 

x c sin6 + : yccos0 = (b — a)^ 2 t 2 


yc = 


yc 


Vet = 


<^Cn = 


a 


PQ = ad, :. ZQCP 




b 
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_ 


b ~ a n 

b 


t 时刻 CP 与 一 3 ； 轴的夹角为 6-^-9= 


b 


b — 


a 


—— (b —— a)sin^ — 6sin 


d 


Xp 




b 


b —— a 


—— (J) —— cl^cosO —— bcos 


Q 


yp 




b 


b —— u 


—(b — a)fitcosd — (b — a)^tcos 


Q 


工尸 




b 


{b — a)/3cos& -\- {b — a)^ 2 t 2 sind 


^p 






2 


(b 


a) 


b —— a 




^thin 


— (b — a ) /?cos 


6 


b 


b 


b — a 


{b — a)^tsind + (6 —— a)/?^sin 


Q 


yp 




b 


(b — a)/?sin^ + (b — a)/3 2 t 2 cos6 

(6 — ( X s ) 


yp 




f b 

{ 


a 


-e + 


史 t 


-\- (6 — (2)/?sin 


6 


cos 


b 


b 


b 


(¥)+— (❺) 


Vp t = — XpCOS 


a)Pt 1 + cos 11 汐 j 

(宁卜 ，(㈣ 

/? 1 + cos( -|-^J — 


= Cb —— 


a 


=(b — a)/?^sin —6 


v Pn = xpSin 


b 


a Pt = ~ xpcos 


a 


(b — a)^ 2 t 2 sin\ —6 


=Cb - a) 


b 


宁 h+; pcos (宁' 


a Pn = xpsin 


(b-a) 


a 


a 


/3 h 


—ib — a)/3sin 子 0 + (d - a)/3 2 t 


cos 




b 


其中 0 = 含饵 


5. 1. 10 证明刚体上任何两点的速度在它们连线上的投影相等(速度投影定理). 
证明 刚体上任意两点 A 、5, 它们对刚体上另一点 C (不一定是质心）的位 矢为心 和 


r B 


今取此 C 点为基点，刚体的运动可分为跟随基点的平动和围绕过此基点的轴的转 
动，设此时刚体的角速度为如，基点 C 的速度为 t ； c ， 则 


W = 价+如 X Q 


V B = Vc + (O X r B 

X ( r A — r B ) 


V A — V B = (O 

r A — r B 
r A — r B 


r A — r B 
r A — r B 


=[ a ) X ( r A — r B )] 


( v A — v B ) 


= 0 
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偉 


r A — r B 

r A — r B 


r A — r B 

\ r A — r B 


所以 


v A 


= V B 


1.11 曲柄 04 在图 5. 14 所示位置 ( O 乂与 DC 的夹角为 60°.5 D 与 OA 垂直)绕 

定轴0转动的角速度⑴ =4 s -1 ，0乂 =义5 = 41) = “ = 30(：111，议：=办= 40(：111，滑块 C . D 在同 

一水平直线上，并限在水平滑道内滑动，求此时刻滑块 C 、 Z ) 的速度 


* 


G 


B 


2a 




30 


a 


I3a 


A 


b 


B 


A 


a 


D 




C 


60 


a 


O 


O 


60 




D 


o> 




O 


o 


o 


图 5. 15 


5. 14 


解 BZ ) 做平面平行运动，已知在此 
时上 D 、 A 两点的速度方向，如图 
5. 15所示，由 D ^ A 两点分别作的 

垂线，其交点 G 是此时杆的瞬心 

显见，= Z>G = 2 a ， 

与 DB 的夹角为30°， 

t； 4 = < 2 o> = 30 • 4 = 120(cm/s) 

用速度投影定理， 


o 


B 


9 


% 


cl,vb 


A 


0 


D 


5 - 16 


vdCOs30° = vbCOs30° = va = 120 


120 
cos 30 


=139(cm/s) 


Vo = Vb = 


对 ABCD 用正弦定理， 


2a 


sin30 


sm^/C 


2 X 30 


siriy^ C = 孕 sin30 


X 0. 5 = 0. 75 


b 


40 


ZC = arcsinO, 75 = 48. 6 。 

ZB = 180° - 30° - 48. 6° = 101. 4° 


再对 5 C 杆用速度投影定理， 


Vrcosyc — VBCOSjy B — 30 。） 


v b cos(Z.B — 30 。） 1 39COS71. 4 

cos48* 6 


67. 0(cm/s) 


v c = 


cos/C 


方向沿 CD 指向 D 
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一个半径为 r 的圆柱沿一平面做无滑滚动，其轴线 O 保持速度列不变 ，一 

块长度为/的矩形平板其万边以铰链接在圆柱的边缘上，另一端 A 边搁在上述平面上随 

圆柱运动.若£ = 0时9=0,求 A 边的速度与时间的关系，并取适当的坐标，取最方便的 
基点，写出 AB 板的运动学方程. 

取巧坐标，原点取在£ = 0时 B 边所在位置，轴沿的方向 a 轴竖直向上， 

- AD 


1. 12 


— AD — 


工0 




dj ： 


dAD 


dAD 


o 


=Vo — 


VA = 1^ 


dt 


dt 


AD= Icosd + rsirup 

Isind— r(l — cos<p) 


r 


sin8= —(1 — cosp) 


sirup * rcos<fxp 


v A = — 




(p^=z - 


v 0 r(l — cos^)sin9? 


+ 


—— V 0 COSf 


t ； j = Vq 


1 


= v 0 (l — cosp) 


1 — cos^= 2sin 2 —<p 


也可改写为 


Va 


Vo 


rsin 




v A = 2 幻 0 sin 2 —t 1 + 


2r 


幻 o 


l 2 - 


4 


4 ^ m l5"r 


取 B 为基点，则 AB 板的运动学方程为 




x B = v Q t — rsin<p = v 0 t — rsin 


r 




y B = K1 — cos<p) 


1 — 


cos 


r 




r 


Vo 


:」 


o = 


1 — cos 


=arcsin 


arcsin 




求上题中 AB 板的空间极迹和本体极迹方程(可用 t 作为参数) • 

坐标，由于 A 点的速度 w 沿 I 轴，可知瞬心(：的 x 坐标 


1 . 13 


取上题所用的 




Icosd = x Q — rsin^ — Icosd 


X C = ^：A = — 
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= v 0 t — rsin^ — Icosd 


v 0 


v 0 


I 2 — 4r 2 sin 


= v Q t — rsm — t 


2r 


Va 


yc ^ — 


上题已求得 


V 


0 


rsin 




2 


v A = 2v 0 sin 


2r 


l z - 4r 2 sin 4 1 尝 ， j 


由 


sin 汐 = 丁 （1 — cos<p) 


cosd • 9= ^rs\nqxp=^ ^rsin^ 


Vq 


^ 0 sin 


v 0 sm<p 

Icosd 


r 


Q = 


Vq 


l 1 — 4r 2 sin 


4 


2 厂 


Va 


Vo 


Vo 


yc ~ ~ ~ tan 


rsm — t 


2r 


d 


上述 xc (0 、火 oo 就是以 r 为参数的空间极迹方程. 

写本体极迹方程必须另取固连于 AB 的坐标，今取 Ar'y ， 原点在 A 点， y 轴沿 AB 
方向 ， y 轴与之垂直，向上的方向为正，则本体极迹方程为 


工二 = yc^rid, 


C 


y f c = yccosd. 

将 : yc 、 shi <9、 C o # 与 t 的关系代入上述两式即得以 t 为参数的本体极迹方程， 


2r 


v 0 


v 


0 


汐 0 


j 2 * 4 1 ^0 . 

— 4r z sin 4 ~t 

\ 2r 


=— tan 了 t sin 


t 


x 


rsm 一 t 


c 


2r 


2r 




1 ^t) + rsin(^ 

\ 2r / \ r I 


Vo 


y f c 


= 了 tan 


l 2 — 4r 2 sin 


2r 


+v • v ) ，其中 


14 证明均质的质量为 m 的直棒的动能 T 1 

分别是棒两端的速度 
II 明方 法一: 沿棒取 X 轴, ： T = C ) 处质元速度为 tt ， 设棒长为= /端质元速度为 I ； 

处质元速度为 


m ( 


1 


v 




6 


■ 




x 


m 


v — 


X 


按动能的定义， 
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) f d 


幻 - 


V — 


T= + 


x 


X 


X 


0 


dj ： 


m 


v — 


x 


+ 2u 


X + (» • V + 


-2v^u^~ 


21 


0 


m 


Z + /« • (v — u) + ~l{v • v + 


— 2 » • m ) 




「/j 

. u 


11 


( 


V + V 9 V ) 


方 法二: 用柯尼希定理，可不必积分 


# 


Vc = —(w + t；) 


v = 


「厂 


I = I cei X / 1 — (olsina 

其中 a 是 W 与 / 的夹角， / 为速度为 V 的一端对速度为 M 的一端的位矢 


X ) — 


Ic = ~ml 2 sin 2 a 


12 


T= —mvl + —Ic^ 


2 


— (a + v ) + — X —m/ 2 sin 2 a 

6 c lc 


— m 


Isina 


+ 2« * + v • v ) + — (v • v ~ 2« * ^ + 


十 （m 


i/i 


—m 


12 


= —m(ji 


v v • v ) 


1 


5. 1. IS 如图 5, 17 曲柄 OA 以匀角速 n o = 50r/min 绕定轴 O 转动，定齿轮的齿数为 

z 4 ，齿数 n 的两齿轮紧固成一体装在曲柄上的 B 点.求装在 A 端的齿数 z 3 的齿 
轮转速. 


z 2 


z 3 


Z 4 


21 


B 


o 


A 


图 5-17 


取以 o 为原点随 OA 转动的参考系.规定 OA 的角速度的方向为正，齿轮为2 4 
的定齿轮的转速为 一 n。, 其 余三个 齿轮的转速分别设为〜、〜、/^，由纯滚动条件 


( — Wq)^4 ~ — 


ni = n z 
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Z 


Z 2 Z 4 
- • — 

Z 3 Z, 


Z 


所以 


= — 


// o ■■__■■ 


n x = 


n 


o 


z 


z 


相对于静参考系的转速为 


«3 = W 。 + «; = n 0 | 1 — = 50( 1 - ( r / min ) 


S . 1. 16半径为6的小圆柱在一个较大的半径为 a 的圆柱内部纯滚动，如外面的圆 
柱围绕它的轴(固定轴)以角速度转动，两圆柱的轴所在的平面以角速度 0) 绕固定轱转 
动，设 n . co 都是正的，求小圆柱的角速度. 

考虑两圆柱相切的线的速度 
作为大圆柱上的点 , v = na > 

作为小圆柱上的点，取小圆柱轴上的点为基点，考虑到小圆柱在大圆柱内做纯滚动 

= co(a — b) + co f b 

其中 W 是小圆柱的角速度，其正方向的规定与 < o 、 n 相同. 

Da = <o(a — 6) + (o f b 


v$ 


v 


Ca —— 6)]= ~[_aCO —— a>) + bo\\ 


O) 


b 


b 


1 11 若做定点转动的刚体的运动学方程为 


<p = at ， <p = bt ^ 6 = 


c 


式中 a 、 b 、 c 均为常量,化0、0为欧拉角、求角速度、角加速度在动、静坐标系中的分量 


<p = bf 6 = 0 

角速度、角加速度沒在固连于刚体的动坐标系 


^， 


轴上的分量计算如下 




= <psindsin(p + 0 cos(p = asinrsin^ 

I 

* * 

=<p sindcosip —— 6 sirup = asinccosbt 


O ) 


x 


O ) 


y 


— < pcos 6 + < p — b + acosc 


O ) 


z 


= ^xl + ⑴ yj + 


0) 


z 


d 




—co X <^ = 








ck 


dk 


cU 


= + 十 ⑴ zk 




absmccosbt 


⑴工 








= — a ^ sinrsm ^ 


: y 


~ W z = ^ 

角速度 《 、角加速度 /? 在静坐标系 $、7、 r 轴上的分量计算如下 


6 cosq > + ip sin ^ sin ^ = ^ sincsina ^ 


co v = 0 sin<p —— <p sin^cos^ = —— bsinccosat 

_ 

co^= <p-\- ip cosd = a + 办 cose 
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/?尸 o> f 

春 


absinccosat 




absincsinat 




ft = 吣 = o 

5 . 1 . 18 刚体做上题的运动，求刚体上 （1,0,0) 点及位于空间 （1,0,0) 的刚体上的点 
在 f 时刻的速度和加速度. 

方法一: f 时刻刚体上 (1 ，0,0)点(即 Jf = l>jy — = 0的点）的速度为 

(coj + co y j 4- (o z k) X I = 


k 


X r 


V 


O ) 


O ) 






z 




=(6 + acosc ) J — asmccosbtk 


该点的加速度为 


d v 


J * 

(b + acosc ) i + absincsinbtk —— asinc — cosbt 〒 


dA : 


dk 


ck 


dt 


dl _ 


X j = CcoJ + co y j + ( o z k ) X j 


dt ~ 


— co z i + o) x k = — (6 + acosc)i + asmcsinbtk 


dA 


X k — ( w x i + d) y j + a ) z k ) X k 


dt ~ 


= a> y i — w x j = asinccosbti — asincsinbt j 


将髮、营代人 《 的式子，可得 

— [(厶 + 


、 2 ( asinccos^) 2 ]j 
+- ( asinc) ? sinbtcosbtj + asinc (2 b + aco & c)sinbtk 


acosc 




如 X (oj X r ) + /J X 

r ) — /V + 芦 X 


r 




=^ 、出 


代入 r = i ， 


i + ^ z j — ^yk 

— as^csmhtiasincsinbti + asinccos ^ j + (6 + acosc )/ c ] 

+ (^ + acosc ) 2 ]/ 4 - absincsinbtk 


CO^Cif 一 (ju 


x 


— [a l Hirvc 

以下计算略，可得与方法一同样的结果. 

t 时刻位于空间（1,0,0)即 f = l ，7=0，？=0 处刚体上的点的速度和加速度分别计算 


如下 


w X r =(叫芒° +耐。+⑴义）。 X 芝 

(a + 厶 cosc ) f ]。 + bsinccosat ^ 
co X ( a > X r ) + ^? X r 

+ ^ X r 




o 


o 


o 


== CO^T] 


V = 


0 




a 


( 


r ) 


— ra ) 


畚 




代入/ 


疒 + ftr — « 


o 


= 0)( 

= ftsincsinaf [fesincsinaW 。 一 6sin^cosa^7] 


CO 


a 
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+ (< 2 十 bcosc ) C 。] _ [(6 sinc ) 2 + (a + 6 cosc ) 2 ] f 
— a^sincsina^^ 

— [(a + bcosc ) 2 + (^ sinccosai ) 2 ] $ 

— (6sim:) 2 sin<^cos<2^r] 0 + ^ 2 sinccoscsina^^ 


o 


o 


o 




0 


求 a . 这样计算的 ¥ 不是位于空间那点在 £ 时刻 


d v 


注意 :不能 用前面算出的 r 用 


dt 


的加速度，而是位于空间那点的刚体上的点的速度变化率 • 

(t + Af ) — v (0 


d v 


v 


= lim 




At 




t 和 £ + A / 位于的点是刚体上不同的点，因此这个速度的时间变化率不是处于那点的刚体 
上的点的加速度 




刚体做 5. 1. 17题所给的定点转动，求本体极面和空间极面满足的方程 
本体极面和空间极面满足的方程是 


1 . 19 


a > X r = 0 

本体极面方程代入 ^ a ) x i J r w y j + a ) z k , r = xi + yj+zk 


asincsinbt asinccosbt b + acosc = 0 






oc 


< 23 ； sincsin ^ — axsinccosbt = 0 

azsincsinbt — (b acosc)x — 0 
azsinccosbt ——（ 厶 + acosc^y = 0 

asincsinbt 

b + acosc 

asinccosbt 
b + acosc 


x 


( 1 ) 


z 


上 _ 


( 2 ) 


z 


式 (1)、（2) 两式平方相加，可消去 t 得不含参数的本体极面方程 


a 2 sin 2 c 
(b + acosc ) 


之， 


X 


求空间极面方程，用如= ⑴ 4。+ 叫?。 +吣0 =托° + 卯。 + K °, 代入如 xr =0, 得 

(o^ — co^rj = 0 
(0(^ — aj^$ = 0 


(— bsinccosaO ^ — (a -\- bcosc )” 

( bsincsinat )^ — (a + bcosc ) $ = 0 

rj _ _ — bsinccosat 

a + bcosc 

bsincsinat 
+ bcosc 


0 




$ 


a 


消去 t 得不含参数的空间极面方程 


b 2 sin 2 c 
(a + bcosc ) 


e 2 + 1 
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5 . 1 . 20 开始固连于刚体的动坐标系 Oxyz 与静坐标系 O 冰 完全重合 ( jc 、： v 、5： 轴分 
别与 f 、 7、C 轴重合).动系先绕 f 轴转 0角，再绕新的 y 袖转 0 角，最后绕新的 2 轴转史角. 
刚体的位置用此来描述.像推导欧拉运动学方程那样，分别写出做定点转动的刚 


体的角速度在固连于刚体的 xyz 坐标系的三个分量，与在静坐标系的三个分量，与这 
里定义的匕三个角及其对时间的导数的关系* 

解动坐标系三次转动的过程如图 5. 18所示.开始，0:0^与0作〔完全重合，第一 
次转动绕$轴转0角， x 轴（图中 Y 轴)不动轴分别转到图中:轴的 位置; 第二次 
转动绕新的^轴(即图中 y 轴)转0角 ，/轴 转到最后位置（图中^轴）， 〆 轴转到/，：/不 

轴).共 

， x 、< r 、 y 、）轴共 


动.第三次转动绕图中 z 轴转 p 角， x "、 y 分别转到 
面的轴用光滑的虚线相连.四轴共面 W 4、夂 Cr ) 、/轴共面 
面 ， ON 是 xy 平面与祀平面的交线 ， ON 也就是 y 轴 • 


轴的最后位置（图中 


:V 




图 5* 18 


q 是绕$轴转动的4是绕 y 轴即转动的 w 是绕 z 轴转动的，故 

a * = 谷 + ipn 。 + ’午 k 


其中 n ° 是 OiV 轴的单位矢量 

将爸°、《°用表示，就可得到角速度在动坐标系中的三个分量 


争 


- / 兀）， — ， 

cosip cos<p i + cos ^ 9 + + sin 种 


芝 0 = cos #〃 + sin 你 




= cos < pcos<pi — cos ( psin<pj 4- sirupk 
= s \ n(pi + cos <pj 


= 6 (cos^cos 沪 / — cos^sin9?j + sin^A:) + <p (sin^j + cos<pj) + <pk 

_ 

= o； x / + w y j + ⑵ zk 

« 

ip sirup-]- d cos<pcos<p 
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=<p cos<p — d cos^sin^ 


0) z =9 + 6 Simp 

将 > 用 r 、 n °、 r 表示，可得到角速度在静坐标系中的三个分量 


cos ^ rj 0 + sin % 

= cos(pk f + sin 碎 




汐 + 7 7。+ sin 碎 0 


= cos 外 cos 夕 （。+ 

= sinpf 。 —— cos^sin^rj 0 + cos^cos^f 


cos 


8 与 ° + 中 (cos^rj 0 + sin 郎 °) + 9 (sin^$ 

— cospsin ^]。+ cos ^ cos ^ °) 

= CO($ ° + <Oj ； TJ。+ 0J 《 ° 




co ^ =^+ 9> sin 0 


=tp cosd — ^pcosdfsind 
co^ =<p sin^ -! - : pcos 


出 7 } 


k ： os6 


刚体的相对运动 


5.2.1 —个半径为 t 圆心为/的圆柱在一个水平面上做无滑滚动，圆心 A 以恒定 
速度 M 运动； 另一半径为 I 圆心为 I ?的第二个圆柱(它的轴与第一个圆柱的轴平行)在第 
一个圆柱上做无滑滚动，5点相对于固连于第一个圆柱的坐标系以恒定的速率^运动 . P 
点是第二个圆柱边缘上的点，若 r = 0 时，乂、5、户在同一铅垂线上•求 P 点的速度、加速 

度和时间的关系 


* 


AB 连线相对于固连于第 一 个圆柱的参考系的角速度为 


+ b 


第一个圆柱对随 a 平动的参考系或对静参考系的角速度为 


<^A= — 


AB 连线相对于随 A 平动的参考系或对静参考系的角速度为 


— + ^AB 


^AB = a 




+ b 


其中 a 是 AB 线与竖直线（向上方向）的 夹角. 

设第二个圆柱对 A 平动参考系或对静参考系的角速度为叫或是 B 尸线与竖直 
线（向上方向）的夹角(设尸点在£ = 0时位于第二个圆柱的最高点). 

以上对 oJab ^ COb 的正向规定都是与叫的正向相同 
考虑到两圆柱体间的相对运动是纯滚动,两圆柱的两接触点对任何参考系都有相同 

的速度，对随4点平动的参考系，有 
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+ 办） — (o B ^ b = a) A a 


u 


V 


u 


+ 6) —— <o B b = —— 


a 


+ b 


a 


a 


a 


u 


u 


v 


/?= 


—b + 


⑴ B = 


V 


b 


a 


a 


对静参考系， P 点的速度可表为 


Vp= v B + (o B X r\ 


Va 一 — 


( l ) 


X Tab -\- 


X r 




AB 


B 


P 


尸 


其中 <是 p 点对 b 点的位矢,『#是 £ 点对乂点的位矢(两圆柱都做平面平行运动，取共 
面的代表平面,/、^、尸都是代表平面上的点）. 

取^为水平方向（沿《的方向）的单位矢量，《/是竖直向下的单位矢量，则 


== (X k ， ttfg — ■ ^3 k 


vA = ui ， 

rAB = (a + b) (sinai — cosaj) 

r f p = b(sin/3i — cos/?y) 


将这些式子代入式 (1)， 


u 


V 


k X (a ^ b) (sinai — cosaj) 


Vp= ui ^ 


+ b 


a 


a 


v 


u 


X 6(sin/9i — cos/3y) 


b 


a 


(晋 + f 卜 s /?} 

(7 + f ) 6si #] 


V 


u 


(a + b^cos<x + 


+ b 


a 


a 


u 


v 


(a + b)sma + 


J 


a + 


a 


d Vp 


lu 

■ \ a 




u 


V 


V 


(a + b)sina + 


bsin 








d 犮 


+ b 


b 


a 


a 


(令+1卜欠 


u 


V 


(a + 6)cosa + 


a 


a 


u 


v 


其中 


a = 


a + br 9 


a 


计算 p 点的加速度也可用下列公式 


X ( 


X rAs) + 


X r 灿 


AB 


AB 


AB 


P 


A 


X (<o B X rp + 


+ 


X r 


B 


B 


P 


在这里均为零 

显然比上述直接求导的方法麻烦 

A 、 B 、 C 三个半径均为 r 的圆盘，紧挨着安装在一曲柄上.除 A 盘不动外, 
B 、 C 两盘可分别绕0 2 、0 3 转动，曲柄围绕 A 转动 • 整个机构在同一平面上. BX 盘均做 
滚动.若5盘的转动角速度为 •求： 

(1) C 盘的转动角速度； 

(2) t 时刻位于 B 、 C 两盘相接触的两点 P . Q 的加速度的大小； 


其中 


AB 


B 


A 


» 




■ 


鲁 


« 
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癱 


图 5. 19 


(3) 若£ = 0时,点在图示位置，求任何时刻 P 点的加速度的大小 
解 （1) 规定垂直纸面向下的角速度为正值，设曲柄的角速度为 n 
考虑 b 盘上与 a 盘相接触的点的速度为零， 

2rO — ra>(t) = 0 


t 




设 C 盘的角速度为 COC ， 考虑 尸、 Q 两点速度相等， 

4rf2 一 rco c — 2rO + 

oo c = 20 — aj = 0 

(2) 求 P 点的绝对加速度&，动系用0 2 平动参考系, 

* 

a Pe = 2r0 2 n + 2rO r 


r<o 


+ 2r 


= 2r 


U 


Pr= rco 


+ 2rco t 


9 ⑴ 4 + 16 ⑴ 




dp = 


求 Q 点的绝对加速度 fl Q ， 动系用 o 3 平动参考系， 


= 4rD 2 n + 4r«Q r = rco 2 n + 2rco t 


Qe 


= ra)^ + rco c r f = 0 


Or 


+ 2rco r 


Q — WQf 


Or — 


(ro> 2 ) 2 + (2r<o) 

(3) 取固定坐标 a ， 原点在 Oni 轴沿图示位置 0=0 时的方向， y 轴向右下方 

为正 方向. 取0 2 平动参考系为动系， 


2 


+ 4⑴ 


Q — 
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_ 


2 


rco 


D(t)dti — sin 


=— cos 


0 


0 






sin — 


= — cos ~ 


0 


0 


co{t)dti + cos — 


r = — sm — 


0 


0 


为书写简便起见，令 




a 


o 


它是曲柄在0〜 i 期间的角位移 


I + — —rco 2 sina + rco cosa j 


rco sina 


—rco^cosa 


r / 


; - rco r f 


m 


rco 


注意这里的法向、切向单位矢量与〜式子中的法向、切向单位矢量方向不一致，必须加以 
区别，而在 （2) 问中计算中的两个 n 、 r 是一致的 


中的不一致也加以区别 


5 W 公 、 UQr 




(t)dti 


— sin 


=— COS (O 


0 


0 


= — cos2ot — sin2^y 

r f = — sin2w + cos2^j 

* * 

a r — — {ra) 2 cos2a + rco sin2a)i + (— rorsin2a + r(o cos2^)j 


! a r 工 ） I I ^ry ) 


<^P = 


rco sina — r ⑴ 2 cos2a — rco sin2^ 


—rco^cosa — 


+ — —rco 2 sina + ro) cosa — ra> 2 sin2^ + roj cos2^ 


—r 2 cw 4 + r 2 co 2 + r 2 (o A + r 2 w 2 -\- r z <o A cosa 


4 


+ r 2 (o 2 co sina — 2r 2 w 2 a) sina + 2r 2 co 2 cosa] 


+ 2 ⑴ 2 + oleosa — (o 2 co sina + 2 ⑴ 2 cosa 


4 


— 0) 


4 


r a) 4 — + cosa — (o 2 w sina + 2 出 2 (1 + cosa) 




4 


当 a =2 n 7 r(n —0,1，2 ，…）时， P 点与 C 盘相切，值与 (2) 问的结果相同. 

注意： （2) 问中的 P 点是 B 盘与 C 盘相切的点，（ 3 )问中的 P 点不是时时与 C 盘相切 
的,心是 i 的函数，而在 «=2 nff 那些时刻，心值都一样,都在图示的与 C 盘相切的位置. 

一 半径为 a 的圆盘 A 以等角速叫绕其固定中心 O 转动，另一半径为6的圆 


3 
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參 


盘 B 以等角速_绕其中心 O ' 在前一圆盘外侧纯滚动(如图 5. 20所示)•求: 

(1) 两盘的连杆 OO 的转动角速度 

(2) £盘在 A 盘上转动回到 A 盘上同一接触 

点所需的最短时 间“； 

(3) B 盘上与 Z 盘相接触的点又回到与 d 盘 

相接触的位置所需的最短时间 

(4) 以点回到空间原来位置所需的最短时间 


玄3 ； 


(5 ) 如 <2 = 5 cm ，6 = 3 cm ^ co A = 20tts 


-i 


y^B = 


36 tt S m , B 盘所有点回到空间原来位置所需的最 
小时间 u ^ a . b 盘所有点回到空间原来位置所需 
的最小时间 h , A 盘所有点及 O ' 点回到空间原来 

位置所需的最小时间 k 

(1) 设连杆 oo ' 的角速度为逆时针转动的角速度为正 
由纯滚动条件， 


— + 6) — < o B b 


coa^ ~h ⑴ 
( 2+6 


iQ = 


(2) S 盘在 A 盘上转动回到 A 盘上的同一点相切所需的最短时间，是连杆06^相对 

于 A 转一周的时间. 

连杆 OO ' 相对于 A 盘的角速度为 


co A a + a) B b 

a + b ~ 


(⑴ B —⑴ A ) 心 

a 七 b 


n — 


—⑴ A = 


= 


2? r(a + b ) 

”— I ^ — a >^ I b \< o B — m A \ 

(3) B 盘上与 Z 盘相接触的点又回到与 A 盘相接触，并不要求在图示的同一位置, 
也不要求与 a 盘在先前的同一点相接触，所要求的时间是 s 盘相对于连杆 ocy 转一周所 

需的时间 


2 tt 


華 


B 盘相对于连杆 OO ' 的角速度为 


co A a + <o B b C<o B — (o A )a 
<2 + 6 


0 ) B — O = ( O b — 


+ b 


2^r(a + b) 

I a> B — Q j a I (o B 一 oj a I 

(4) 0 ? 点回 到空间原来位置所需的最短时间就是连杆 O 0 的周期， 


2 吖 


亡2 = 


2 tt 2?r(a + 6) 


ts = ~^ 


n 


co A a + ( o B b 


(5) 今 a = 5cm jb = 3cm 9 co A = 20^ -1 >^=36^ rs _1 ， 


( o A a + a> B b 20 tv X 5 + 36 ^r X 3 


一 l 


0 = 


= 26 ^rs 


H ~ b 
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參 


t = U 时，5盘所有点回到空间原来位置，必为加的整数倍，此时连杆 00' 也回到 
空间原来位置，故也必为 2； r 的整数倍，求最短时间，两个整数之比必须是不可约的有 


理数， 


如 B 艺4 


36江 _ 18 

2k \ In ~ Q ~ 2Qn ~ 13 
13 ^b == 或⑷: X 2 ^ 18 : 13 


⑴ B 


^ ~ X 18 或菩 X 13 - Is 

(Or i£ 


U 是#及 M 的不可约的整数倍 

(i)Q 

t 5 是 A . B 盘的所有点回到空间原来位置所需的最小时间，也是 A . B 盘及 O ' 点回到 
空间原来位置所需的最小时间，照上述的 考虑： 


參 


= 10 ： 18 ： 13 




2 兀 


2丌 


2 n 


^ X 13 = is 

同样考虑 A 盘所有点及以点回到空间原来位置所需的最小时间“, 

〜： D = 10 : 13 


X 10 = ^ X 18 




⑴ A 


⑴ B 


In 


In 


X 10 = ^ X 13 = Is 


a 


⑴ A 


高为 A 、 顶角为2«的正圆锥在一水平面上绕顶点作纯滚动，若已知其几何对 
称轴以恒定的角速度 D 绕竖直轴转动.求此刻圆锥底面上最高点 A 的速度和加速度 

用动坐标系来表达4轴始终是圆锥与水平面的交线，如图 5. 21所示. 


鲁 


_ 


■ 


图 5.21 


方法 一:用 刚体上一点的速度和加速度公式. 
设刚体的角速度的大小为 A 


=—— (1)1 


底面中心 JD 的速度为 


X OD = — a)i X (hcosai + hsinak) = cohsinaj 


Vd = 


又知 OD 的角速度为 m 


v D = Ok X (hcosai + hsinak) = Ohcosaj 

(ohsina— 17/icosa, 


= Ocota 


(V 
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Ocotai 


d c 

ck dt 


d 


t ( — Ocotai ) 


—— if2cOt^ ~T" 






dU 


OcotaHk X i = — {2 2 cotaj 

Ocotai X Asec ^( cos 2 ^i + sin 2^ A :) 


X OA 


V A 








— Ohcotasecasin 2 ctj = 20 hcosaj 


d 


X OA -\- o)X OX OA ) 




A 


dt 


= — O 2 ootaj X Aseca ( cos 2 ^i 4 - sin 2^ A :) — Ocotai X 20 hcosaj 
= — 20 2 hcosai — 0 2 hcscak 


方 法二： 由角速度合成公式求刚体的角速度如，以下同方法一. 

刚体的定点转动，取其几何对称轴为固连于刚体的动坐标系的 z 轴，静坐标系的 f 轴 
竖直向上，则刚体做规则进动.图 5. 22中的 o / 是自转角速度, D 是进动角速度，章动角速 
度等于零，〜是刚体的角速度 




iQcota 


0 ) = 


一般的教科书在刚体运动学中不讲规则进动，也可将图中的 

0 、《' 分别视为图中动系 Oxyz 的角速度和刚体对动参考系的 
角速度，从而得出 =0 + a »' 和 co—Qcota, 

方法 三:将 作为动参考系，用相对运动的知识. 

Va — " Oat + = at 1 X OA O X OA 


0) 


6) 


5 - 22 


yj 


ru 


A 


Ar 


Ae 


Ac 


co f x (< o f x 0^4) 


X v A 






dr 


这里已考虑了 


dt 


da 


^ XOA + nx (O X OA) = I^X (fl X OA) 




Ae 


ck 


= 2 i 2 Xv Ar = 2UX ( a) f X OA ) 


Ac 


可用图中的 Oxyz 坐标系表达， 

— ， 


= — ■OcsccKcosaZ + sindfc ) 

OA = hseca ( cos 2 ^i + sin 2^ it ) 


具体计算略 


dOA 


方法四：直接求导的方法，但不能由上述的0乂 = /^6(^(0032乂 + 81|120^)，由 

原因是这个巧5式子只在 a 处于最高点时才成立，而被求导的式子必须在任何时刻都 
成立.同样也不能从已算得的 W 12 DACOSW 对£求导得 … ，因为 w 的上述式子也只适用 
于 A 位于最高点时的时刻，不是任何时刻都成立 

直接求导需作如下 计算： 


dt 




dOA 

Va= ^t 


X OA 
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鲁 


d v A d 6 
dt dt 

—(Q X ^> ) X OA + co X (<o X OA) 

以下不再求导，可用图中的动坐标系表达的各个式子 

5. 2.5 直杆 A 铰接于 U 形管夹板的 OCT 轴上，该板连在旋转的竖直轴的端点，竖直 

* 

轴以图5, 23所示的角速度转动，杆 A 与竖直轴 z 的夹角0以不变的速率 b =- p 变 

化.求杆 A 的角速度0> 与角加速度卢. 

取转动参考系 o ^ xyz ,^轴与 OCT 保持平行，可见此动参考系的角速度为 m 
杆 A 的角速度 


dOA 


X OA-\- ojX 


A — 


d ， 


# 


―― 0 j = pj 

to = pj Ok 


= Ok 


d 


d 


IJ — 


<k dt ipj + nk) 




dj 


pOk X j = — pOi 


= P 






图 5. 24 


5. 23 


5. 2.6 飞机重心 G 做匀速直线运动，坐标系 xjz 的原点置于 G 点，飞机相对于此坐 
标系的角速度为:滚转 ^ x =0. 5 s _1 ， 俯仰 a ^=0. 3 s _1 ， 偏航 ^ = 0. ls _1 ， 现有 一 旅客在重心 
G 之后 30 m ， 高于 G 点 2 m ， 以相对于机身的速度 ^ r=lm 
机尾，求此旅客的加速度 


1 沿与 X 轴相反的方向走向 


S 


t 


o =0. 5i + 0. 3j + 0. Ik 
r = — 30i + 2k 


— 1* ， 


二 0 


v 




d 


—^ X O X r) + -tt - X r -\- 2 (o X v 






dt 


= 0 + ⑴(如 • r) 一 <o 2 r 0 2 <o X v 
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=— 14. 8(0. 5/ + 0. 3) ~h 0. 1 灸） 

— [(0. 5) 2 ~h (0. 3) 2 + (O. 1) 2 ](- 30x + 2^) 

+ (0- 5i + 0. 3J + 0. U) X (- 10 

= 3. 1/ - 4. 647 - 1* 58*(m/s 2 ) 

5.2.7 圆盘以匀角速绕其中心轴2转动，架子 A 以匀角速度 o > 2 绕其轴线 y 
(y II jO 转动.同时，整个装置以角速度叫绕 X 轴转动.求架子 d 使圆盘处于图 5. 25 
所示位置时圆盘的角速度 m 、角加速度戸以及圆盘上最高点 P 的速度和加速度，图中 
坐标轴固连于架子九在此时, x 轴与固定坐标 X 轴平行.设圆盘半径为 
为 b ， x 、 X 轴间距为与 Z 轴间的水平间距可以忽略. 


xyz 


' 轴间距 


r^y^y 


尸 


n 


X 


O 


A 


Z 


y 


Y 


图 5. 25 


= a>ii -\-(o 2 j H - {2k 




P = ( o 2 


⑴ 2°^ X J + 0(0)^ + ct) 2 j) X 


ck 




= < V 2 Oi — CO^j + 

r P = r x + r 2 + r 7 

dr 尸 dri , dr 2 , dr f 

dT = d7 + d7 + d7 

^1 X r : + (如 1 + 如 2 ) X r 2 + (叫 + a> 2 + ) x r f 

X (r 2 + 〆 ）+ X 〆 

ji X ( — ck -\- bi + ri ) + X (6 + r )/ + 灸 X 

=(co>! + rD)j — (6 + r)co 2 k 

d v P 


ck bi ri 






Vp = 


i X (r a + r 2 + ) + 




ri 




d 


ck 


ck 


d 


d 


d 


ck 


dU 


dt 


力学（上册) 


358 






d〆 


X〆+ >0 X 十 






ck 


1 X Vp-\- X co 2 ) x (r 2 + 〆 ） 

+ o> 2 X [Oi + <o 2 ) X r 2 + (w l eo 2 O) X 〆 ] 

+ [( 如 i +%) Xif2]X〆 + flX [( 如 i + % + 打 ） X 〆] 

= ( o x i X [(⑽ ！ + rO)j — (6 + r )% 灸] + ( ojJ X ( o z j ) X (6 + r)i 

+ < o 2 j X [( o>if + ( o 2 j ) X bi -\- (coj + < o 2 j + Ok ) X ri ] 

+ [(^ii + ^ 2 y ) X Ok ^\ X ri -\- Ok X [( a> x i + oj 2 j + X 3 A :) X r /] 

= 十 rD)k + (6 + + (6 + — b < o\i 

— ru>\i + ra) x Qk — rQ 2 i 

= — \_ rO z + (6 + r ) a)\~\i + 2(6 + r ' yw^j + (ccwf + 2 ra ) 1 0 )k 

d (Qi d (o 2 d O 

dt ^ dt ^ dt 

丄二叫^， 这个 f 是坐标系中的/，不随 £ 而变， 7 关 o ; X 




的计算不能乱套公式， Xtt >,, 


注意 :用这 种求导的方法须注意 


ck 


d w x 


d 


d 


^(o 2 X co 2 ， 


= 0 




，山 




d 


2 /， 这 个/是 y 轴的单位矢量，在此时，它绕 x 轴以叫的角速度转 


1 X 0>2 ， 


= 0) 


2 


dt 


d 


dO 


r # 


xfl 这样写虽然结果是对的，但严格讲不妥， 

是 z 轴的单位矢量，此时它以叫+叫的角速度（以叱的角速度绕 y 轴转动， y 轴又以％的 


动 


= DA :, 这个 Jk 


XO ’ 




dt 


di 


d v F 


角速度绕 X 轴转动)转动.同样， r 2 = 况和 〆 两个 i 的时间导数是不同的 






« 


dt 


d 


T ： [(⑽ i+ r D)y— (^+r)o> 2 A:] 


dt 


方 法二: 考虑圆盘中心 O 点平动参考系作为动系 
先求 O 点的绝对速度和绝对加速度，取以角速 度叫绕 X 轴转动的动参考系 xyz 9 


« 


v 0 = v 


1 X Oi + r 2 ) = a) x i X { — ck + bi ) 

2 X /* 2 — ⑴ 2*7 X 办 ,— b ⑴2私 

—— b < o 2 k 


V 


c<^ij 




V 


V Q = CO)^ 


ce >! X x ( r ! + r 2 )] 

(o^i X [⑴ j X ( — cfc + W)]= cd)\k 


d 


X r 2 + 


X 0 2 X r 2 ) 


2 


dt 


bco\i 


= 0 + ( o z j X ( co 2 j x bi ) 

= 2 co x X v 






2(0 \i X (— ba ) z k ) = 2 bco l ( o z j 




—— b < o\i + 2 b < o x u } t ] + c < o\k 




下面计算仰和 


p , 
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Vp= Vp e + V Pr = Vo + V Pr 

w X 〆 =(a>ii + •十 X ri 

T if3 J 无 

(co;! + rO)j —、（6 + r)<o 2 k 




Vp 






P _ 叫 Pe 


Pr 


Pr 


o 




d 


Pr 


=Tt(^ X r ; ) 


Pr _ 


ck 


dt 


d 


d〆 


Xr / +cuX-^ = ^Xr / + <oX (a> X r r ) 


ck 


{dt> z Qi — + w'w 2 k、X ri 

+ {(o x i + w 2 j + Ok^) X [(^i + (o 2 j + Ilk) X ri] 

— (rO 2 + ra> 2 2 )i + Iroj^j + 2ro)iQk 

\_rQ 2 + (6 + r) ⑴ !]/ + 2(6 + r)a> l w z j + {c<o\ + 2ro) 1 D)k 

方 法三: 考虑以角速度叫绕 X 轴转动的动参考系 

_ 

如 1 X (6 + r 2 + 〆 〕 

⑴ j X ( — ck hi 

如 2 x r 2 + 

0) 2 j X hi + (ajJ 










P 


暑 


V Fe 




n) — C(i)iJ 




I ™ /J ) X r } 

- Qk ^) X ri = tQ j — Cb + r)<o 2 k 
\ca) x -f- rO)] 

co x i X ( — ck -r bi + ri) ] = co)\k 
d) 2 X (ct#2 X r-) + (ct>2 + ) X [( 如 2 + D ) X 〆 ] 

—— rtw | — r /3 2 )i 

2 a>i X v P 

— 2ra) l Ok + 2(6 + r)(o x a) 2 j 


.r 


Vp r — 




(h + r)oj 2 h 


v P 


Vp= V Fe 


Pe = ⑴ 1* 


Pr — 




2o) x i X LrOj — (6 + r)a> 2 A:] 




Pc — 


P — ^*Pe 


Pr 


Pc 


— \_rQ 2 + (& + r^<o\~\i + 2(6 + + (cco\ + Zroj^^k 

方法四 ： 考虑随 o 点又平动又转动的参考系为动系，此动系的转动角速度为叫+ 




2 


— v 0 -\- (a> a + w 2 ) X r f 


v P 


e 


用方法二已算出的1；。=仰 14 / — h 2 Ar . 

Vp e = ca)\j — bco 2 k + (coj + u ) 2 j ) X ri = c ( o x j — (b + r ) a) 2 k 

=Q X r f = Ok X ri = rflj 
v P ^= v Fe + v Pr = { ca) l + rO)j — (6 + r 、 w 2 k 


v P 


时都须十分小心，因此用方法一出错的可能性 


采用方法二、三、四，在写％ 


V r 


、、 \^r 


小些 


如图 5. 26所示，圆锥滚子在水平的圆锥环形支座上做纯滚动，滚子底面半径 
R = 10 V 了 cm ， 顶角 2 a =90°， 滚子中心 A 沿其轨迹运动的速率 v A = 20 cm 

滚子上点 B 和 C 的速度和加速度的大小 




一 n 求圆锥 


s 


_ 
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B 


O 


A 


K 


2 or 


C 


图 5. 26 


圆锥滚子滚动时， a 点绕 o 在水平面内做圆周运动，如图 

5. 27所示，角速度 叫为 




B 


20 


v 


v 




= VTs 一 1 


A 


A 


^ ol AB R 


A 


lo VT 


滚子做纯滚动， c 点速度为零， 


Vc — 0 


C 


O 点是固定点，在图 5. 27 所示位置， OC 为瞬时转轴，另一个角速 
度分量 a / 2 必在 AO 的延长线上 

2 a = 90% 

== 2 s 


5. 27 


參 


—1 


CO 


OB 线与转轴垂直 ,OS = v ^" i ? = 20 cm ， 


一 1 


OB ^ 2 X 20 = 40 cm 


s 


v B =w 


% 


d 


X ( o > X OB ) + ^ r - X OB 




B 


dt 


OB + (^i X a > ) X OB 

第一项沿 50 方向，第二项沿 CO 方向，互相垂直，故 


0) 


(— co 2 OB ) 2 + (⑴ psin ^。• OB ) 2 




OB A U — 2 2 ) 2 + I X 2 X = 40 (c 


-2 


m • s 




d 


o > X ( o > X OC) + ^ X oc 




c 


dt 


=( a >! X ) X oc 


— z 


a c = % ft > sin 45° • OC — • OB = 40 cm • s 


方 法二: 考虑随 OZ 转动的动参考系，滚子对动系的角速 度为吨 ，角加速度 

i X 茄 + co 2 X 


= 0 


dt 


V B = VBe + V B r 


. ■ 


r /l 

L_ A. J 


Br 


Be 


B —认 Be 


1 X ( a} x X OB ) + o >2 X ( o >2 X OB ) + 2 o>i X (如 2 X OB ) 
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-1 


v B = ^\R + co 2 R = 40cm 


(colR + 2w x w 2 Ry + {<4RY = 40 -/s" 

- ► 

V C = V Ce + V Cr = <O x X OC + 


—1 


a B — 


cm • s 


X OC 


m 


X (a), x OC) + x (co 2 X OC) + 2 0>1 X (o> 2 X OC) 


== oj^R CO 2 R 0 


(cofR — 2 <o 1 co 2 R) 2 + (o^R) 2 = 40cm 


-2 


a c = 


这里用了方法一得到的 

算出叫，再由 t ； c =0 得叫，再用上述方法算 


作上述计算，如果一开始就采取方法二，则先按方法一那样 


1 


和 


Vb^Ub 


a c 


d 


再就 5. 2. 6.5.2. 7、5, 2. 8三题中的计算作一点说明： 5. 2. 6.5. 2. 8两题的几个转 


d 


轴都通过固定点，用 


+0 Xo > 计算时，可采用统一的动坐标系， 5. 2. 6题可用固连 




ck ck 


d 


于飞机的动坐标系 ， j = 0, a > Xo ) = 0,故 


= 0,5. 2. 8题，取随 OA 转动的动坐标系， 


cU 


3 ( o x 


d 


1 Xa> =a>!X (叫+叱彡二叫父叫，如取固连于滚子的动坐标系， 


7^0, 




cU 


dt 


dt 


d 


d <0 d 


d 


dn 


、5. 2.7 题中圆盘的角速度 


+ 宁，因叫 


d (o 3 c 

1 i = H 


= 0, 


dt dt 


dt 


的转轴不共点，计算 


、在使用公式 


+ Xa > 时，必须采用不同 


的动坐标系.算可用静坐标系，算 f 用 X 7 Z 动坐标系，算^用固连于架子 A 的 
动坐标系 


d 


d 


xyz 


cU 


* 


5 . 2.9 图 5. 28 是一个双重差动机构，曲柄3绕固定轴转动、在曲柄上活动地套 
一行星齿轮 4, 行星齿轮由半径分别为 n = 5cm 和 r 2 - 2cm 的两个锥齿轮固连而成，两锥 
齿轮又分别与半径分别为私= 10 cm 、 私= 5 cm 的另两个锥齿轮1、2啮合，齿轮1、2均绕 

轴转动，均不与曲柄相连，它们的角速度分别为 

相同.求曲柄3的角速度叫和行星齿轮相对于曲柄的角速度 

均沿方向，假定 cy 3 也沿凡4方向（即与< 

于曲柄3的角速度 w 43 向左（图示时刻），即指向 O 的方向，如图 5. 29所示 

由纯滚动， 


4. 5rad/s,a> 2 = 9rad/s ，转动方向 






⑴43 


设 


同向），行星逝轮相对 


1 


1 


2 




( 如 3 + 如 43) X OC 

(o> 3 + a> 43 ) X OE = 


! X O.D 




⑴ 3 只 1 

^3^2 + ^>43^2 ^ ⑴ 2 尺 




— ⑴ 43 厂 1 


( 1 ) 


10⑴3 — 5⑴ 43 = 4. 5 X 10 

5⑴3 + 2⑴43 == 9X5 


45 




( 2 ) 


45 
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3 


5. 28 


A 


0) 2 


F 


Rz 


2 


O : 


E 


4 


O 


^2 


历 3 


r x 


C 


0 } 


Ri 


D 


B 


图 5. 29 


式（1) +式 （2) X 2. 5,得 


45 + 45 X 2. 5 
10 + 5 X 2- 5 

45 — 5⑴3 


7 (rad/s) 


⑴3 = 




= 5rad/s 


43 


10用什么样的动系可把刚体做定点转动时用的0、9>、少三个角速度中的一个作 
为相对角速度，而另两个作为牵连角速度 

取部分固连于刚体的转动参考系 Oxjyz 为动参考系， O 点是刚体定点转动的固 

定点 a 轴固连于刚体，则少为相对角速度，》+&为牵连角速度. 





第六章质点系动力学 


6 . 1 质点系的动量定理和动量守恒定律 


1.1 求由拋物线 ：V = x 2 和直线 y = a 围成的区域形 
状的均质薄板的质心. 

设面密度为，根据对称性判断， 


= 0 


X 


C 


考虑图6, 1中阴影部分的质元，其面积为 U —工 2 ) dr ， 其 
质心的7坐标为 


— (a~x 2 ) ， 


a — 


a 


a 


— —(a — x z ) (a 一 x 2 )dx 


<r(a — x z )dx 


a a 


yc = 


a 


a 


a 


a 


了 （a 十 j: 2 ) {a — x z )dx 2 


(a — x 2 )dx 


o 


0 


a 


a 


(a — x 2 )dx 


(a 2 — x A )dx 2 


o 


0 


ax — —x 


—a 


ax — —x 


x— 0 


0、3； = 0、2 = 0和 4 x +2^+2： = 8 为边界的均质实心体的质 


1.2 求由四个平面 


x 




心 




i 这块实心体如图 6. 2所示. 

求 用面截这个实心体，其边界为 


0,2>+ 之 = 8 — 4x ; ，如图 6, 3 所不 


尸0, 


z = 


Z 


8-4jc 


2y+-? =8—4 jc 


o 


4-2x' y 


图 6- 2 


图 6‘ 3 
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考虑2 〜 x f + dx ; 体积兀，其体积为 


~(8 — 4 x 0(4 — 2 x f ) dx ; 


质心的 2 坐标为 

实心体的体积 


—(8 — 4^)(4 — 2 x f ) dx r 




0 


32 


(32 - 32 V + Sx f 2 ) dx f -今 




0 


x f —(8 — 4 x ; ) (4 — 2^： ; ) dx f = — 


x 


C 


V 


0 


求: Vc ， 用 ： v = y 截实心体，其边界为 r = 0 、z = 0、4 r + z = 8 —2 y ， 如图 6. 4所示 
y 〜 y + ay 体积元的体积为 


2 — —y (8 — 2y )dy 




4 


2 — — y (8 — 2 y f ) dy , 


y 


y 




c 


y 


0 


4 


y 8 — 4：/ + —y 2 dy = i 


y 


0 


o 


2 


z 




4 




x 


2 


图 6. 5 

求仏，用面截实心体，其边界为 j ：=0 > 3 ;== 0 > 4 j ：4-2^=8— ^，如图 6. 5所示 . 2 / 
'+以体积元的体积为 


图 6.4 






2 - 


4 — 


二 z 


~z 




4 


f d ^ ; = 2 


2 — 


4 — 


z 


z 


~z 


~z 


C 


V 


4 


o 


所以实心体的质心坐标为 

1.3 求均质的内外半径分别为 a 和6的半球壳的质心. 

方法一 :采用 球坐标，取球心为原点，对称轴为 Z 轴,根据对称性可以判断质心位 


1，之 c = 2 






于 之轴上 ，即 


0^yc = 0. 

设密度为…位于 r 〜 r + dr 、 沒〜没 + d 0、9^^ hdp 的质元的质量为 




X 


c 


dm = ^ r 2 sin ^ drd ^ d ^ 


此质元的 z 坐标为 
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= rcosd 


z 


rcosd • jOr 2 sin ^ drd ^ d ^> 

* r 

dm pr 2 sin6drddd(p 

V « 


zdm 


z 


c 


n 


b 


2^ 


r 3 dr cos^sin^d^ d<p 


o 


0 


a 


K 


b 


2jt 


r 2 dr sin 汐 d 汐 dp 


o 


0 


a 


十 (6 4 — a 4 ) 士 sin 2 寻 X 2 疋 


3 (a + b ){ a 2 + b z ) 

8( a 2 + a 办 + 6 2 ) 


—(^ 3 — a 3 ) X 1 X 2 丌 


方法二 :采用 柱坐标，仍取方法一中的 x ：^ 坐标，^ = 0,^ = 0 

z -\- dz 质元的质量为 


z 


Z 




p [ n { b 2 — z 2 ) — 7r(a 2 

p 7 r ( b 2 — z z )dz 


)]d2 ： 0^2：^ 

z ^ b 


b 


— 之 


a 


dm — 


a 


a 


b 


a 


zp 7 z { b 2 — a 2 )dz + zpnijb 


)dz 


— z 


o 


a 


b 


a 


z 


b 


c 


a 


p 7 t ( b 2 — a 2 )dz + p 7 t { b 2 — z 2 )dz 


0 


0 


a 


图 6. 6 


计算略，计算较方法一麻烦些. 


1.4 图 6 . 7所示的画有斜线的匀质薄板是由半 


y 


A 


径为 R 的大圆板挖去两个半径为 f 及的完整的和不完 
整的小圆板形成的.两小圆的圆心 A . B 处于同一条直径 

上，且在圆心 O 的两侧与 O 点的 距离及 和 f 处.求此薄 
板的质心. 


2 


R 


O 


x 


如 


先求被挖去的圆心在 A 的那部分的质量和 
质心位置 M 。， 这部分的边界为两个圆弧，其方程为 


B 


2 


+ (^ - ry 


+ y = r \ 


R 


x 




X 


图 6- 7 


两式相减可得两曲线相交点的 y 坐标3^， 

2Ry* — R 2 二 R 


R 2 = —R 2 


4 


« 




设匀质板的面密度为 


戊， 


R 


y 


-(R- y) 2 dy + 


七 R 


2 


a 


a 


參 


# 


R 
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_ 


1 


R 


尸 


-^R Z — {y — R} 2 + —-R 2 arcsin 


{y — R) 


— 2 <y 


4 


4 


七 R 


R 




y=R 


+ 2 a 


Z 


R 


y= 


= 0* 351 从 




R 


R 


y 


(R — y) 2 dy + 


2 


a 


yu= zr 


: y 




a 


y 


# 




_ 




R 


rrii 


y 


2 


1 


1 


R 


R 


8 


-tR z - iy - R) 2 dy + 


R 


2 


(3； — R)a • 2 


a 


争 


R 


R 


4 




R 


a 


y 


1 


R 


= 0. 766/? 

被挖去的圆心在 5 的小圆板的质量 


R 


= —<T7tR 2 9 




m 2 = CF7T 


: V2C =— 


4 


所要求的薄板质量为 


= otcR z — 

其质心，由对称性可知,:^ = 0,3；,待求. 

三部分的质量质心位于 i = v = 0 处 

由质心的定义， 


= 2. 005^ 


?H I — 27%2 


) 


= 2* OOS ^ it^c + ° 351^ 2 X 0* 766 R + -~anR 


- 十只 


2 


anR 


o 


4 


- 0* 351 X 0* 766 R = 0. 062及 


— 7t 


A ， —■ … u *" 

r) 


005 L 8 




所以薄板的质心坐标为 ^ e - C v y c = 0. 062 i ? 


正圆锥体底面的半径为 a ， 今用一通过其对称轴的 


0 


y 


平面将它等分为二.证明任一半的质心和该轴的距离为 I . 

证明 设圆锥高为 A ， 取图 6. 8所示的坐标,原点在圆锥的 
顶点，2轴为对称轴，: V 轴垂直于将正圆锥平分的平面. 

设密度为 PyZ ^ Z -\- dz 质元的质量为 


X 


a 




h 


a 


dz 


dm = p 


h 


— 7t\ —Z 


h 


a 


半正圆锥的质量为 


h 


a 


z 


dz = —pna 2 h 


P 


—K\ —Z 


m 


h 


图 6.8 

上述质元的质心的: v 坐标是^的函数，标为 ydz ). 用柱坐标， 


0 



第六章质点系动力学 


367 


4 




rsin ^ # prdrd<p dz = 


r 2 dr \ sin^adf \dz = ^ h 


y c M = 


dm 


d 


半正圆锥的质心离对称轴的距离为>， 


d 之 


: VcU) • P 


h 


4 


h A = 


pa 3 h = 


P 


h 


3 汀 


4 


6.16 证明一个均质的三角形薄板的质心与位于该三角形三个顶点有相等质量的 

质点系统的质心重合. 

证明 均质三角形薄板的质心位于三角形的重心， 

它是三条中线的交点.这是不难证明的.用一系列平行 
于 BC 的直线将三角形分成无数个狭条质元，每个质元 
的质心均位于中线 AZ ) 上,可见均质三角形的质心必在 
AD 上，同样可证质心必在中线(图中未画）上， 

这就证明了均质三角形的质心位于三角形的重心. 

在三角形三个顶点 A . B . C 各有质量为 m 的质点系 
统的质心求法如下:先求 B 、 C 处两个质量为 w 的质点 
系统的质心，显然它位于 5 C 的中点 D 处. A 、 B 、 C 处各有质量为 m 的质点系统的质心等 
于 A 处有质量为 m 的质点和在 Z ) 处有质量为 2 m 的质点系统的质心，后者的质心显然在 

AD 线上的 G 点 , DG ^~ AG . G 点正是三角形的 重心. 

这里两个系统的质心重合，并不意味着两个系统动力学等效，下章将涉及两个系统的 
动力学等效的问题. 

61.7 修理街道电网用的迁移式转动起重机安装在质量为 U 的自动车上，质量 
200 kg 的起重机的摇架尺装在质量 100 kg 、 杆长 4 m 的杆 L 上. 可绕与图面垂直的水平轴 
O 转动.摇架的质心 C 离轴 O 的距离 OC = 3. 5 m . 

(1) 开始起重机杆 L 处于水平位置，自动车处于静止.求起重机杆转过60°时,未上闸 


图 6. 9 


图 6. 10 
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的自动车移动的距离，运动时所受阻力均可不计； 

(2) 自动车上了闸，起重机杆从水平位置以恒定的角速度 w = 0.02 ra d 

期间，靠地面的摩擦力，自动车保持不动.求在此期间摩擦力给予的 冲量； 

(3) 若摩擦因数 = 1，要在转动过程中保持自动车不动，对转动角速度有何限制？ 

(1) 因水平方向未受外力作用，由质心运动定理，系统质心的水平位置保持不 

变.设自动车在此过程中向前移动的距离为 As ， 则 


1 转到60° 


1000 A 5+ 200[ A 5 - 3. 5(1 — cos 60。）] + 100 ^ — 亡 • 4(1 - cos 60°) 


0 




(200 X 3. 5 + 100 X 2)(1 — 0. 5) 

1000 + 200 + 100 

(2) 由质点系的动量定理，摩擦力给予系统的冲量/等于系统的水平方向动量的增 
量，设向后方向的冲量为正， 


As = 


= 0. 346 m 


4 


1= 100 X + X ()• 02 sin 60° + 200 X 3, 5 X 0, 02 sin 60° = 15, 6 N 


s 




(3) 在转动过程中，系统的动量为 


4 


+ 200 • 3, 5⑴ ( sin$i + cosdj ) = 900⑴ ( sin 历 + cos ^ j ) 


p = 100 


这里 i 是水平向后方向的单位矢量，/是竖直向上方向的单位矢量. 

由质点系的动量定理， 




= fi + IN - (1000 + 200 + 100) X 9. 8]) 


ck 


其中/是地面施以的摩擦力， w 是地面施以的支 持力. 




= 900⑴ 2 ( cos 历一 sin^y ) 


dt 


f = 900出 2 cos 没 

N (1000 + 200 + 100) X 9. 8 - 900 co 2 sin ^ 


所以 


在夕从0〜60°的区间内，均应有 


900^ cos ^<0- 1(1300 X 9. 8-9 OO ^ 2 sin 0) 

0. 1 X 1300 X 9. 8 

900 cos 沒 + 90 sin 汐 




2 = o . 1 X 1300 X 9. 8 

Wmax (900 cos 没 + 90 sin ^) 

其中 （900 cos (9+90 sir ^) |_表示在0=0〜60°区间内 900 cos ^+90 sin ^ 的最大值，这个最大 

值的0由下式 确定： 


d 


而 (900 cos 汐 + 90 sin ^) — 0 


解出 


^= arctan 0. 1 = 5* 71 

0. 1 X 1300 X 9. 8 
900 cos 5. 71° + 90 sin 5, 71 


= 1. 408(rad/s) 
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⑴ max 1 * 1 8r3.d / S 

最后一位数字只舍不入, vTTIT = l . 187,不能取 1. 19,转动角速度不能超过 

6 . 1.8 —火箭垂直向上发射，当它达到最高点时炸裂成三个等质量的碎片.观察到 
其中一块碎片经时间 A 垂直地落到地上，而其他两块碎片在炸裂后的时刻落到地上， 
求炸裂时离地面的高度. 

火箭到达最高点时，速度为零•炸裂成三块，由质点系动量守恒，总动量为零， 


m x v 1 + 


v 2 - m s v s = 0 


三块质量相等 , m 1 = m 2 = m 3 


所以 


Vi^v 2 -\-Vs = 0 


Mz 轴沿竖直方向，原点在炸裂点，向下为正，在竖直方向动量守恒， 


V U + v 2z v Sz = 0 


( 1 ) 


设炸裂处离地面的高度为 hM 


h = Vy ^ + 


( 2 ) 


(3) 


/l =： V^ z ti + 


(4) 


由式 （3)、（4) 可得 
将上式代入式 (1)， 




(5) 


— 


用式 (5)， 式 (3) 可改写为 




( 6 ) 


2 


2 


式 (2) X ~ + 式 (6) X 2~， 解出 


gtit 2 Cti + 2 ^ 2 ) 

2(2^1 + t 2 ) 


以下各量均用万有引力常数 G 、 距离1和质量 表示： 

(1) 相距为 L 的某一等质量 (Mi = M 2 = M ) 双星的转动周期； 

(2) 相距为 L 的某一不等质量0^关从 2 )双星的转动 周期； 

(3) 边长为 L 的某一等质量等边三角形三星的转动 周期； 

(4) 某一不等质量的等边(边长为 L ) 三角形三星的转动周期. 

(1) 双星系统的质心位于两星连线的中点，用质心平动参考系，对一个星写牛顿 

第二定律的法向 方程： 




Mv 2 


M 2 


= G 


L 


七 L 


GM 


1L 
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« 


2江 • 七 L 


2 L 


= kL 


T = 


GM 


v 


(2) 双星系统的质心距两星的距离6 如图 6. 11所 


L 


h 


M , 


M 2 


o 


L 


L ， l 


l\ = 


m 2 


M x 




M , +M 2 


6. 11 


用质心平动参考系， 

M x v \ _ r M , M Z 


L 2 


h 


GMl 


GM 


M z 


_ GM 2 


L = 


l 


V 1 L 2 M x + M 2 


(Mi + Mi)L 


{Mi + Mi)L 


M z 


L 


T = ^ = 2；r 


= 2 丌 L 


L 


G(Mi + M 2 ) 


GMl 


M x + M 2 

(3) 三星系统的质心与每个星的距离为 


Vl 


L \ = 


L z - 




每个星受到另两个星的作用力为 


/ = 2G 答 cos30。 = VT 

，= vT 莩 


Mv 2 




GM VT r GM 

U~ L = 


-^3"^/ = VT 


2 


V 


L 


L 


2nl 2 -/y 


L 


KL 


T = 


GM 


v 


坐标，三个星的坐标分别为 M 1 (0,0), M 2 ( L ,0), M 3 


(4) 取图 6. 12所示的 

L 


x 


y 


L 


y 


图 6,12 
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# 


由质心的定义，质心 C 点的位矢 


2抓， 


M z Li + ~^M 3 Li + ^M 3 Lj 


r c = 


Afi + A /〗 + ^ 


vT “ 


L 


M 2 + 今 M 3 i + 


Mi -|^ Mi 

设 y ^、 y \3 分别为加2星、加3星对 A / i 星的作用力， 


M,M Z 


fu = G 


L 


vy 


n M , M , 
~ G L 2 


13 


其合力为 


VT 


GM, 


M 2 + -wM 3 i + ^MU 


13 


L 


比较广与 r c 可知，兑作用线通过质心.同样可证作用于 M 2 星的合力/ 2 、作用于 M 3 星的 
合力/ 3 的作用线均通过质心 C . 三个星保持等距 L 围绕质心 C 做恒定角速度的转动. 

用质心平动参考系， 


M x v\ 


= /1 


( 1 ) 




Af 2 + 士 M 3 1 + 丨 


L 




( 2 ) 


rc = 


Mi + M 2 + Af 3 


M Z + ^ M Z \ +\^M 


A= l/i i =^r 

将式 (2)、（3) 代入式 (1)， 解岀 W 得 


(3) 


G 


ref i = 


(Afi + M z + Af 3 )L 


i \^[\ 


4 


2 nrc 


2nL 


T = 


+ M 2 + M 


幻 1 


(il^ + M 2 + M 3 )L 


X 


G 


M 2 + 亡 M 


L 


= 2 ^L 


G{M, +M 2 + M 3 ) 

_ 

6 . 1 . 10 一 质量为 Af 的有轨平板车能无摩擦地在一条水平直轨道上运动.初始时 
MLN 个质量均为 m 的人站在静止的平板车上. 

(1) 这 W 个人一起跑向车的一头，并且同时跳下车，在跳下车前的瞬时，他们相对于 
车子的速度为 IV ， 求这 W 个人跳下后平板车的速度； 

(2) 如果这 JV 个人是一个接一个地跑离车子(每次仅有一个在跑)，每个人在跳下车 
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參 


前相对于车子的速度都为^求这车子的最终 速度； 

(3) 在上述两种情况下，哪种情况下车子达到的速度大？ 

(1) 取地面为参考系，设最终平板车的速度为 h 沿人跑的反方向为正，由动量守恒， 

Mv + Nm (v — v r ) = 0 




Nm 


v — 


v 


M + Nm 


在此过程 


(2) 设％ 表示车子上有 n 个人时的车速，则再跳下一个人时的车速为 
中系统(包括车子和这 n 个人)动量守恒， 


V n -i ， 


) = Mv n + 


Mv n ^ + (n — DmVn -^ + m { v n - x 


nmv 


v 


mv 


v n + 


Vn-l 




M + 


nm 


考虑到最后的车速为 i 。， 最初的车速为心= 0, 


N 


mv 


s 


^0 = 


(M + 


nm 


« = 


(3 ) 因为 M+m«<M+7Vm(n<W )， 


N 


Nmv 


v 




2 


> 


A / + N 


g M + 

可见，第二种情况车子达到的速度较大. 

证明质量为 M 的飞机在水平航线上飞行时落下一个质量为 m 的炸弹时, 


n 


1 . 11 


飞机将有一个向上的加速度 mg / M . 

证明 设飞机和炸弹系统受到向上的力为 iV ， 在水平航线上飞行时 • 

I s ! — (W + M^)g = 0 

N = (m + M)g 

落炸弹时，飞机并未给予炸弹作用力（炸弹落下时的初速度沿水平方向），设落下炸弹 

时飞机有向上方向的加速度心则 


Ma = N — Mg = (m + M)g — Mg = mg ， 

= mg/M 

6. 1. 12 水从 5 m 高处以每分钟 60 kg 的速率注入静放在地上的桶中，桶的质量为 

12 kg . 求水注入一分钟时桶受到地面的作用力. 

方 法一: 分别考虑不同的系统，用动量定理 • 

设在 f 〜£ + 士时间内，已注入桶内的水对在此期间注入的水的作用力为 F (向上为 

正），对在此期间注入的水用动量定理， 


a 


(F — gdm)dt — dm [0 — ( — V " 2 gh ) J 


略去二级小量 gdmdt y % 


dm 


dt 


再对 i 时刻静放在地面上的包括在此前已注入的水的水桶用牛顿运动第二定律，它 
受到重力、地面的作用力 AK 规定向上为正)和将注入的水的作用力 F (它是上面求的 F 

的反作用力，向下），加速度为零， 
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dm 


F + M + 


t g — N = 0 


d ， 


dm 


i^flgh + 办 ) 曾 + M g 


N = F + Mg + ^gt 




cU 


^ = lmin 时， 


N = ( V 2 X 9. 8 X 5 + 9. 8 X 60) X g + 12 X 9. 8 = 715N 

d 0 

方法 二:作 为变质量质点的运动问题. 

取^时刻的水桶和已注入的水为本体，公式 




dm 


= m f 


(e) 


m 〒 + (v - u) 


dt 


dt 


中 


dm 


dv 


= M -\- 


v = 0, 


= 0 


dt 


dt 


-Jlgh (规定向下为正) 


dm 


(e) 


M+^t\g-N 


F 


d 


-^dm = 0> 


=lkg/s, M= 12kg 


ck 


t = 60s 


可得 


j 茗 + V2gh 

6 . 1. 13 质量为与 m B 的两个小球 A 和 石， 用不可 

伸长的轻绳相连，静止在水平面上.绳子拉紧时，给 B 球一 

个冲量/，/的方向与 AB 成 a 角， a <f ，如图 6. 13所示.已 

知冲击后5的速度 w 之大小，求的方向和冲量 J 的大小. 

设 W 的方向与 AB 线的夹角为/?,由动量守恒， 


dm 


d 


N = M + 〒 X 60 


= 715N 


ck 


ck 


图 6. 13 


aV A + m B v B cosj3 = /cos a 

msVBsin/3 = /sina 


( 1 ) 


( 2 ) 


因绳子不可#长， 


v A = v B cos /3 


(3) 


将式 ( b ) 代入式 （1)， 再用式 (2) 消去得 


m B 


tan/? 


tana 




m A + m B 


m A + m B 


/? 


arctan 


tana 




m B 


m B 


m% + (m A + m 5 ) 2 tan 2 a 
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( m A + m B )tana _ 

m| + (m^ + mB) 2 tan 2 汶 

m B { m A + m B ) v B 


sin/? = cos/? • tan/9 




^~m B v B ^ind 

sina 




m| + (m A + m B ) 2 tan 


cosa 


m B { m A + fn B ) v B 


6. 1. 14 扫雪机在水平路上以速度 15 km / h 行驶，每分钟把质量为 30 t 的雪抛到路 

旁，雪相对于雪铲的速度为 i 2 m / s ， 并沿45°角方向.求路面与轮胎间的横向力，并求驱动 

. • 

扫雪机工件所需之牵引力. 

因雪铲随扫雪机做匀速运动，用雪铲参考系，它是惯性参考系，以扫雪机和被 f 
的雪为系统.设路面给予轮胎的横向力为 F . 在 （〜 f + ck 时间内用动量定理， 

(30 X 10 3 /60)士 X 12 sin 45° = Fdt 




= 4. 24 X 10 3 ( N ) 


F = 500 X 12 X 


以静系为参考系，扫雪机工件和被铲的雪为系统，设驱动扫雪机工件所需之牵引力为 

/. 在 t 〜 t + dt 时间内沿扫雪机运动方向用动量定理， 

Mv + dm 


— Mv = fdt 

式中 M 是扫雪机工件的质量， dm 是在此期间被扫的雪的质量, t ； 是扫雪机的速度, 

30 X 10 


dm 


15 X 10 


= 2. 08 X 10 3 ( N ) 


X 


ck 


60 


3600 


和 m 3 三质量受到它们的相互间 

万有引力的作用，如果最初这些质量位于边长为 a 的等 
边三角形的顶点，只要这些质量的初速是适当选择的，它 
们的位置就会连续确定一个边长为 a 以等角速 w 转动的 
等边三角形，求 W 与 


有 


mi ^ m 2 


以及引力常数 G 的关 




系 


此题与 6. 1.9(4) 题相同，那里讲的三星系统自 

然是满足保持等边三角形且边长不变的条件的 • 解 6.1. 9 
(4) 题用了坐标表示位矢和力.这里不取坐标. 

取质心平动参考系，各质量对质心的位矢如图 6. 14所示， 


图 6. 14 


Gm\tni t 3 _ t 2 


Gmim 2 r 2 — r l 


?Tl\ /*i — 


Gmf 


Gmim 3 


G 


1^2 


m 


( r 2 — r a ) + 


Gm 1 


^ Y L ( m 1 r l + m 2 r 2 + m 3 r 3 ) 


( m l + m 2 + m 3 ) r l 




+ m 3 r 3 = (m l + m 2 + m 3 )r c = 0 


因为 


m 
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Gmx 


G ( m l + + m 3 ) 


质量为叫的质点受到的合力是有心力，力始终指向质心 • 这是在三个质点位于一等 
边三角形的三个顶点的情况下得出的结论，只要三个质点的初速合适，它们就可以做以质 
心为圆心保持原等边三角形的圆周运动、设圆周运动的角速度为⑴， 


G(mi + m 2 + m 3 )m 


G(mi + + m 3 ) 


所谓三个质点的初速度合适，是指在质心平动参考系中三个质点的速率分别为 ⑴ n 
和 o > r 3 ，方向均与它们与质心的连线垂直，均指向顺时针方向或均指向逆时针方向，对系 

统质心在静参考系中的速度没有任何要求. 

6. 1. 16 一个仅由自身引力保持在一起的小天体.如果它非常靠近大质量体的话，可 
以被这个大天体引起的潮汐力所分裂.求一个直径为 1 km 、 密度为 ^=2 g / cm 3 的小天体 
围绕地球做圆周运动而不被拉散的圆周极限半径.已知地球质量 97 X 10 

把随地球中心平动的参考系视为惯性系，小天体围绕地球中心做圆周运动.设圆 
周运动的半径为/时,刚好小天体的各处质元不被地球引力拉散，因此/就是所求的极限 


27 


g 


半径 


如图 6. 15所示 ，0、 C 分别是地球和小天体的中 心. 考虑 OC 连线上离 C 点 x 处一质 
元，质量为 Aw . 


麟 


小天体 


0 


图 6. 15 


由刚好不被拉散的条件，地球对它的向左的引力与小夭体对它向右的引力的合力应 
提供它围绕 O 做圆周运动所需的向心力. 


GMAm GAm 4 

(/ _ 工） 

写小天体对质元的作用力时用了关于万有引力的“高斯定理”. 

⑴ 也是小天体绕 o 点做圆周运动的角速度，设小天体质量为 


Am(/ — x)a> 2 = 


(1) 
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ml<^ = 啤 


I 2 


GM 


(2) 


0) 


/ 3 


将式 (2) 代入式(1)， 


-2 


GM GM 


4 


x 


x 


- —npGx 


/ 1 — 亍 


1 - 亍 


-2 


2x 


x 


因为 


^1 + 


x《l ， 


1 _Y 


M M 


M , 2M 


4 


X — — 7T/9JC 


TTX 


3 


l 2 


3 M 


4 


— 7TpX = -7^-JC 


27 \ 1/3 


1/3 


9M 


9 X 5. 97 X 10 

in X 2 

=1. 29 X 10 9 cm = 1. 29 X 10 4 km 

当 X 取负值时，上述 / 同样适用，说明在小天体上 oc 
连线的外侧的质元也刚好不被拉散. 

再考虑不在 OC 及其延长线上的质元，考虑图 
6. 16中的 P 点的质元 Am . 设在平行于 OC 方向不受小 
天体互相挤压的力.在这个方向上写牛顿运动第二定 
律的分量方程， 


4^ 


图 6.16 


Am w (/ — j :) 2 + y 2 vrcob6 


GMAm 

(Z _ X ) 2 + 夕 


Am 


4 ； r(-/r 2 + y 2 ) s pG 




zcosa —— 


cos<p 


L 


X 


— r 

- - 二 •:冊 二一 - -1 

( l — x ) 2 - iy 2 


x 


其中 


cos 6= 


二 , cos<p= 




X 


GM 


代入 oj 2 = 


^3 ，可 4 导 


GM 


GAf (/ — : r ) 

[(/ 一 工） 2 十 y ] 3/ 


4 


TtpGx 


▲ rr -* ■ 、 

T o { l _ X )= 

r 

M M M 


-3/2 


4 


x 


X 


1 - T- 


1 




二 X 








l 2 


略去二级及二级以上小量 


2 \ - 3/2 


— 3/2 


2工 


x 


x 


x 


1 - T 


1 - -T 




l 2 


l 2 


3 x 


2 x 


x 


々 1 — T 


M M M 


2x 


4 




l 2 


1/3 


3M = 冬即， 


9M 


3 


4 印 
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得到与前面同样的结论，说明不在 OC 及其延长线上的小天体质元，在平行于 OC 的方向 
无除万有引力以外的力. 

比较质元的质量乘加速度在垂直于 OC 方向的分量,与地球、小天体对它的万有引力 
的合力在这方向的分量可见 , oc 两边的质元除受到万有引力外还受到小天体周围质元 
给予的垂直于 OC ■背向 OC 线的力，换句话说， P 点质元对周围质元有向 OC 方向挤压的 
力，存在这个方向的力，小天体不会散开. 


6.2 质点系的角动量定理和角动量守恒定律 


5 . 2.1 半径为 R 、 质量为 M 的水平均质圆盘可绕通过其中心的铅垂轴无摩擦地转动 

(1) 若圆盘绕该轴以 X 2 的角速度转动，求圆盘对该轴的角动量； 


(2) 质量为所的甲虫按 5 = $扣 202 为 常量) 的规律沿圆盘的边缘爬行，开始时两者都 

是静止的，求甲虫爬行后圆盘的角速度； 

(3) 质量为 m 的甲虫从边缘上一点突然以对圆盘恒定的角速度 o > 作半径为的圆 

周运动，开始两者都是静止的.求甲虫突然爬行后圆盘的角速度. 

(1) 取 r 〜 r+dr 的圆环为质元，对通过圆心的垂直轴的角动量为 

2MO 3J 


M 


dJ = 


2 ^rrdr * rO 


r 


nR 


2MO 3J 

r 2 r dr = 

(2) 设 《 是圆盘的角速度，规定与甲虫爬行方向相反的转动角速度 为正. 由角动量守 
恒，因开始甲虫、圆盘都是静止的，圆盘、甲虫的总角动量为零， 


mr 2 n 


J = \dJ 


OR — 宇卜 

dt ! 


-jrMR 2 Q + 


= 0 


m 


^ MR 2 + mR 2 Q = matR 


2 mat 

(M + 2 m)R 

(3) 当甲虫相对于圆盘转过 p 角时，设此时圆盘 
的角速度为 D (其正负号规定同上问），甲虫的速度为 

相对速度士(方向垂直于 O ' A ) 和牵连速度 v e = 


{2 = 




2 


A 


R 


ORcos I 叫(方向垂直于 0^4) 的矢量和（见图 6. 17) 

此时甲虫对0点的角动量为 


9 




0 厂 2 


O f 


i?cos — 9 ^ O — mRcos ~^< p ] • —Rcocosi —<p 


m 


2 


(规定垂直纸面向下的角动量为正). 

圆盘、甲虫系统对 o 点的角动量守恒， 


图 6. 17 
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■ 


- j - MR 2 n + 


Q 一 


尺 cos —<p 


jRcos 


= 0 




解出 fi ， 并代入 < p = wtA % 


mcosM —cot 


if2 = 


M + 2/ wcos 2 ~(ot 


一个半径为 a 的均质圆盘可在竖直平面内围绕通过它的中心 c 的水平轴自 


由转动，质量为圆盘^的昆虫 A 在盘的最低点，整个系统处于静止状态.突然，昆虫以相 

对于圆盘不变的速率•^开始沿边缘爬行，证明圆盘的初角速度为 u /6 a ; 如用0表示线 
与竖直向下方向间的夹角，证明微分方程 6 a 3+ gsii ^=0 成立，证明圆盘对昆虫的作用 

力在垂直于半径方向的分量为其中 w 是圆盘 
的质量. 


证明设圆盘在昆虫突然运动时的初角速度为 A )， 
即使昆虫不在圆盘的最低点，都可用圆盘昆虫系统的对 
7 jC 平转轴的角动量守恒， 


ma 2 O 0 = 0 


— m(v — O 0 a)a 






10 


所以 


if2o = ^ 


6a 


当昆虫 A 运动到图 6. 18所示位置时， CA 线与竖直 

向下方向夹角为<?，圆盘向相反方向转过 p 角 . 》和 &都不 是常量，但昆虫相对于圆盘的速 

率 r 不变， 


图18 


( 1 ) 


a (< p -^~ d ) = v 

规定垂直纸面向下的角动量为正，圆盘、昆虫系统对转轴的角动量为 


— ma 2 < p -\- — ma 2 j < p — — = ~ rna z ( p — 


—mav 


10 


用式（1)，可改写为 


— ma z d 


mav — 


用对转轴的角动量定理, 


a 


— — ma 2 8 


gasind 


-~mav 


10 


6 a B -\- gsin 6=0 


可得 


昆虫对转轴的角动量也可直接写为 


ma 2 6 


10 


对昆虫用对转轴的角动量定理， 
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a 


— T 7 jnci 2 d — —rngasmd —— Fa 


ck 


10 


10 


其中 F 就是所要求的圆盘对昆虫的作用力在垂直于半径方向的分量 


1 


汐 + —mgsind = —mgsind 


F = 


~ma 


10 


12 


10 


(这里用了前已证明的 6 a <?+^ sin <9=0). 

6.2.3 质量为 M 、 半径为 a 的均质圆柱可围绕它在水平方向固定的对称轴自由转 
动，质量为 m 、 长度 b = 2nan{n 为整数）的均质链条一端 
连在圆柱上，然后绕圆柱《圈，让非常小的一段链条自 

由挂着，整个系统由静止释放.求圆柱的角速度与圆柱 
角位移0的函数关系. 

为用角动量定理，先写出在圆柱角位移0时系 
统对转轴的角动量.原处于 B 点位置的圆柱上的点现处 
于 A 点，原处于 B 点位置的链条自由端现处于(：点，原 

处于弧的一段链条没有在角位移中得到补充，总的 
结果是这 一 段等长的链条自 由挂着 tS (: = 不论绕在圆柱上的链条部分还是自由挂着 

的链条部分都有相同速率 a 》,因此链条对轴的角动量为 mtz 2 》， 

6= ( a z 'd 

再计算系统受到的对转轴的外力矩 ，对 圆柱 的重力矩为零，对链条的重力矩等于对 

BC 段链条的重力矩减去对段链条的重 力矩. 

对 fiC 段链条的重力矩为 


I 


图 6. 19 


2 


Jr: 2 0 - 


所以 


i rna 


m 


ad 


M 


= 


BC — 


2^an 




对段链条的重力矩为 


8 


m 


gacos<pd^> = 


sin 汐 


Mab = 


Znan 1 




o 


由角动量定理 


dJ 


^ = M = M BC - M^s 


ck 


士 M + m\a 2 d= - ^sin 夕 


2nn 


2nn 


dd 


因为上式可改写为 


mK 

Inn 


(6 — sind)dd 


~M -\- m \ a6 Ad— 


没从 0 〜<9， 

(M+2m)W = |^( 1 


两边积分, <9 从 0 


如， 


—& 1 + cosd — 1 




4 
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(V 


7tn(M + 2m)a 


1/2 


a > 


7tn(M + 2m)a 

此题也可用动能定理求解，读者可自己去完成. 

6 . 2.4 质量均为 m 的两个质点用一根长度为 a 的刚性的轻杆联结,开始系统静止 
在一光滑水平面上.在^=0时，一力 F 作用于其中一个质点，大小保持不变，方向保持与 
杆垂直，用角动量定理和动能定理两种方法求杆与开始方向夹角为时的角速度. 

在质心平动参考系中用对质心的角动量定理， 


d 


a 


= F 


2m 


oj 


—a 


dt 


dco 


—Fa 


-rma^ = 

2 dt 


dco 


F 


Ft 


co = 




ma 


ma 


F 


F 


9 


= — 亡 d 亡 f 


9 = 


2ma 


ma 


2 ma<p 


F 


F 


(O = 


ma 


ma 


在质心平动参考系中用动能定理， 


= F 


2 X —m 




—aco 


2 F<p 


CO 


ma 


6* 2.5 质量分别为 m 和 M 的质点 A 和5,如质点 A 相对 
于质点 S 的角动量为 Jm , 证明: 在质心平动参考系中，系统相 

对于质心的角动量为 


M 


Jab 


M+m 

证明 = 其中 t /仙 是 Z 相对于 B 的速度 


图 6.20 中 w 表示质点 A 对5点的位矢,分别表示 
质点 A 、 质点5对 C 点的位矢， C 为质心. 


图 6. 20 


Tab ~ ^ac ( _ ^ 5 c ) 


( 1 ) 


^AC — ^BC 




上式两边对 （求 导, 


Vab — ^ac — ^bc 


由质心的定义， 


mr AC + Mr BC = (m 十 M ) r cc = 0 


(2) 


上式 rcc 表示在固连于质心平动参考系的以质心为原点坐标系中质心的位矢， r cc = 0. 

由式（1)、（2)两式可得 
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M 


^AC = 


r&c =— 


在质心平动参考系中，系统对质心的角动量为 


Jc = r AC X mv AC + r^c X Mvbc 


M 


X Mv 


X mv AC — 


M 


iv AC — Vbc) 


= Tab X 


+ M 


M 


M 


Oab X mVAB )= 


m -\- M 


在赤道无风带有一艘因无风而停着的船.船长决定将 m = 200 kg 的锚升到长 
/ = 20 m 的桅杆顶上的权宜之计使船运动，船及其负载(不包括锚)的质量 A /-1000 kg , 问： 

(1) 船为什么能开始运动？ . 、 

(2) 说明船向哪个方向运动？ 

(3) 锚升到桅杆顶后船的运动速度多大？ 

(1) 由于地球的自转，地球不是严格的惯性参考系，仍把地心平动参考系视为惯 

性参考系，地球绕地轴以自转角速度叫转动. 

当锚在桅杆上升到^髙度时，船对地心平动参考系的转动角速度设为 Or ) 

考虑以角速度《 Cr ) 绕地轴转动的参考系，在此参考系中,船是不动的.当锚在升至 x 
高度时的速度为 v Cx ) 时，它受到的科里奥利力为一 2 mw ( x ) Xt ； Cr ), 这个力垂直于，因 

而也与桅杆垂直.锚在此方向无运动，故科氏力必与杆对锚的作用力大小相等、方向相反， 
锚对杆的作用力与 一2 m 如 Or)Xv ( x ) 相等. 在锚对杆的这个力作用下，船会在这个方向获 
得速度的增量，这就说明原来对地球静止的船会开始运动(考虑 x = 0 ,oi UX . 

(2) 船运动的方向就是力 _2 w « O ) Xt ； Cr ) 的方向， O ) // o > Q ， 在赤道，取坐标轴固 

连于对地心平动参考系绕地轴以 ⑵ （ T ) 角速度转动的参考系^轴向上 ，: C 轴向北心轴向 




i 


嘛 




a ) ( x ) = ( o ( jo)i , v ( or ) = v ( a:)k 
一 2 ma ) ( a :) X v 0 r ) = 一 2 mcuix)i X v ( x)k 

= 2 ma )( x ) v ( x ) j 


船将向西运动. 

(3) 用地心平动参考系.它是惯性参考系，在锚沿桅杆升起的过程中，只在沿杆的方 
向受到外力（地球对船和锚的引力和水面的支持力）如锚上升的速度不恒定，这个外力(合 

力)不为零，但它通过地轴，对地轴的力矩为零 • 

用对地轴的角动量守恒计算锚升到桅杆顶后船的运动速度(对地球)•先算船对地心 

平动参考系的角速度如.设地球半径为及， 

[MR 2 + m(R + /) 2 ] 


(M + m}R 2 o > 0 


to = 


(M + m)R 


MR 2 + m(R + /) 


(M + m)R 


(M + m)R 2 + 2mRl + ml 
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(M + m)R 2 


⑴0 


2rnl 


ml 


(A/ 十 77l^)R 2 1 + 


(M + m)R (M + m)R 


2ml 


O ) 


(M + m)R 


船对地球的运动速度为 


2ml 


V = R(d) — (x) 0 ) 


o > 0 


M + 


2 X 200 X 10 3 X 20 

1000 X 10 3 十 200 X 10 




- 4. 85 X 10 _4 m/s 


X 


24 X 3600 


y < o 说明船的速度是向西的. 

6 . 2.7 分别考虑地球-月球系统和火星-火星的一个卫星系统，为简单起见，考虑每 
个系统时不考虑它们与其他星体之间的相互作用.月球绕地球的运动比地球的自转慢得 
多，而火星的一个卫星绕火星的运动比火星的自转快,哪种情况卫星引起行星上的潮汐使 
卫星、行星之间的距离增加，而另一种情况距离减少？ 

考虑地球-月球系统，月球在地球表面引起的潮汐产生的摩擦力由于月球绕地球 
的运动比地球的自转慢，其产生的对地球中心的力矩将使地球的自转角速度变慢，这是在 
地心平动参考系用角动量定理得到的，这个参考系是转动非惯性系，需考虑科里奥利力, 
也不影响得出这个结论.因为潮涨潮落的影响正好抵消. 

现用质心平动参考系考虑地球-月球系统，这个参考系是惯性系，在发生潮汐时，相互 
作用力是内力，系统对质心的角动量守恒. 

分别是地球和月球的半径分别是月球和地球的质量，是地球的自转 
角速度，0是月球绕地球的转动角速度， w 与 O 方向一致，月球绕地球转动时始终是同一 
个半球面朝向地球，可见月球也有自转，自转角速度为一 w .设是地球月球两中心间的 


m 


设 


距离 


地球对系统质心的角动量为 


MrlQ + M 


R 








+ M 


月球对系统质心的角动量为 


Jr , 




)e + = 常量 


因为 


mM 


= 带重 


R 2 


^Mr 2 M + 


+ M 


小得多，上式可近似为 


因 


mM p 

+ m k 

M 

在质心平动参考系中对月球用质心运动定理，月球中心离系统质心的距离为;^， 


常量 


^tMrlQ + 


(1) 
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\ m M I 


GmM 


R 


G(m + M ) 


(2) 


R 


用式 (2)， 式 (1) 可改写为 


GR 


=常量 

式 (3) 中 M 、 m 、 r e 、 G 均为常量，减小， R 增大才能保证式 (3) 成立 

结论是对于卫星绕行星的转动角速度比行星的自转角速度慢(如地球-月球系统的情 
况），潮汐将使卫星和行星间的距离增大，而对于火星卫星(卫星绕火星转动角速度比火星 
自转角速度快)情况相反，潮汐将使它们之间的距离减小. 


MrlQ + mM 


(3) 


+ M 


6. 3质点系的动能定理和机械能守恒定律 


一系统由两个轮子、杆 ao 2 及其平行杆组成，轮子半径为 r 、 质量为， 

均匀分布于边缘，002连接于两轮轴上，杆与固连于轮子的铰接， (^02 杆 

■ 

R AB 杆质量均为 M 1 , O l A ^ O z B 长为 jr ， 质量可以 不计. 若在图 6. 21所示位置时，轮子 
在直线轨道上做纯滚动，轮轴的速度为〜，求此系统的动能* 


3. 1 


B 


1 j 


2 




A 


图 6. 21 


P 两轮子质心的速度均为由纯滚动条件得两轮子围绕其质心的转动角速度均 

用柯尼希定理，两轮子的动能之和为 


为 


M . Crco ) 2 


2 X irM.vl + 


2 M x v 






0,0, 杆各点的速度均为 Vo .0,02 杆的动能为 fM 2 W . 

杆上各点也有相同的速度，因而杆也做平动，考 

虑 B 点 的速度，它由两部分 组成: 一部分是跟随0 2 做平动的 
速度％(沿水平方向）；另一部分是围绕 a 点做角速度为 a * 转 

动的速度|阳=+1；，如图 6. 22 所示. 

杆的动能为 


图 6. 22 
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7T 


K 


= ~zM 2 \ —v\ + t^osin^ 




+ 


t^o + —wos \ — — <p 


^ - 9 


了 v 0 sin 


4 


整个系统的动能为 


(~vl + VosinfJ 


T = 2M x v\ + ~M 2 vl + —M 


=~rvlll6Mi + Af 2 (9 + 4s inf)] 

质量均为 m 的两质点被一原长为/、劲度系数为 A 的弹簧连接，原在光滑的 
水平面上处于静止，在^ = 0时 ，一 个质点受到一个垂直于弹簧方向的冲量假定在以后 

的运动中弹簧始终沿着两质点的连线(即不弯曲）. 

(1) t 时刻两质点的总能量与总动量多大？ 

(2) 质心速度和相对于质心的总角动量为何值？ 

(3) 若 

的最大距离多大？ 

(4) 两质点的最大瞬时速率多大？ 

(1) 在以后运动过程中，系统的机械能和动量均是守恒的，均为£ = 0时的值. 


3 


lkg ,^ = lN / m ,/ = lm ,/ = lN • s , 冲量作用后的运动过程中，两质点之间 


m 




i 2 


所以 


E = —m 


2 m 


m 


P = I 


JL = J- 

Zm 2m 

在质心平动参考系中，系统对质心的角动量守恒， 


( 2 ) 


Vc = 


[ 0 -(-£)] 


= ~n 


Jc 


+ — Xm 


7 X m 








m 


m 


如 t = Q 时，受到冲击的质点对质心的位矢方向单位矢量为 i , 冲量/方向的单位矢量为/， 
则 Jc 沿 Ac 的方向. 

(3) 在质心平动参考系中，任一质点的机械能守恒，对质心的角动量守恒. 

用极坐标系，考虑一个质点， 


一 2是 


F = _ 々（ 2r — /) 


r — 




= k 




亡 X 2 々 


r — 






II 


h = (r 2 <p) 


t=0 


2m f 2 


2 


4/n 


IH 2 

\^ m 2 r 2 


h Z 


(r 2 4 - r 2 <p ) 


T = 


—m\ r 


r 


m 




I 2 


因为 


T + V = (T + V) 


—m 




t=0 


2 m 




P 


in 2 

16 mV 


+ k 


—m\ r 


8m 


2 


当两质点之间的距离达最大时，「= 士^，卩= 0，代入上式，即得最大距离&满足的方程 
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2 mkl ^ — + (2 mkl z — 7 2 )/^ + Pi 2 = 0 

代入 m 、々、/ 和 J 的数值后，4满足的方程为 


2/m ~ 4/m + /^ + 1 = 0 

因4的偶次幂的系数之和等于心的奇次幂的系数之和的负值，可见必有4 一 1的因子， 
其实从上述方程也是距离取极值的方程4 = 0时就是处于极值的情况，由此可得出 结论： 

U m - V (2 li - 24 - /m - 1 ) = o 

/ m = l 显然是一个极小值,所以最大距离满足的方程为 

2/m — 2/m — I 


1 


0 






下面用牛顿法求上述方程的根 


f { x ) = 2 x z — 2 x 2 — 

f ( x ) = 6^： 


—1 


— 4工——1 


fix k ) 


k — 1，2，3， 


工袅+1 = A — 


f ioc k ) ’ 


® xi = L 5 


/( l . 5) 
fil . 5) 

/( l ,538) 

f ( l . 538) 

fil . 537) 
f {\. 537) 


(一 0. 25) 


=L 538 


j： 2 = 1. 5 — 


一 3 


7. 22 X 10 

7. 041 

1.842 X 10 

7.026 


=1. 537 


=1. 538 — 


文3 = 1， 538 — 


一 4 


= 1* 537 


= 1. 537 — 


= h 537 一 


所以最大距离为 / m = l . 537 m . 

(4) 在静参考系中，系统的机械能也是守恒的，在 （= 0 时，系统的势能最小，则系统 
的动能最大.此时，未被冲击的质点仍处于静止，动能为零，受冲击的质点的动能等于系统 
的最大动能.自然，两个质点的最大瞬时速率就是？ = 0时受冲击的那个质点具有的速率， 


V 


m 


在以后的运动中，虽然弹簧处于原长系统的动能为最大动能的情况会经常出现，但因 
在质心平动参考系中任一质点均有 


dr 


h 


參有理数 


1/2 


mh 2 


7T 


in 厂 2 


岔 F。— 

质点轨道是不闭合的，任何一个质点都不会再具有 t 这个最大速率了. 

FfL 

一 质量为 m 的卫星围绕地球以速度^在一半径为及的圆轨道上 运动. 卫星 
突然吸附了一小质量 Sm , 这块小质量在发生碰撞前是静止不动的.求此卫星总能量的改 

变量，并求这个新轨道的长半轴. 

当卫星在半径为及的圆轨道上运行时， 


3 


GmM 


ijHi 


R 


R 


其中 M 为地球的质量 


GM = Rv 2 
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吸附静止的小质量 Sm 后，速度变为 


+ Sm 


吸附前卫星的总能量为 


? GMm 

mv —―-— 


■■■■■■ ■ 


吸附后卫星的总能量为 


GM(m + dm) 


E f = —(m + 8m)v f 


R 


1 m 2 v z 

2 m + 5 m 


2 


— (dnOv 


— l 


8m 


(Sm)v 2 = —— —(m + 3^m)v 


2 


1 


吸附过程使卫星损失的能量为 


—AE = E — E r = ^v 2 dm 


新轨道是一个椭圆，设其长半轴为^， 


GM(m + Sw) 


E f = 


2 <2 


如用 上述公 的一级近似式 


E f =— — (m + 3^tn)v 


--( m + Sm )^=-^ (m+3Sm) 


则 




代入 


GM=Rv l 

{ (m + 3Sm)) 

卜 — 尺 

\ m + om ) 


得 


(i+^)(i-^U 

\ m I \ ml 


( i+^u 

\ m I 


在吸附的那个时刻，卫星处于近地点 . 

两根质量为 m 、 长 2a 完全相同的均质杆和 5C 于 B 点自由铰接，在一光 
滑的水平桌上运动 . 用两杆的夹角 2Q.AC 和平面上固定方向间的夹角？及其对时间的导 

数表示系统在其质心平动参考系中的动能 . 

取固连于质心平动参考系的坐标系，原点位于 
质心 , i 轴沿平面上的固定方向，如图 6.23 所示.图中 
E、D 分别为杆、杆的 质心 . 

OD= OE = asind 


3 


A 


y 


D 


<P 


e 




x D = asindcostp 


B 


E 


C 


=asin^sin^ 


y D — asin^cos 


9 — 7 


图 6, 23 
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Xe= asin^cos (7r — <p) =— asindcos<p 

—— asin 夕 sin(;r — <p) = — asin^sin^? 


JE 




50 与 X 轴的夹角为 f ，凡 4 与: T 轴的夹角为一寻 + p +^ BC 与: T 轴的夹角为 


7V 




d 


7T 


—-\r <p+ 6 ^9+6 




d 


7t 


—了 + 9— 8 


d 


= {p- — 




在质心平动参考系中系统的动能为 


Hb + yb) + Y # Y^ m ( 2a y w AB 


T = 




+ -rm{x% + j4) + 


~rn(2a) 2 (o 2 Bc 




m 


2 12 


x D = acosdcos<p ❹ — asin ^ sin 9? <p 

* ■ 
yo — acosdsin<p 6-^ asin 6 cos<p <p 

_ ♦ 

x E = 一 acos 8 cos<p 0-\- asin^sinp (p 

* * 

; £ = — acos ^ sin ^ 0— asin ^ cos ^ <p 


[(1 + 3cos 2 dW z + (1 + 3sin 2 ^)^] 

两个质量均为 m 、 速率均为 w 的粒子做斜碰， 


T = + 


a 


3 


* 


如图6, 24所示. 

(1) 求质心平动参考系的速度 V ; 

(2) 将在质心平动参考系中的总能量与在静参考系中 
的总能量进行比较. 

若碰撞时取为时间的零点，则^<0时， mi 、 m 2 两 




U 


图 6. 24 




粒子的位矢为 


Utl 


=— ut(cosd 0 i + sin^oi) 


质心的位矢为 


1 


+ 


r c = 


m x + m z 


= —^[(1 — cos8 0 )i — sin^oj] 


(1) 质心平动参考系的速度也即质心的速度 


[(1 — cosd 0 )i — sin^ 0 y] 


V = r c = 


~u 
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(2) 在静参考系中系统的能量为 


E = 


+ ~ 7 ： rn 2 u 


m x u 


在质心平动参考系中两粒子的速度分别为 


Vi = r x — V = ui — — w[(l — cosd 0 )i — sin ^ 0 y _ 


[(1 + cos 6 0 )i + sin ^ oj ] 


• (1 一 cos^ 0 )i 


——V =— ^( cos ^ + sin^ 0 y ) 


sin^oj] 






— T^[(l + cosd 0 )i + sind 0 jl 


在质心平动参考系中系统的能量为 


K f = 


(1 + cosdo ) 


比较£'与£， 


E f = 士 （1 + cos ^ 0 )£ 


一个质量为 M 、 半径为的匀质圆柱体置于光滑的水平面上，可绕其竖直的 
对称轴自由转动，两个质量均为 m 的质点，用长度均为 a 的不可伸长的轻绳连接在圆柱 
底部的一条直径两端的钩子上，将绳子按顺时针方向完全绕在圆柱体上，再用钩子将两质 
点直接挂在圆柱体上.证明 ：整个 系统不论以什么角速度绕对称轴逆时针转动时，先让直 
接钩住质点的两钩子脱钩，只要绳子长度合适，当绳子完全展开时再让直径两端的钩子脱 
钩，圆柱体都将停止转动.求绳长 a 与 m 、 M 、 R 的关系 

证明 对于圆柱体与两质点组成的系统，对圆柱的对称轴角动量守恒.绳子在光滑的 
水平面上展开，重力与水平面的支持力相抵消，机械能守恒. 

设开始两质点相对于圆柱静止时系统的角速度为叫，完全展开时圆柱体停止转动， 
质点的速率为〜则由上述的角动量守恒和机械能守恒，可列出下列 两式： 


3 


* 


— MR 2 + 2 mR 2 co 0 = 2 mva 


- j - MR 2 + 2 mR 


注意 :写上 述第一个式子时涉及对“绳子完全展开”的理解，绳子完全展开应理解为绳子刚 
处于与圆柱体完全不缠绕的状态，如图 6. 25所示. 


图 6. 25 
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两式消去 t ；， 可得 


、含 M + 2m J R 


2 ma 


1/2 


1 / M + 4 w 


R 


a 


与⑴。无关，说明只要 a 与 M 、 m 、 R 满足上述关系，不论叫多大，完全展开后，圆柱将处于 
静止状态，此时使绳子脱钩，圆柱就可保持静止. 

6 . 3.7 在光滑的水平桌上，有两个质量为 m 的质点，用一根长度为 a 的不可伸长的 
轻绳相连结.两质点原先静止，绳子处于拉直状态4 = 0时，给一个质点垂直于绳的冲量 

I , 求证此后两质点做旋轮线运动，该质点与另一质点的能量之比为 cot 

证明 取固定坐标系0巧，原点位于开始时两质点系统的质心，开始两质点位于$轴 

上，的那个质点于 t =0 时受到冲量/，沿 J 的方向取7轴. 

取动坐标系^3；，原点总取在质心 O 动坐标系随质心做平动， u 轴分别与轴平 
行(: y 轴与 V 轴重合). 

此质点系在水平方向未受外力，动量守恒，质心做匀速运动.在质心平动参考系中，两 
质点始终受到有心力作用，力心位于质心，故每个质点对质心的角动量守恒，绳子不可伸 

长，每个质点均绕质心做匀速率圆周运动. 

给两个质点标号，受冲击的为质点1，另一个为质点 2. 


It 


2 ma 


^20 = Vzo = 0 


广 0日寸， ^ lo ：?== e 


= 冬 co = 0 ， Vc = Vco = 


2 m 


: yio = 7io — Vco = — 


2 m 2 m 


在质心平动参考系中，两质 点围绕 质心做半径为含^的匀速率圆周运动的角速度为 


⑵0 = >10 


2 m f 2 

根据以上所述，£时刻两质点的位置如图 6. 26所示， 


It 




— — aco ^ d)t = —acos 


ma 


7i = let + —asina>^ 


It 


t - 


—asm 


2 m 


ma 


It 


芒 2 = -士 


acos 


fin 


It 


t — —asm 


72 二 


2 m 


ma 


图 6.26 


两质点的运动学方程已表明两质点均做旋轮线运动. 
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參 


It 




-— sm 






2m 


ma 


It 


' — cos 


2 m 


2m 


ma 


It 


e 


-— sm 


2 m 


ma 


It 


2m 2m 


COS 


ma 


两质点的能量之比为 


(巧 + 7?) 


—m 


£i 


It 


2 


=cot 


E 


2Tna 


•y m ^2 + 7i) 

两个质量均为 m 的质点，连在一根长/、质量可忽略不计的刚性杆的两端，该 
系统在光滑水平面上以质心速度为 t ； 、角速度为 o > (其方向垂直于运动平面)运动时，其一 
端的一个质点与另一个质量也为 m 的静止质点做完全非弹性碰撞,碰撞时运动的质点的 
速度方向与质心的速度方向相反 .求： 

(1) 碰撞以后的角 速度； 

(2) 在碰撞中损失的机械能. 

(1) 碰撞后三个质点构成的系统的质心速度为 


3 


» 


{2tnv ) = 


—v 


Vc — 


3 m 


质心位于离质量为 2 m 的质点处. 

碰撞前后系统的运动情况如图 6. 27( a )、( b ) 所示. 


2 




3 




2m 


m 


m 


c 


m 


—爹 H 


( b ) 


图 6. 27 


碰撞过程系统对任何固定点的角动量都是守恒的.考虑对碰后瞬时质心所在点的角 
动量守恒，设碰后的角速度为 D ， 则 


I u3 = 2m — / 


+ 2mv\ —I — —l 


2tti ~l + m 


O ) 


n 31 (jq-\-2v 


可得 


4 / 


(2) 碰撞前系统的机械能为 


2 


E 1 = — X 2mv 2 + 2 X 


1 


+Z 


O ) 


—rn 


m\ v 


4 
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碰撞后系统的机械能为 


2 


+ 士 m 從 + 士 X 2m -jrl n 2 


E 2 = ~ X 3m 


—v 


+ —m(3/ 2 <^ 2 + ilcov) 


16 


4 


碰撞过程中系统损失的机械能为 


+ ( Zo > 2 — 4ojv) 


— AJS = Ei — E 2 = 

说明:完全非弹性碰撞并不意味着碰撞的两个质点粘在一起，我们上述的计算是考虑 
粘在一起的,如不粘在一起，（1)问的计算仍有效 .（2) 问的计算，£ 2 应改为 


一 mv 


16 


4 


—X 2 


+ —lO + 


E 


—m\ ~v 


—rv 


m 


代入 d 值，经计算可得 


16 

结果是一样的.这不奇怪，因为碰后瞬时，三个质点的速度两种情况没有区别.再以后，两 
种情况的运动状况是有所不同的. 

质量均为 m 的两个质点用长度为 4 a 的不可伸长、不计质量的绳子连结，开 
始两质点均以与连线相垂直的速度〃在光滑的水平面上运动,两质点轨道间距离为 4 a . 
突然遇到一个直径可忽略的光滑钉子，此时钉子距质点1的距离为 a . 若以后两质点在相 

反方向转动时不相碰，问在以后的运动中： 

(1) 质点1离钉子的最大距离多大？ 

(2) 质点1离钉子最大距离时绳子张力多大？ 

(1) 根据两质点系统机械能守恒和两质点各自为系统分别对钉子这个固定点的 


E 


+ 4 ⑽） 


—mv 


4 


3 


i 


角动量守恒，有 


(r? + r\^0 + —mixl + r\<^) = 2 X — 


— mva 


mr\<Pi = Zmva 


绳子不可伸长， 


厂1 +厂 2 = 4 a 


在质点1离钉子最大距离时 ， h = 0 


和 92,得 r lm&x 满足的方程为 

— 8^ 4 = 0 


由后四个式子消去第一个式子中的 


r \^ r 2 ^ r 2 
— Sarl^ + ll^ 2 rfniflx + 4a 


由叠代法或牛顿法可得 


^ lmax 1 • 653“ 


(2) 质点1、质点2的径向运动微分方程为 


m(r l — r^) = — T 
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* 2 


m(r 2 — r 2 ^) 


— T 




两式相加，考虑到 n + r 2 = 4 a 和角动量守恒， 


a 2 v 2 


9a 2 v 2 

(4a — n) 


_ 2 


T = —mCr^ + r 2 ^) 


—m 




rl 


代入 


=h 653 a ， 即得所要求的绳子张力 


r\=r x 


T = 0. 459 — 


a 


6. 3. 10 质量为 M 、 半径为 a 的半球，其底面放在光滑的水平面上.有一质量为 m 的 
质点沿此半球下滑，初始位置与球心的连线和铅垂线成〃角，系统幵始是静止的，求质点 
绕球心的角速度. 


取图 6. 28所示的2轴沿水平方向，且是 
与球心所在的竖直平面与水平面的交线，原点取 
在开始时球心的位置.当 m 滑到与球心的连线与铅 

垂线成0角时，半球移动了 

由于水平方向未受外力 ， m 、 M 系统的质心的 

坐标： tc 不变， 

Mx + m ( j ： — asin ^) = (m + M)xc =常量 


m 


x 


x 


X 


O 


图 6. 28 


M i : + mix — acosdd) = 0 


ma 


M cos6d 


x = 


m + 


由机械能守恒， 


—Mx 2 + — [( i — ad cosd) 2 4" (泛汐 sin 汐 ） 2 ] + mgacosd — mgacosa 


~(M + m ) x z + — ma 2 d 2 — ma x d cos 0 — mga(cosa — cos 汐) 


代入 i ， 解得 


•d 2 = 


ma 


cos 2 夕 


—a 


2(m + M) 


1/2 


— cosd 




cosa 


d = 


a 


m 


cos 2 汐 


1 — 


+ M 


m 


6 . 3 . 11 —根长为 2 a 不可伸长的轻绳，中点连着一个质量为 M 的质点，两端各连一 
个质量为 m 的质点，在一光滑的水平面上成一正好拉直的直线.给 M —个垂直于绳的水 
平初速 t ；. 证明: 若时间 r 以后两端的质点发生碰撞时，质量为 M 的质点从开始位置位移 

2tna 


mAfv 2 

(M+2/n) 2 a 


，并证明正要发生碰撞之前，绳子张力: r = 


b= 


Mv 


证明 


v 


M+2m 

(,2m + M)x c = Mx l + 2mx z 


(1) 
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图 6. 29 


分别表示 M 和两个 m 在 （ 时刻的位置，如图 6. 29 所示 
碰撞时刻^ = 


工1、工2 


Tj 


JC\ — b ^ 


工2 = 


Mv 


x 


M + 2m 


将碰撞时刻的和&值代入式 a ) ， 


Mvt = (M + 2m、b — 2ma 


(Mvt + 2 ma) 


b = 


M + 2m 


在刚要碰撞时， 


Mv 


( 2 ) 


Xi ~ x 2 = v 


M + 2 ^ 


机械能守恒， 


—Mx\ + 2[_^rm{x\ + yV)^\ = —Mv 2 


将式 (2) 代入上式，解出得 


M 


2 


V 


Af + 2饥 


因为 


acosdd 


yz = asind^ 




yz 


碰撞时 >0= O ，；2 = a 汐， 


Mv 2 

( M +2 m)a 


Mv 2 

M +2/ w ， 


廚以 


a 2 d = 


动量守恒 


(3) 


Mx x + 2mx 2 = Mv 

—acosd ， i 2 = ii+asin 汐 6 


因为 


^2=^1 


式 （3) 改写为 


(M + 2m)x 1 + 2masindd= Mv 


上式 两边对 t 求导， 


(M + ZmYxx + Zmasindd^r 2macos88 = 0 


Mv 2 


代入上式，可得碰撞时的 L 为 


在碰撞时，沒=0,夕= 


( M +2 m ) a 2 ’ 
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2 mMv 2 
(M + 2m) 2 a 


Xi = — 


Mx x = — 2T 


= mMV 

1 = (M+ 2m) 2 a 


一 质量为 M 、 半径为 i ? 的重星以速度 V 通过质量密度为^的非常稀薄的气 
体，由于它的引力场，重星将吸引迎面接近它的气体分子，并将它俘获在表面上，相对于 
V ,气体分子的热运动可以忽略，气体分子间的相互作用力也可以忽略不计.求星体在此 

刻受到来自气体分子的阻力. 

取^时刻的星体为参考系，气体分子在无穷远处以 一 V 的速度向星体运动，在星 
体引力场的作用下，气体分子的轨道如图 6. 30所示. 


3. 1 


图 30 


设刚能被星体俘获的气体分子的瞄准距 离为心 刚能被俘获的这个分子被俘获前的 
速率为 I ；， 由角动量守恒 


( 1 ) 


vR = bV 


由机械能守恒，设 m 为气体分子质量， 


1 9 GMm 

飞麵—丁 


= —mV 2 


( 2 ) 


由式（1)、（2)两式消去 w 解出 


[2 + 2GM 


R 


b 2 






V 


式中的 V 是£时刻重星的速率， V 的方向向右. 

星体受到的气体阻力等于单位时间俘获的气体分子的动量， 

7tb 2 V^t * P{- V) 


dP 


= lim 

△^0 


F= 


dt 




R 2 \v 2 + V 




=- npb 2 VV 

这是重星在速度为 V 时受到的气体 阻力. , 

方法 二:作 为变质量质点的运动问题，取重星为本体，⑺表示星体的质量，它是 （ 的函 

数(在方法一中 w 表示气体分子的质量，勿混淆). 

+ (y - ^) 




v 


dm 


dV 


= + 


m 


dt 
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争 


这里取静参考系，〃是微粒(气体分子)的速度， u = 0，Ft、F& 分别是作用于本体和微粒的 
外力（对本体和微粒组成的系统），均为零， 


dm 


= p 7 tb z V 


cU 


重星所受的阻力为 


dV 


dm 


dm 




=—pKb 2 V 2 


■ ■ ■■■ 


- (V - u ) 

v ^) , 

TtpR 2 ( V 2 + 


= — V ^r~ 


F = 


m d7 


dt 


dt 


R 


代入方法一中解得的 6 2 = 77 


V 


P = - 


6 . 4 两体问题 


6. 4. 1两颗星的质量分别为 M 和 m， 相距为 i 两星绕着不动的质心做圆周运动. 
两颗星近似为质点，质量为 M 的星发生爆炸，损失质量 AM， 爆炸是瞬时的、球对称的，对 


残余体的合力为零，爆炸时对另一颗星无直接作用•证 明：当 △M<f(M+m) 时,余下的 
双星系统的运动仍是有界的. 


mM 


证明 方法一:用 m 星平动参考系， M 星的质量改为折合质量户= 
d 的圆周运动,设角速度为⑵，由牛顿运动第二 定律. 


，做半径为 


+M 




M 


GmM 


aj 


d 2 


G(m + M) 


co — 


d 


M 星发生爆炸后，对静参考系来说， m 星的速度没变， M 星的残余体的速度也没变 • 
可是双星系统的质心位置变了，系统的质心速度不再为零. 


M 


M 两星距原质心的距离分别为;^和 


md 


m 


m+M 


d 


Md 


， m 、 M 两星对静参考系的速度分别为 


0) 


^ 4 ™ A/ 


m 


C 


d 


它们也是 Af 星爆炸后瞬时 w 星和 M M 


和 


60, 


Md 


% 


m+M 

残余体对静系的 速度. 如图 6. 31 所示. 

由质心的定义，新质心 c 的速度叱由下式确定 




图 6. 31 


mAM 

+ M 


Md 


Md 


a)d 


-(M ~ AM) 


(M — AM + m ) v c — 


(O 


co 


m 


+ M 


+ M 


m 


m 


m 


AM 


m 


cod 


Vc = 


M — A A/ 4~ 


+ M 


m 


以下采用新的质心平动参 考系. 
Af 星残余体的速度为 
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md 


md 


— ( _ v c ) 


(O 


O ) 


V 


C 


+ M 


m + M 


m 


W ( 1 + 


AM 


m 


(od 


M- AM + 


A/ _ A A/ + 


m -\- M 


m 


m 


M 星残余体的动能为 


co 2 d 2 


T = +(M- AM) 


(Af — AM + rn) 


求 M 星残余体的势能如下 


Gm(M - AM) 


F =- 


2 


其中 r 是 m 星和 M 星残余体间的距离，需将 F 表成残余体离质心的距离 〆 的函数， 


M — AM + m , 


M 


r = 


M- AM + 


m 


m 


Gm 3 (M- AM) 

(M - AM + m)V 

GmHM — AM) 

(M — AM + m) 2 r f 


P - 


2 


Fdr r = 


V / (r ; ) 




rrt 


cf , 此时， 


在爆炸后的瞬时， r '= 


M-AM+ 

GmKM - AM) 
(M -■ AM + m) 


GmKM- AM) 

(M — AM + m)d 


md 


= 


M — AM + m 


M 星残余体的总能量 


Gtn^ (A/ — A A/) 
(M- AM + m ) 2 (M - AM + mM 


m 2 <v 2 d 2 


E f = T f V = (M — AM) 


2 


G(m+M) 


，经计算可得 


代入 


Ct > = 


d 


Gm ? {M — AM) 




△Af — — (m + Af) 

M 星残余物做有界运动也是新的双星系统做有界运动的条件是 f <0, 即 

<0 或 AAf < 4 ■(饥 + M) 




) 2 d 


a 






i*r 


— (w + M) 


LM — 


这个有界运动是对新的质心平动参考系或对一个星体平动参考系而言的，是指 m 星与 M 
星残余体之间的距离保持有限的运动•对静参考系这个双星系统可一起运动到无限远处. 

方法二 :爆炸 后仍用 m 星平动参考系，考虑 Af 星残余体的运动，可直接写出爆炸后 

瞬时的势能和动能， 


Gtn (Af — AAf) 


d 


Gm(M - AM) (m + M) 


1 m{M — AM) 

2 Af — AAf + 

是 M 星残余体的折合质量，是它的速率 • 

GmCM - AM) 

(Af — AA / + 7Ti)d 


( cod ) 


T 二十 


(M — AM + m)d 


m 


m(M—AM) 

Af—AM+m 


其中 


+ AO J 


AM - ^ 


£ = 了十 V 
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在 m 星平动参考系中， Af 星残余体做有界运动的条件是£<0，得^%<言(饥+从). 

用此法可以不计算％和 V ，因而简捷得多.但需注意计算动能时别忘了用折合质量. 

有两个质量均为 m 的质点用一根劲度系数为 L 未伸长时长 a 的轻弹簧连起 
来，静置在光滑的水平面上.第三个质量也为 m 的质点以垂直于弹簧的速度 V 运动，并射 
中一个质点粘在上面.要使弹簧拉伸到最大长度为应多大？ 

先用静参考系考虑碰撞过程.因碰撞是完全非弹性碰撞，且两碰撞质点粘在一 

起,质量为 2 m , 由动量守恒，该质量为 2 m 的质点的速度为 

以下用几种方 法解： 

方 法一: 作为两体问题，采用质点 1( 未受碰质点）平动参考系，另一质点改用折合质 


4 








2m 


m 


fJL = 


—m 


2m + m 


由机械能守恒， 


2 


/^(r 2 + ) 十 —k{r — a) 


( 1 ) 




= 


由对质点 1( 取为原点）的角动量守恒， 


( 2 ) 




jur <p— /wa = 


= 时= 0,代入式 (1)、（2) ， 


当 


max 


9fjui 2 (p + ^ka 


(3) 


mV 


4 


(4) 


9a<p= —V 


从式 （3)、（4) 解出 V ，并代入户= 


得 


—m 


3々 


18ka 


V = 


= 3<2 


M 


方法 二:采 用碰撞后的质心平动参考系.该参考系对静参考系的速度为 


mV 


= 


V 


c 


考虑质量为 2 m 的质点，刚碰后 


v f 


丄 jr 

— * V 


- 


v 




c 


—a 


对原点（质心）的角动量为 


= —maV 


2m * —V 


—a 


仍用 r 表示弹簧的长度，该质点受到的弹簧力 
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— 々（ 3〆—— a) 


F =— k (r — u ) 




) 


=- 3 k r ; 


= - k f r ; 


—a 


a 


2 


Fir f ) dr f = — k f r f — 


—a 


—a 


o 


最大伸长时， 


= 3 a ^ 


r 


a 


max 


max 


max 


机械能守恒 


X 2 m {r fZ + r /2 炉） + ~k r f — 


=—X 2 m —V 


—a 


对质心的角动量守恒， 


2 mr n ( p — —maV 


' = 0,消去§?，解出 


代入 〆 = r f max = a^r 


3 k 


y = 3 a 


m 


方法 三:采 用碰撞后的质心转动参考系，既跟随质心平动、又随两质点连线转动.用这 
个非惯生参考系，对于质量为 2 m 的质点，除受弹簧力这个真实力外，还受到惯性力 :惯性 


d 


离轴力 、一 2 m 和科里奥利力，后两个惯性力不做功，用有效势能考虑弹簧力和惯 

性离轴力做 的功. 

机械能(包括动能和有效势能)守恒， 




{2 m ) h f 


—(2 m)r !Z + ~(3^) r f — 


—a 


2 


2 r 


a 


其中 


h f =-rV 






a 




18 


当 〆 = rL x = a 时， 〆 =0,把它们及 h f =~ aV 代入上式，可解出 


18 


3是 


V = 3 a 


6. 4.3 一个质量为 m 的中子以速率 t ； 与一个质量为 M 的静止的原子发生弹性碰 
撞.试用静参考系和作为两体问题引入折合质量的办法，证明碰后原子的最大速率为 V = 


2 m 


m 


证明 方法一 :用静 参考系，要碰后原子得到最大速率只能是正碰 • 
设正碰后中子的速度为 V ，原子的速度为 V ，均沿》的方向 为正. 
由动量守恒和机械能守恒， 


= mv 


mv 
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m 


解出 


— 


m+M 


关于正碰时原子获得的速率最大说明如下 :将中 子的碰前速度 t ； 按碰撞时连心线方 


向及其垂直的方向分解 


mv // + MV = mvcosd 


( 1 ) 


”^丄 = mvsind 


( 2 ) 


其中0是 u 与连心线间的夹角， 


(!//;+ i /丄 2 ) + 含經 2 


(3) 






式 (1) 的平方+式 (2) 的平方一式 (3) X 2 m ， 约去各项的 MF ， 可得 

MV + 2 rnv f // — mV = 0 


(4) 


用式 （1) 消去式 (4) 中的，可得 


MV + 2(mvcos6 — MV ) — mV = 0 


2mx^cos^ 


T7 fc 

L* h 


+ M 


2 mv 


显然当 cos 0= l ，即0=0>发生] E 碰时 J 7 最大，且为 V = 


m+Af 


M 


方法 二:作 为两体问题.采用中子平动参考系，原子的质量改用折合质量 




m+M 


考虑正碰，碰前原子的速度为一〜因弹性碰撞，改用折合质量后也有机械能守恒，碰 


后原子的速度为^ 

碰后中子对静参考系的速度不再是％设为 V ，由静参考系中中子、原子系统动量守 


恒， 


mv f + + u ) = 


其中 t / 是碰后原子对静参考系的速度， 


- M 

+ M 


m 


碰后原子在静参考系中的速度为 


— M 


2 m 


+ M 


+ M 


m 


在方法一中，采用静参考系，证明了要使原子获得最大速率必须是正碰.在方法二中，作为 
两体问题，要作这样的证明是困难的，因为要求碰后中子的速度，还得用静参考系. 

一 般地讲，不受外力的两个质点系统，如求与它们的相对运动有关的量，作为两体问 
题处理较为有利，如求一个质点的绝对运动有关的量，作为两体问题处理没有优越性. 

6 . 4 4 两个质量分别为叫和 m 2 的行星围绕太阳做长半轴分别为^ 和& 的椭圆 
轨道运动，证明它们的周期比为 


1/2 


-a\{M H- Wi)- 


T , 


T 
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其中 M 是太阳的质量. 

证明 可以证明，对于平方反比律力作用下的有心运动，有下列形式的运动微分方 


程 


( 1 ) 


m 


> 0 ,且做椭圆轨道运动，则运动周期 


27 T 


T = 


其中 a 是椭圆轨道的长半轴. 

今考虑太阳的质量 M 不大于行星的质量 m , 则取太阳平动参考系，用折合质量 
取代行星质量 m ， 行星的运动微分方程可写为 


M 


+M 


m 


mM 


GmM 


( 2 ) 




将式 (2) 改写成式 (1) 形式， 


+ M GmM 


mG(m + M) 


M 


把等号右边写成 一¥ r ， 其中 a = G ( m + M )， 贝 ! J 


2 tt 




3/2 


3/2 


T = 


1/2 


/2 


[G(m + M )] 1 


2tt 


3/2 


所以 


T,= 




2 丌 


3/2 


T 


Ti a i 


[G(m 2 M )] 1 


1/2 


T , 


+ M ) 


T 2 


6. 4.5 质量分别为 4 m 和 m 的两质点 A 和 5 能沿 x 轴无摩擦地运动，两质点间有 
大小为^的相互吸引力，其中 A 是正值常量^是两质点间的距离.^ = 0时，质点 A 位于 

5 a 处，质点位于 10 a 处，均处于静止状态 .求： 

(1) 两质点发生碰撞的工值； 

(2) 在将发生碰撞的时刻两质点的相对 速度； 

(3) 如碰撞是弹性的，碰撞后到再次发生碰撞经历的时间. 

(1) 取质点 A 参考系，质点6的运动微分方程为 


x 




4 


4 


1 —mr-\- kr — 0 


r =—— kr ， 


4m + 


m 


,^ 0 日寸， jo \ == 5 ^i ^ JC2 ^ 1 Otz ， 


x x = ha ^ 


r = x 2 — 


r= x 2 — 


微分方程的通解为 


hk 


= Ceos 


Am 
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由初条件定出 C =5 a ， a =0 


5是 


(1) 


r = Sacos 


4 


m ] 


5k 


hk 


( 2 ) 


— 5 a 


sin 


x z — Xi = r 




4 


4 


由动量守恒， 


(3) 


4：ntXi + mx 2 = 0 


由式 (2)、（3) 两式解出 


逆 sin 


5 是 


X ! ~ a 


Am 


4 


积分上式，用初始条件: £ = 0 时 ， A = 5(2,得 


5 k 


5k 


dt 


sin 


J：!— 5<2 + 


a 


4：m 


4 /w 


0 


5k 


— 5a —— a cos 


— 1 


4 


碰撞时 ，r = 0, 由式 （1) 知，此时 di ， 


5 k 


4 


TV 


7 T 


m 


=it 


5 k 


bk 


2 


Am 


7 t 


-1 = 6 a 


x x — 5 a — 


a\ cos — 


自然，碰撞时 yx z = x 1 = 6a. 

(2) 在将发生碰撞的时刻，相对速率为 


5是 


5 k 


土2“1) 一 士 1(6) 


——5 <2 




-— sin 




4 


5 a 


5々 


——5 <2 


4 m 


(3) 方法 一:考 虑到完全弹性碰撞， i 2 、 h 在碰撞后仅改变正负号，纟也因此改变正负 

号.式 (2) 的定义域为， 


5是 


5 k 




r= 5a 


sin 


4 m 


t 2 是再次发生碰撞的时刻. 


上式对 t 积分，积分下限为 t=t x = n^f k M 


5k , 


5々 


5是 


dt = — 5 acos 


dt = 


Su 


一 — sin 


4 m 


m 


m 


4 


4 w 


Sk 


Sk 


再次发生碰撞时 ， r =0，£= h ， 所以 
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5々 


m 


t 2 = 3 兀 


5 袅 


4 ：m 


相继两次碰撞间经历的时间为 


m 


m 


m 


= t 2 — ti — 3?r 




— TV 




5k 


5k 


5k 


方法二 :和方 法一不同之处仅在时间的零点重新规定.令第一次碰撞时为^=0 


5是 


5 是 


以时刻， 


考虑到完全弹性碰撞^ = 0时，\ = 


— 4xi = 4a 




一 a 


5k 


sin 


cos 


a 


x 1 = 


— Cl 




Sk 


5^ 


^：2 = 4 a 


cos 


4m 




5 是 


5k 


r= x 2 — Xi = 5a 


cos 


4m 




5k 


dr = 5asin 


r 


4 


再次发生碰撞时， 


5k 


n 


4m 


4 


m 


= 2 ^r 


5k 


5 是 


6. 4.6 质量分别为 m 和 M 的两个质点分别连在一个原长为 a 、 劲度系数为々的轻 
弹簧的两端，开始两质点均处于静止状态, m 位于 M 正上方 a 处.^ = 0时给 m —个竖直 

向上的速率^求以后任何时刻两质点的位置. 

采用 M 平动参考系，取固连于它的^坐标,原点取在质点 M 处，向上为正. 
另一质点的运动微分方程为 




M 


m 


=— k {y — a ) 


初始条件 y = 0 时， 


解得 


y =^ a , y = v , 


mM 


sin 


y — a v 


k(m + M) 


用静参考系，由质心运动定理， 


(m + M)i c = — (m + M)g 

轴是固定的竖直向上的坐标，原点取在^ = 0时质点 M 所在位置，则 


m 


m 


尤= 0时 


，积分得 


，Xc = 


， X C = 


m 
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ma 


x 


C 


+ M 


m 


m 两质点的位置为 


m 


\ 


M 


x 


x 


m 


c 


Mv 


M 


mv 


k(m + M) 


sm 


+ MM k(m + M) 


m 


mM 


Xm = 工 


C 


mM 


mv 


mv 


k(m + M) 


sm 


+ MW k(m + M) 


m 


mM 


4. 7 质量为 m 、带电荷 e 的两个相同的带电粒子，开始相距很远， 一 个粒子是静止 
的，另一个以速率〜瞄准距离心 2 / mt ; 2 向静止的粒子方向运动•求质心系中和实验室 
参考系中的散射角氏、見，两粒子的最近距离及最近距离时两粒子的相对速率和绝对速 


ke 


率，其中々是 = i 中的系数. 

r 

方法一 :采用 散射粒子平动参考系， 


m 


户= 


~m 


ke 2 


ke 


r 2 


F = 




一 m 


2 


2ke 


< 0 


2ke 


2ke 


k = pv = 


v 


mv 


mv 


E — 


X 


fW 


mv 


~mv 


4 


h z K-a) 

-i +為 ” 


(参 


用平方反比律力作用下运动学方程的公式，因 a <0, 用公式 


r = 


看 C 经典力学》上册，强元菜编著•科学出版社. §4-4) 


h z /(― a) 


12 


— 1 + ecos<f\ 2 


h 2 


2ke 2ke 


2ke 


a 


m 


v 


mv 


m 


2ke 


2 


—mv 




2h 2 E 


4 


mv 


=^f~2 


€ 


2 


2^^ 


a 


m 


2ke 2 /mv 2 

1 + V^COS 灼 2 


rn = 
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mv £ 


当奶2 = 0时， 

当 一 1+ COS ^2 = 0 时 


ri2 = rmin = 


， r 12 


n 


仍 2(°°) = 


士 - 


arc cos 




-fl 


4 


7 t 


— 2 | ft 2(°°) I =; 


d c = 6 


= 7 t 


12 


由实验室参考系中的散射角氏与质心平动参考系中的散射角氏之间的关系 


sin 汐 


7 T 


C 


1 ， d r — 


tanff r = 


4 


—+ COsd c 


m % 


其中 m 1 , m 2 分别是被散射粒子和散射粒子的质量，这里 

最近距离处两粒子的相对速率为 


mi = mz = m 


V r y 


min = ^ 


V 


2 ke 2 /mv 


h 


v 


(2 一 1 ) t ; 


V r = 




Zke 2 {\ + )/ 


1 + 2~ 


r mi 


mv 


n 


设粒子 1、2 相对于质心平动参考系的速度分别为它们是平行的，方向相反, 


因为 


= ^lc— (― t^2c) =ri c +t^c = 2t ； l c 


V 


— X)V 

由图 6. 32 可知，在 


所以 


Vu = V 2c 


处， 


mm 


7 t 


与的夹角为 "TT 


与％。的夹角为了 


v c 


fV Q 


4 


4 


mv 


妇 u 


v 


~v 


c 


m + m 


V c 


JT 


4 


vr) 


7 t 


vl= v\ c + 2^i c cos — = V 2 






/C 


4 


4 


t ^2 c 




3(2 - VY ) 


t； 2 (2 - vT) 


2 


+ Vjc + 2t^c^2cCOS —7V = 


2 


t ^2 — ^ 


c 


4 


4 


图 6. 32 


^2 = 




方 法二: 采用质心平动参考系， 


ke 2 


ke 2 


ke 


ma 


F = 


~ (2 r f ) 2 ~ 4 r ' 


ke 


a 


Am 


ke 2 


h f = p f v f — 




p 


v 




4 
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縧 


f z 


E r = 


—mv 


—mv 


2h f2 E 


ke 2 /mv 2 

1 + ^/Tcosf c 

ke 2 > — 

= —+ 1) 

mv 


e 


mv 


h f2 /( - a f ) 


r 


1 + ecos<p c 






ke 2 /mv 


min 


i + VY 




在〆 =rLii 处， 


h ! 


= 4(vT 


— 1) 幻 


c 


nun 


由〆（奸)的表达式可知，当 ^^"cos 供 =1 时，〆 


由此得出， 


― ^OO , 




7T 


9c(°°) = 

在质心平动参考系中粒子1的散射角（考虑到对称性，也是粒子2的散射角）为 

q c ~ n — 2 |9c(°°) I = 


士 - 


arc cos ― r — 




4 


两粒子的相对速率为 


=— 1 ) t > 


v r = 2v 


lc 


以下求两粒子的绝对速率^1^2同方法一. 

方法 三:用 散射粒子平动参考系，不同于方法一之处在于不用关于平方反比律力作用 
下运动学方程的公式，而用满足的方程和比耐 公式： 


Ike 


h = pv = - 

■ ▲ • ■ 


M = 了饥， 


mv 


min 满足的方程(其中 U 为被散射粒子的有效势能），具体写为 


2 ke 


ke 


1 


1 


2 




亡 X 


v 




r mi 


mv 


r min 


n 


miri 处 A = 0 .解出 rmin 为 


这里用了在 


= ^^*(1 + ) 


r min 


mv 


(已舍去了另一无物理意义的负根) 


h 


—= i^sTi — 1 )^ 


V 


r m 


n 


由比耐公式, 


A^ u 

^ = ke z u z 


2ke 


1 


u 


—m 




mv 


d 2 u 


mv 




2ke 


令 w' = « + ，上述方程变为 
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dV 




v! — Acos<p^ 


+ Acos<p 


Ike 


当 p =0 时 = 


2h 2 (i + ^y~2 ) 


厂 min 


^2 


由此定出 




Ike 


^/~2 


coscp 


Ike 


2ke 


r ^~^ 时 ， M — 0 ，此时 ( p — oo ) 


vT 


2ke z 


COS 妒 （ OO)== 


VJ 


Ike 


f (°°) = 士了 


4 


以下同方法一 


6.5 变质量质点的运动 


6. 5. 1初始质量为 m Q 的火箭在均勻重力场中以不变加速度 ng (其中 g 是重力加速 
度)铅直地上升，不计空气阻力，燃气喷射的相对速率％不变，求火箭质量的变化规律. 


dm 


dv 


=— mg 


di 


da 


n = n g 


dt 


dm 


— m(n + 1 ) 犮 




dt 


dm 


f 


dt 








m = m 0 exp 


6. 5 2 火箭在均匀重力场中以不变的加速度 a 向上运动，不计空气阻力，燃气喷射 
的相对 速率％ 不变.求火箭质量降为二分之一所需的 时间. 


. dm 


du 


m nr+t; 




dU — 


dt~ 


ck 


dm 


dt 


dm 


g + a 


ck 
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1 ^0 

In — 

7饥0 


V r 


其中£为火箭质量降为二分之一所需的时间. 


ln 2/(^ + a ) 

3初速为零的变质量质点，以不变的加速度 a 沿水平方向运动，燃气喷射的相 


t 


v 


对速率 tv 是常量，不计阻力，求质量减为十时所走过的路程. 


k 


Av 


d 


dv 


TTT i ， = 0 ， 


di =a 


cU 


cU 


k m Q d 


1 




mi 






m 


v 


o 


m 0 


a 


In 


k 


V r 


t ——— i; r ln^ 


a 


= — (i ； r ln^ ) 2 


s ==： _ at 


2 a 


如上题的变质量质点受到滑动摩擦力，摩擦因数为 ^ 求所走过的路程. 


dv 


d 


mi 


T 7+ 耵 


= —fJtmg 


At 


dt 


dv 


=a 


dt 


dm 


f + a 


f 


k m o 


ck 




m 


v 


o 


m 


0 


紐 + ^ 


In ~ = 


k 


V r 


z; r ln 々 


m + 


a 


a{v r \nkr 

2(^ + a ) 2 

6. 5.5 初始质量为 m 。 的火箭在自由空间由静止出发，火箭的排气速率为常量 
求火箭的动量达到最大值时火箭的剩余质量 * 


5 = —at 


2 


v Q9 


dv 


dm 


*TT+tV 


0 




ck 


ck 


V r = V Q 


dm 


dt ; 




dm 


m 


v 


m 


i m 

i； 0 ln —— 


dt ； 


v 


v 








o 


m 


m 0 


0 


m 


0 


, m 

0 ln 


p = 


mv — — mv 


m 


o 
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火箭的动量为最大值时，有 


0,即 




d 


— t; 0 ln 


~ v Q = 0 


0 


mi 


In — = — 1, 


-1 


= 6 


m 0 


o 


所以此时火箭的剩余质量为 


m 0 


m 


e 


一火箭无初速、垂直向上发射.它靠喷射质量推进，相对于火箭喷射速率权不 

变，质量变化率为常量，此常量由火箭的初加速度为零确定，设重力加速度为常量•求： 

(1) 火箭的加速度与时间的关系 ,• 

(2) 火箭的高度与时间的关系(不必求出积分). 

dr; . dm 

m d? +w d7 = 

又因 ¥= 常量，时 g = o , 在 t = o 时用上式， 




_ 


( 1 ) 


g 


设 （ = 0时 


m = m 0 ， 


dt 


d 


d 


m 0 


m 




u —— m 0 g ， 


dt 


积分上式,可得火箭质量 m 随时间的变化关系 


0 




m 


0 


a 


mi 


与 t 的关系，运动微分方程可改写为 


用 


ck 


dv rn 0 g z 

- Si, 


m 0 g 


0 


u 




1 - 




u 


u 


di ； 


所以 


d 亡 u——gt 


dt ； 


( 2 ) 


dt u — gt 


v = 


oU — gt 


dt 


+ 


u 


= g 


oU — gt 


u — gt 


0 


u 


= —— gt + win 


u — gt 

I vAt =~ + uj 

到此已符合题目要求，其实积分也不难积，可得 

ut + ^~^ 2 ) + + gt)ln 


u 


In 


dt 


h = 


^ — gt 


0 


U 


h 




U — gt 


g 
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7质量为 M 。 并装了质量为 m 。 的燃料的火箭船在均匀重力场中 

垂直起飞，如图 6. 33所示.相对于火箭船以速率 w 喷射燃料，在: T 。 时间内 

全部喷出.求 T 。 时火箭船的速度. 

设 M 是火箭船(包括尚未喷出的燃料）的质量， 


嘸 


g 


w 0 


dM 


dv 


Hll I 


M^ ： +u 0 ^~=-Mg 




图 6*33 


dv =— gdt — |^dM 


°ck - 




dv = — g 


u 0 


M 


M o + ffI o 

M 0 + m 0 


v(To )= — + u 0 ln 


M 0 


6. S. 8 —个瞬时质量为 m 的火箭受到一个恒定推力 F 的作用，此推力是由发射推 

进剂取得的，发射的相对速率较大，#较小，推力总沿速度方向.火箭沿在一个平面内的 

近似螺旋线的轨道从开始离地球中心距离^运动到 
力加速度为#。，『 2 》『。，火箭离地球中心的角坐标为於 

(1) 火箭的单位质量角动量是否是运动常数？ 

(2) 导出关于瞬时速率和重力加速度用 

(3) 导出用上述各量及 m 表示的 P 及$的表达式. 

(1) 在火箭运动的平面取极坐标系，原点位于地球中心. 

I 

火箭的角动量 Jsrnri , 单位质量角动量为 y = ^ = 受到的力，重力是有心力 ，推 

_ 

力不是有心力，合力不是有心力，对地球中心的力矩不为零，）显然不是运动常数. 

(2) 瞬时速率的表达式为 


与地球半径 r 。 接近，那里的重 


广2，广1 


及史表达的式子; 


r 、 r 0 、r 


重力加速度的表达式为 


GM GM r\ 


rl 


^2 — ^0 9 


g = ~T 


rl 


d v 


dm 


(3) 


dt 


dt 


d v dm , ^ ' 

^ = v r ^+mg = F^mg 


将上式写成极坐标系的分量表达式， 


mg 0 r 0 


(r- r<p) 


m 


2 


+ r z (p 


m(r<p + 2r cf) 


9>和 m 表 7 K 的式子 * 


解出即得它们用 


r^r 0 >r 
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6. 5. 9火箭在无引力场和无阻力的情况下做直线运动，设火箭的初始质量为 m 。， 最 
终质量为，喷射的相对速率为常量 tv . 求从开始到全部燃料烧完时推力所做的功. 


dv 


dm 


+队丁 = 0 


m dt 




dm 


dv — 


— v 


m 


! m 

= —— v r ln — 


v 


m 


o 


dm 


m 


一 v r \n ~ 1 ( — v r )dm 






v 


dt 


m 0 


m 


0 


m 


m 


i m 
win — 


— dm 


m 


v 


m 


m Q 


m 


m 0 


0 


l n Vh — ( m 

L mn 


~ - — 1 — In 


o 


) 


=ntiV 


— m 


=Vr 


0 


0 


6 .5.10 —根其上端受到一个向上的力 F 作用的线密度为 A 的均 
质链条，垂直地下放到桌面上，如图 6. 34所示.求桌面以上的链条端点 
高度 /I 所满足的运动微分方程. 




d v 


d 


F^+F 


(e> 


+ (V _ w ) 


m 




dm 


dU 




取桌面以上的链条段为本体，则 m = 规定向上为正 ， U = / l，M = 0 

n) = F — /uhg ， F ( £ ==N 

其中 W 是桌面或已落到桌面上的链条段对微粒(将落到桌面上的链条 


图6, 34 


元)的作用力 


jmhh + h (M) = F — fxhg 4- N 


( 1 ) 


对微粒在纟〜 (+ A 纟间用动量定理， 


户（一 A/i) (0 一 h) — N/^t 

注 意：由 于本体与微粒分离时处于松弛状态，相互间无作用力. 

由式 (2) 可得(令〜 —0) 


( 2 ) 


N = ju h 2 

将式 (3) 代入式 (1) ,即得 A 满足的运动微分方程为 

鳞 

fjthh — F — fihg 

方法 二：由 于微粒从本体分离时，对本体无作用力，可直接对£时刻的本体用牛顿运 
动第二定律， 


(3) 


dv 


M 石 = 厂一 Mg 


= h 


v 


所以 


MS h =F — ^hg 

5. 11火箭在真空和无引力情况下做直线运动，初始质量和最终质量分别为 


0 
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和定义火箭的机械效率为燃料烧完后火箭的动能与所消耗的能量之比，问齐奥尔可 

^多大时火箭的效率最大.设喷射速率％不变. 

dv , dm . 

1 - ~I - ^0 


夫斯基数 


z = 


m 


ck 


dt 


dm 


rv pm 1 

卜—— 

J 0 J m 0 


V 


m 


燃料烧完后火箭的速度为 


mi 


m 0 


— rvln 


In 


v 


v 




m 


THy 


o 


燃料烧完后火箭的动能为 


m Q 


W In 


r = 




m 2 


燃料烧完所消耗的能量等于 6. 5. 9 题中计算的从开始到全部燃料烧完时推力所做的功， 


^ _ j _ l n ^ 


W = 


THi 


mi 


火箭的机械效率为 


In — 

I mi / 


_1_ ( ln ^：) 2 

2 (z — 1 — Inz ) 


T 


V= 兩 


m 


m 


o 


0 


—1 — In 


rriiV 




m l 


V 最大所要求的 z 值满足下列方程 


赶= 0 


dz 


(^― 1— 1h2 ：) — —\nz 1 — 


= 0 


z 


Z 


化简后可得 


20 — 1 ) 


ln2： = 


之+ 1 


0 


= 1.031 时火箭的机械效率最大， 7=0. 9898. 


用牛顿法可得齐奥尔可夫斯基数 


之= 


m 1 


物体沿水平轨道滑行，燃气以不变的相对于物体的速率〜铅直地向下排 

oe _ “(其中 a 为常量)变化，滑动摩擦因 


出，物体的初速度为设物体的质量按规律 
数为 A 求此物体速度和位移的变化规律，又问：当〃值多大时，物体将以不变的速度运 


=m 


动？ 


^ + F 


d v 


(e) 


(1) 


m 


— v 


dm 


ck 




— at 


V = VI 


m = w 0 e 


»r = — V r J 


= — fxNi + {N — mg)j 


fiNi + {N ~ m 0 e ~ m g)j 






= 0 
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鲁 


« 


其中 i 是沿水平向前方向的单位矢量是沿竖直向上方向的单位矢量， W 是水平轨道的 
支 持力. 


式 （1) 的分量方程为 


dv 


— at 


=— juN 


( 2 ) 


m 0 e 




dm 


= ISI — m 0 e 


一坩 


(3) 


v 


g 


dt 


由 式⑶及 


，可得 

N = moe^^g — cny r m 0 e 


— at 


m = m 0 e 


at 


— at 


= m 0 (g — av r )e 


将 JV 代入式 (2) ，约去等号两边的共同因子 


at 


m 0 e 




— — 


av 


dt 


dz ；= — 


M 茗—的 r ) 士 


0 


0 


=Uo — 


V 


vdt = v 0 t — ~ <^v r )t 


s 


o 




物体要以不变的速度运动，即 g = 0, 则 


— K . 


= 0 , 


a 


V r 


6, S . 13 —球状尘埃在均匀密度的水蒸气云雾中形成液滴，降落时液滴上的沉积率 
正比于单位时间内液滴扫过的体积，如果液滴在云雾中由静止开始运动，求液滴的加速度 


值 


水蒸气是静止的，故微粒的速度 〃 = 0, 




dv , dm 

m 丁十 z; 


( 1 ) 


= mg 


ck 




t = o 时，因尘埃的半径极小，形成的液滴的半径也是很小的，可作口 0 时， r =0 近似 • 

设液滴的密度为时液滴半径为 r ， 则 


4 


m(t) = —nr^p 


( 2 ) 


dr 


dm 


U" ‘ , 9 KJLW 

-J7 = 4?rr J ~rP 


(3) 




d ， 


根据题意，液滴上的沉积率正比于单位时间内液滴扫过的体积， 


dm 


(4) 


anr v 


dt 


其中〃为液滴扫过单位体积云雾时增加的质量. 

比较式（3)、（4)两式，可得 


(5) 


V 




a 


将式(2)、（4)、 （5) 代入式（1)，约去共同因子后，可得 
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_ 缒 




a 


因为 


，上式可改写为 


dr 


r d r+ 3 f 2 dr = ^rd 


4 p 


~rrd f 2 + 3 r 2 dr = ^rd 




试用积分因子 /( r ), 由恰当微分条件 ，/( r ) 应为下列常微分方程的解 

ar[i r/(r) . 


a 


d 


[3 r 2 /( r )] 




dr 


1 d/(r) 


—/(r) + —r 


= 3/(r) 


dr 


2 


^ = 5/(，) 


d / 


dr 


解出 


/(r)=r 5 




r 5 d f 2 + 3 r 2 • r 5 dr ^ 


r 5 dr 


r 






z 


d 


dr 


28^> 


用初始条件: £ = 0 时， 


0 ，f = 0,积分上式得 




^ K . 


-^ r 6 f 2 = 


7 


28 户 


_ ^ K . 


2 


Up 


dr 


dt — 


Up 


dr 


Up 


o 


0 


£ g _ 


2 V^r"= 


Up 


56p 


用式 （5)， 




V 


dt 


a 


du 


a 


=~^g 


dt 


6. 5. 14 —质量为 m 。、 横截面积为 A 的宇宙飞船以速度 t ；。 航行，穿过一密度为 P 的 
处于静止状态的尘云，如尘埃粘贴到宇宙飞船上.求以后宇宙飞船的运动(设 A 不随时间 
变化乂 
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尘 


^0 


: ZT % 


密度 P 


图 6. 35 


因尘埃是静止的，微粒的速度« = 0, 


di; 


d 


+ ~ r - = 0 


m 


dt 


ck 


d 


^rCmv) = 0 


dt 


mv = m 0 v 0 


dm = pvAdt 


m 0 v 0 


因为 


v 


dm = 


— pvAdt 

dv _ pA 


— m 0 v 0 


dt 


m 0 v 0 j o 


v 


v 0 


J- _ J^L 


V 


m 0 v Q 


m 0 Vo 

-\~2pAv^t 


解出 


2 


V 


m 


o 


v 


Vq 


+ 2pAv 0 t 


mi 


m 0 


uck = 


v 0 dt 




m Q + 2pAv 0 t 


o 


mi 


饥 o + 2pAvot — 


pA 


以上均取飞船进入尘云时为 t = 0. 

6. 5. 15 —股横截面积为 A 、 密度为 A 以绝对速度 I ；。在水平方向运动的水流中，无 
弹性地射中一质量为 m 的木块，即水离开木块时有相对于木块的水平速度分量为零.若 
木块与它在其上滑动的水平面间的摩擦因数为求木块的最终速度. 

方法一 :先作 为变质量质点的运动问题来处理.木块视为本体，入射到木块的水 
流是微粒1，使本体质量增加，离开木块的水流是微粒2,使本体的质量减少，总的结果，木 
块的质量不变 • 


dm dm l , dm 


dt dt 


dt 
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dm 1 


dm 


其中 


> 0 , 


<0 


dt 




= p ( v 0 — v)A 


这是由 t - t+dt 时间内，射到木块上的水的质量 dm = p ( v 0 - v)Adt 得出的 • 


dm 


dmi 


p ( v 0 — v)A 


dt 


ck 


微粒 1 并入本体前的水平速度为 T ；。， 微粒2从本体分离后的水平速度为 W 与木块的 
速度相同， 


dm ! 


dt ; 


d 


m I + (v — v 0 ) 


+ Cv — v ) 


= —— ftmg 




dt 


ck 


代入 @ 的表达式，上式变为 


dv 


石一 piv — v^YA 


— P^g 




dt ； 


达到最终速度时 g = 0, 此时， 


p{v — v 0 ) 2 A = fimg 


注意 


0， 


1/2 




v 0 — v 


M 


1/2 


木块的最终速度 

方法二 :不用 变质量质点的运动微分方程，而用质点系的动量定理. 

考虑木块已达到最终速度 u 后的 ck 时间内对以木块和在此期间与之发生无弹性碰 
撞的水流为系统用动量定理. 

在此时间内，木块的动量无增量，水流的质量为 〆 ％ — xOAdr ，速度从 I 。变 
为〃，水流的动量的增量为 


V = V 0 — 


pA 


p(v Q — v^Adt * {v 

它也是所述系统的动量增量，由动量定理，它应等于摩擦力对木块的冲量一 

—— p { v 0 —— v) 2 Adt =—— jumgdt 


) =— p ( v 0 — v) z Adt 


— v 


0 


1/2 




解出 


V^Vo — 


PA 


6. 5. 16 一 质量为 M (无水时）的水桶开始处于静止状态，桶中装有质量为 m 的水, 
通过一根绳子施以恒力 F 将桶从井中提上来，桶中的水以不变的速率从桶中漏出来，经 
过时间了桶变成空的.求变成空桶的瞬间桶的速度. 

方 法一: 取水桶及桶中的水为变质量质点， 

0时，该质点质量为 M + m . 桶中的水以不变的速率从桶中漏出，说明 g 为常量. 


t 




m 


经过 时间了 ，桶中的水全部漏掉，可见桶中的水的质量为 


系统在/时刻的质量为 


m — 


T 
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m 


水从桶中漏出时对桶的相对速度为零.变质量质点的运动微分方程为 


di; 


m 


m 


M + 


r'id7 = F_ 1M + 


t g 


m 


m 


T 


F 


T 


— g 


di = 


dt 


m 


M + 


m 


T 


T 时，水桶的速度 




FT ln |M+ m-jT 


gT 


V — — 


m 


M + 


m 


=^ m+ 


m 


— gT 


M 


m 


方法二 :不用 变质量质点的运动微分方程，而用对质点系（系统的质量必须是不变的) 
的动量定理 

这里考虑的系统是£时刻的水桶及桶中的水，在 〖〜 (+山时间内用动量定理. 

速度为 w 动量为 f Af+m — 丢 () t ； ; 


_ 


m 


t 时刻，系统的质量为 M-{-m 

时刻，桶中的水有 fdi 质量的水漏出 • 它们的速度为 I ，动量为#1山，桶和桶中 

的水的质量力 X+m —— 学士，速度为 v + dt ?， 它们的动量为 ( M+m —p — 学山) ( v + 


rj^ ^ 9 


T 


m — 〒 /:— 宇 dtj (v^hdv) -h^vdt 


rn 


dv) ，系统的动量为 M + 


M+m— ^tj g 


外力在此期间对系统的冲量为 
由动量定理， 


ck 


t — {v r dv) + ^vdt — I M + m — I v 


m 


m 


M + 


m 一一 




T 


T 


T 


如}^ 


m 


F 


! M 斗 m 




T 


略去二级小量，可得 


_ 


M + m — I dv 


m 


dt 


F - M + 


g 


m 






T 


T 


以下积分略. 


6. 5. 17 一个砂漏如图 6. 36 所示，置于一个磅秤上， 

容器的质量为砂子质量为 m . 在 t <0 时，砂子置于容 
器的上部4 = 0时，打开中间的活门，让砂子下落，若单位 
时间内有 A (正的常数）的砂子离开容器的上部，自由下落 
的距离为/ I .问 t >0 时，磅秤的读数将如何变化？设砂子刚 
到达容器底部时，上部还有砂子. 

砂子自由下落至底部所需时间为6， 




图 I 36 
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2h 


g 


设 t = G 时，砂子刚全部离开容器上部，^ = ¥;/ = 6+6时，砂子刚全部到达底部. 

期间： 

变质量质点取容器及在其上部的砂子，在此期间，底部尚无砂子. 

变质量质点的质量为 M+m — h ， 速度1^ = 0不变，故# = 0,砂子离开上部时速度 M = 


dt 


0, 


dm 


(71^ tit — Af) •OH - (0 — 0) 


TV + (M + m — M)g 


dt 


其中 TV 是磅秤对容器的支持力，其数值也是磅秤的读数. 

— 


N = {M + 


m 


期间： 

变质量质点取容器及其上部和已到达底部的砂子，在此期间，上部始终有离开下落的 
砂子，底部始终有到达的砂子，离开的砂子和到达的砂子始终相抵，变质量质点的质量为 
M+m -私， 始终不变.有两种 微粒： 


dm l 


= -A<0 分离后速度为零. 


一种微粒从本体中分离出来， 




d 


另一种微粒并入本体， = A>0, 并入前速度为 




本体速度 p 和加速度 f 始终为零， 


— ) • 0 十 （0 — 0)( — A) 十 （0 _ 2gh )A 

一 ^\)g 


(M + 

— N + (M + 


m 


m 




— 々 l) 茗 + 义 2gh 


N = (M + 


m 


2h 


代入&，可得 


g 


N = (M + m)g 


,2<亡〈(1+亡2期间 


变质量质点取容器和已到达底部的砂子，在此期间，容器上部已无砂子，变质量质点 
的质量为上一阶段的质量加上 t 〜 ti 期间到达底部的砂子，故质量为 Af+m — Ati + A(t_ 


dv 


t 2 ) ，变质量质点的速度^ = 0,加速度& = 


只有一种微粒并入本体， t = A ，并入前微粒速度为 V2 发 A ， 

Xt\ — ,2)] • 0 ~h (0 — 2gh^)A 

+ A(t — t 2 )^\g 


[M + 

—N + [M + 


m 




m 






2 h 


m 


其中 


— yt 2 — 


A ， 


g 
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々 1 + — ti)~\g + A 2gh = (M + M)g 


N ~ - \- 


m 




广 >1+ 亡 2 期间 


dv 


在此期间，砂子已全部到达容器底部，质点已不再是变质量的，质量为 M + 


0, 


m$ Tt 




(M + m) • 0 = — N + (M + m)g 

N = (M + m)g 


膀秤读数与时间的关系如图 6. 37所示. 


N 


(Af+m)g+A/2p 






(M+m)g-AJ2gh 






J¥ 


O 


m 

A 


2h t 


m 


乎 + 


g 


X 


图 6. 37 


此题也可用质点系的动量定理求解. 


6. 6位力定理 


6. 6. I 质点系中各质点的质量和矢径分别为 rn , 和 r , ,分别受到净作用力 F ,. 

(1) 如果 S - r 始终保持有限，证明位力 定理： 




T — 


”表示对时间求平均; 


其中 T 为系统的总动能， 

(2) 对于一个质点只受平方反比有心力的情况，证明 


U 


T - - 


其中 v 是势能. 

证明 （1) 令 


^=2 


niiTi • r { 


d5 


2 # r i + m it • 之 ） = r ( + IT 


d ， 


在 0 〜 r 时间内求平均值， 


dS 1 


( 2厂. • r !. + 2了) 士 


dt 


r 


o 


[5(r) - 5(0)] = - r, + IT 

1 

如果运动是周期的，取 r 为周期或周期的整数倍，则 • SCzO ^ SCO )， 如运动不是周期的，只 
要 r 足够长，因 S 是有限的，上式左边等于零(周期运动）或趋于零(非周期运动）， 


r 
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所以 


r * + 2 T = 0 


S 厂 


T =— 


Ti 


(2) 质点受平方反比有心力的情况， 


k 


F = 


r 


其中々为常量， 


k 


k 


k 


k 




，r 

J c 




dr 


dr 


F - dr 














r 


用位力定理， 


l k 


S 厂 


T 


- — y 


^ F 


n = — 


注意 :质点 受平方反比有心力的情况，质点的运动轨道可能是椭圆，也可能是抛物线、 
双曲线，只有轨道是椭圆才符合位力定理成立的条件.因此，对于质点受平方反比有心力 

的情况，如质点的运动轨道为抛物线或取曲线， T 參一 + F . 

用位力定理解 6.1.15 题， 

提示: 在质心平动参考系中对系统中一个质点使用位力定理. 

解 用 6.1* 15题已得到的、在质心平动参考系中质量为叫的质点受到的力为 


« 


勢 




3 




a 


该质点绕系统质心作半径为 n 的圆周运动，动能为 


T^—m^corx) 


Gm 1 (w 1 +m 2 +m 3 ) 


F l 


a 


由位力定理= — 士 A ♦ n ，并注意到 n 为常量， 


Gm x ( m 1 + w 2 + m z ) 


—m^cor^ 


2 a 


Wi\ 


mx 


m \ 




3 


a 


6. 6.3 有一群质量为 m 的粒子，它们围绕同一个中心做圆轨道运动，每个粒子具有 
相同的动能: T ， 作用力只有相互间的万有引力.求粒子数密度与离中心的距离 r 间的函数 

关系(假设密度是球对称的). 

由于粒子数密度和质量密度是球对称的，都围绕同一中心做圆周运动，处于做半 
径为 r 的圆周运动上的粒子，其势能如同处于中心的质量为 M ( r ) 的粒子引起， AfO ) 是在 
半径为 r 的球内的粒子的总质量. 

对这个粒子用位力定理， 


GM ( r)m 


V ( r ) 
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GM(r)m 


dV 


F(r) 


e 








r 


注胃撕沖的 r 只是标记半径为 r 的球内的粒子总质量，求万时不对则求导 


T = 


士 F(r) 




这个粒子做半径为『的圆周运动， 


GM(r)m 


GM(r)m 


T =— 


e, • re 


2r 


M{r ) -声 

Lrm 


2T 


dM(r) - fdr 

Lrm 


用粒子数密度 n(r) 来表达 dM(r ) ， 

dAf(r) 


(r) • 4 穴 r 2 dr 


m 


n 






2T 


(r) # 4?rr 2 dr = 


dr 


所以 


m • n 


Gm 


T 


n(r)= 

6. 6 4 证明 ：如果 作用于质点系的力兄是非摩擦力 〆 和正比于速度的摩擦力/,之 

和，位力只与 F : 有关，没有来自/,的贡献. 

证明 由位力定理， 

T =— 


27tGm z r 2 


E^； 


E/. • h 




2 /iUS 


rrtiTi • r { 


d 


d 






T ： ir t • r t ) 


7 m, 




(k 


d 


= 4( sx.h — s m ' r ^) 

^ i i 

•: ；2所^有限(这是位力定理适用范围要求的），即使不是周期运动 ， r 足够长，上式右边 

p 

I 

趋于零，故有 


S/. 


: • r t = — 


T 


0 


S/, 


r f = 0 


/,对位力无贡献. 
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7. 1刚体的平衡和平动 


7- 1.1 轴儿 B 与铅直的 （轴成 a 角，长度为 a 的悬臂 CD 垂 
直地固连在轴上， CJ 9 与铅直面 pLB 成 <9角，如图 7. 1 所示. 一铅 
直向下的力尸作用于 Z ) 点，求此力对轴的力矩. 

解取坐标系轴位于沉平面 内/轴 垂直纸面向上 


B 




CD = a(sind^° + cosdcosarj 0 — cos 沒 sinaf 。) 

P = - PI 


0 


a 


a 


D 


o 


n 


AB 轴的单位矢量 


p 


A 


=sinar)° + cosaf 


o 


力对]^轴的力矩为 

(CD X P) 


M 


AB — 


=(sinorj 0 + cos^°) • [a(sin^f° + cosdcosarj 0 — cos8sina^°) X ( — °)] 

(sinarj。+ cosa^°) • [— a 尸 cos 没 cosaf。 十 aPsin^rj 0 ] 

=aFsinasin^ 




一 个力系由三个力组成作用于 原点; 2 趴作 

用于（2，1,0)点十 3 = 2/- < / + 5*，作用于(0，一1, — 2)点，力的单位为牛顿,坐标取米为单 
位.问 a 取何值时，可等效于一个单力，该等效的单力作用线在何处？ 

F =Fi+F 2 +F 3 

(3r + 2 j^-ak)-\- ( — i + 3y — 2A:) + (2i — y’ + 5A:) = 4i. + 4J + ( 3 +< 2 )A: 

先取原点为矩心最方便，因为 :第一 ，各力的作用点对矩心的位矢写起来方便;第二， 
有一个力的作用点就在原点，此力对此矩心的力矩为零. 

M 0 = r 2 X F 2 + r 3 X F 3 

=(2i + 7*) X ( — i + 3j — 2^) + ( — j — 2A:) X (2 / 

要力系能等效于一个单力，必须 F 丄财。，即 F • M o =0, 

[4/ + 47 ~h (3 + • ( — 9/ + 9fc) 

— 36 ~\~ 9(3 + a) = 0 


ft I ■ I * ^ 




j H~ 5fc) — — 9^* 9k 




0 




得 


a 


/^ = 4/ ~f" 4y ~\~ 4：k 

设该单力的作用点位于 (7 点，即以 O 为简化中心时，力系等效于作用于 O 点的力 F 
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和力矩 M 。， 图 7.2 中所用符号表示力矩的方向垂直纸面 
向上，改用 O ' 为简化中心，力系可简化为作用于 O ' 点的一 
个单力.因此应等于作用于 O 点的力 一 F 和作用于0 
点的力 F 这一对力偶的力矩， 


F 


F 


0 


O 


M 0 


F X M 


或 oa = 


oo f = 


-F 


F 


F 


图 7.2 


oa = 


十 （/ — 2j + k) 


42 + 42 + 4 


4 


作用点 O f 为\ — 9 — 


，作用线方向的单位矢量为 


4 


4 “+』• + *) = vx ii + j + k) 


F 


F 


作用线方程为 


3 


x 


y ^― 


z 


4 


4 


其中£为参量. 

在作用线上的任何点作为简化中心，力系都简化为一个单力. 

一条螺旋线的弧形的金属丝，螺旋线的方程为 acos ^, y = asindy z — 

MtanaJ 由 0 变到 f ，金属丝每一线元 A 受外力，大小为方向从线元作 z 轴的垂线 
离开 z 轴的指向.证明整个金属丝所受的力等效于一个力螺旋的作用，作用线为 

= +； rata n « ，并求这个力螺旋的螺距(螺距为沿作用线的主矩与主矢之比，力矩的正方向 
规定与主矢的正方向 一致乂 


a: = y y z 


F = \p(cos6i + sin^j)d 5 


ds =[(dr ) 2 + (dy) 2 + (d 2：) 2 ]2 

[(— asin^d^) 2 + (acos^d^) 2 + (atanod 泛 ） 2 ]i = asecadd 




p(cosdi + sin^y)< 2 secad^ 


F 


==/)aseca(sin^r — cosdj) 


— pastca(i + j) 


$=0 


X p(cos8i + sin6j)ds 


M 0 = 


r 


(acosdi + asindj + adtanak) X p(cos8i + sin^y) * asecadd 


pa 2 secatana( — Osindi + 8cos0j)dd 


r 7 T ■ 

pa 2 secatana — i + — — 1 7 

■ \ Ud / — 
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參 


将 M 。 按平行于 F 和垂直于 F 的方向分解， 


F 


M 0// = M 。• i = M 


卞 （，_ + y ) 

V2 

(營 - 2 ) 

/> a 2 secotana (号— 2 j 

(I + j) 


0 


F 


vT 


(i + 7) 


a + j ) 


M 






0 // — 


0 // 


^2 


夕 a 2 secotana( ■— — 11 


MqX = _ 财 。// 


secatana - j + [ y - l)/]- pahecatana^ j — 1: 


(f + j ) 


=pa 


pahecatanai 


n 


n 


4 


4 


简化中心从 0( 原点)改为 O ' 点， 


n 


(i - j) 


a + y) x 


F X M 


4 


oa = 


=atana 


F 2 


( VT ) 


=—aTttBiXUxk 


4 


力螺旋的作用点为 (0,0, t ^ rtamO , 作用线通过作用点，沿 F 的方向 

作用线方向的单位矢量 


F 


a + j ) 


m 


F 


V "2~ 


作用线方程可写成 


3；=(， 


之 = —a^tana 




4 


消去参数^也可写成 


2 ： = —antana 


x = ： y ， 


4 


_ 


7T 


螺距 


——1 < 2 tana 


F 


4 


7 . 1. 4证明-个力系总能简化为通过一给定点 O 的一 

个力和作用在任一个给定的不包含 o 点的平面上的一个力. 

证明 -个力系能简化为通过 o 点的一个力 F 和对 o 
点的力矩 M 0 .过 O 点作 itfo 的垂直平面 J ,如图 7. 3所示，图 
中 O 点和 M 0 的作用线在纸面上， F 的作用线一般不在纸面 
上，平面/是垂直于纸面的，给定平面（图中未画）不垂直于 
纸面，给定平面与平面/的交线通过纸面上的以点，交线不 
垂直于纸面.这条交线就是要找的在一给定的不包含 O 点的 
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平面上的一个力/的作用线. 


oa x f = m 


设^^与/的夹角为〜 


OO f - fsma = M 0 


Mo 


OO f sina 


FMo 以及 CKy 、 f 的作用线位置和 a 均是可求的，因而/也可求，原力系可简化为作 
用于0点的力 F —/ 和在给定平面（不包含0点）上的一个力/，/的作用线是上述的交 
线，作用点可以是 o ' 点或作用线上的任何点. 


一个力系由四个力组成，其作用线组成四面体 

凡 BCD , 这四个力 f,=k~ABJ 2 = kBCJ l ^k CD,f 4 ^=k DA, 

其中々 是一 常量. 证明这个力系等效于一个力偶，其大小为 


* 


f ，其中 V 是四面体的体积 W 是两条边和 5/) 间的最 

短距离. 


提示： 任意两条直线若分别通过 m ^ m 2 点，方向 

矢量分别为 ShS 2 ，则此两直线间的最短距离为 

WM - (S, X 5 2 )1 

IS! X s 2 \ 


d = 


证明 F -/!+/ 2 + f,+f, = k AB+k BC+k CD+k DA = 0 

主矢为零时，对任何简化中心，主矩都一样，今取 ^ 点为简化中心， 

M a = AB X / 2 + AC X / 3 

=AB X JkBC -hAd X k CD 


=AC X kBC + AC X Jk CD 
^ kAd X (Bd + CD) ^ k AC X BD 


由提示， 


\ AC ^ BD 

IF— 

AC X BD 

I AB • (AC X BD) \ = \B5 ^ (AB X AC) | = 6V 

M = M A = k\AS XBD\ = 

两个相同的长度为 2 a 、 质量为 M 的均质梯子 AB 和 BC 在6点光滑铰接在 
一起，端点静置于粗糙的水平面上，梯子与水平面间摩擦因数为 y ， ZABC =2 a . — 
个质量为 m 的人要能爬到 B 点，求//需满足的条件. 

解取两个梯子和人为系统,受力情况如图 7. 5所示.平衡方程为 

(2M + m)g = N l - N 2 

fl = fz 


AB 


d — 


AC X BD 


所以 


d 


d 
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畢 


M a —Mg {a + 3 a)sina 

+ mg(4a — jr)sina — • 4asina = 0 


B 


可得 


2a 


N 1 = Mg + — x) 


4a 




mg 


V1K 


n 2 


N 2 = Mg + 

因为 0<> r <2 a , 所以 N 2 , 

平衡时的摩擦力不能超过最大静摩擦力 
fi 、 邱 今 N 1 > N 2 . 如有 z ^ 2 >/ 2 , 因为 f ,= 

/ 2 ,必有 juNr . 

求 / 2 必须另取矩心，今取梯子为系统，取£为矩心， 

M b = — fz • 2 acosa — Mgasina + N 2 • 2 asina = 0 

f 2 = \i2N 2 — M^)tana 


x 


4a 


Mg 


Mg 






f 2 


A 


C 


图 7. 5 


用洲>/ 2 , 


^ 17(2N 2 — Mg)tana 


(2N 2 — Mg) tana 


M > 


2N 


代入的式子，得 


Mg + ^mgx 




fix) 


tana 




2M 发 + —mgx 


2a 


> 0 


da: 


2a{2Mg + —mgx) 


2a 


不等式右边的项是工的单调递增函数，当工 = 2 a 时，右边的项达最大值，要能爬到 B 点， 


必须 




A/ + 


m 




tana 


2M + 


7.1.7 两个相同的质量为 M 、 半径为 a 的粗糙的均质圆柱体置于粗糙的水平面上， 
两轴线相距2 第三个半径为 a 、 质量为 2 M 的粗糙均质圆柱体对称地置于上述两 

j 

个圆柱体上面•证 明:要 能平衡，圆柱体间的摩擦因数必须大于 tan f ， 圆柱体与平面间的 

摩擦因数必须大于 + tan 晋. 

证明 = 2 V ^2 *a ^ 
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_ 


a jAC — 2 u 


AD 




CD 


a 




所以 


ZCAB = ZACD = 45 


o 


图 7. 6 画出了圆柱体 C 和圆柱体 A 的受力 
情况，数值相等的作用力反作用力用同一文字表 


C 


7In 


对圆柱体 c 列平衡方程， 


4 


2力 • + 2 N , * ^ = 2 Mg 


B 


D 


A 


可化为 


/i + Mg 

对圆柱体 A 列平衡方程， 


( 1 ) 


A 


/i 


N x 


Mg\ 


vT 


+ /l 


+ Mg = N z (2) 


2 


fi 


2Mg 




vT 


n 2 


= f\ 


+ ft 


(3) 




f — f 2 a 


(4) 


由式(4)，/\ = / 2 ,式 (3) 可改为 


/J^ + X - 况孕 = 0 


(5) 


式 (1) x ^4^+ ⑸式得 


=— \)Mg 




2 


■ I 〜 L«.l 




Mg — / } = Mg 


Ni = 


摩擦力不能大于最大静_擦，即 




> vT - l 


所以 


Mi 


^2 


7T 


7 V 


1 — 


1 - 


cos — 


sin — 


2 - VY 


4 


8 


7T 


因为 


tan 二 r = 


2 + VY 


VT 


7T 


7T 


1 + cos — 


COS — 


4 


(2 — ^ s /~2 ) 

4 -~2 " 


=-4=(2 - VT) = VY - 1 




丌 


所以 


户 1 > tan — 


N 2 = + + Mg = 2 M ， 
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fz = f\= (V^ 2 ~ — l)Mg 

2^ fz 




7T 


所以 


1) — 


—tan 






一个均质的梯子靠在粗糙的地板和同样粗糙的墙上，摩擦角为 e ， 处于平衡 
的极限状态,求梯子与水平线间的夹角. 

先说明一下摩擦角的定义 :摩擦 角是指逐渐增大斜面 
的倾角，增大到摩擦角 s 时,原静置于斜面上的物体刚能不发生 

滑动.此时摩擦力正好等于最大静摩擦，见解图 7. 7， 


: 


N = m 芨 cose 

mgsine _ juN = 0 


消去 AM 导 


ju — tane 


可见静摩擦因数等于摩擦角的正切. 

处于平衡的极限状态，梯子与地板间、梯子与墙间的摩擦 
力均已达到最大静摩擦，此时梯子受力情况如图 7. 8所示. 

设梯子质量为 W 、 长/， 


N + Rtane — mg 

R = iVtane 


( 1 ) 


( 2 ) 


M a = mg • —cosa + Nltanesina — Nlcosa = 0 (3) 


由式(1)、（2)解出 


N = mgcos 2 e 


(4) 


由式 （3)、（4) 得 


2cqs 2 £ — 1 

2 sinecose 


cos 2 e 

sin 2 e 


TV 


= cot 2 e = tan — — 


tana = 


n 


所以 


"TT _ 2^ 


a = 


7. 19 长为 / 的均质重杆的 A 端能在一光滑的铅垂线上运动， 5 端能沿一条粗 
植的水平直线运动，两条直线间的最短距离为 a ， a < Z ， B 端 

与水平直线间的静摩擦因数为化若 l>a VTT 7. A 端高 
于5端，证明杆在位置 


Z 


A 


Ri 


Ri 


e 


a 


— ^ 


arccos 


arcsin 


l 2 {l + 4〆 ） 

(其中 0 是 ab 杆与竖直向下直线间的夹角)平衡 

证明 设杆的质量为 m ， 取图 7. 9坐标 Oxys :， 光滑的 

铅垂线为2轴,粗糙的水平直线位于巧平面上 
中所画的杆的位置是能平衡的极限位置，图中画出了杆的 


C 


mg 


O 


y 


n 2 


a 


处.图 


B 


x = a 


X 


图 7. 9 
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受力情况 


AO = Icosd ， OB = Zsin^ 


a 


a 


sina = 


cosa = 


OB — lsind f 

A 点坐标为 （ 0, 0, Icosd ), B 点坐标为 (a,V/W^-a 2 ,o) ，C 点坐标为 


Isind 


由主矢 F = 0 和对 A 点的主矩 Mj = 0 , 有 


Ni = 


g 


AS X (- N 2 i - fj + N,k) + IC X (- mg)k = 0 

AS = 


r B — r A = at 


~ aS 


将 AS 、 AC 的式子及 Ni^=mg 代入上式 . 




(ai + V/ 2 sin 2 ^ — a 2 j — Icosdk) X 


—N 2 i - fj + 


= o 


g — 


可得 




N 2 lcosd — ~mga = 0 


解出 


2 /cos 汐 


N 


2 /cos 汐 


2/ cos ^ 


N\ + Nl=f ( 平衡的极限状态 ) 




2/cos^ 


2/ cos ^ 


从上式可解出 


cos ❹ = 


(1 + 4〆）/ 


所以 


0 績 = 


arccos 


(1 + 4〆）/ 


a 


当杆端万处于坐标 ( 〜 0,0) 时，显然也可以平衡，此处 0=6^ 


= arcsm 
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故杆能处于平衡的0值处于下列范围 


a 




arcsin 


arccos 


(1 + 4〆)/ 2 

7. 1. 10 一圆筒形玻璃杯盛满了冰，重量为空杯时的六倍.若空杯时质心位于离底面 
四分之一高度处，问将冰装到什么高度杯子最不容易倾倒. 


I 


设杯子高度为/ I ，质量为冰装到离底面高度为工时，冰的质量为 f X 6 m ， 此时 
装了冰的杯子的质心高度为 A 。， 由质心的定义， 


h 


x 


x 


X 


X + m\h c 


t X 6 m 




h 


h 


4 


解出 


12^ 2 + h 2 

4(6 ^： + A) 

显然，质心高度越低，越不容易倾倒，质心越靠近底面，放在斜面上不发生倾倒所允许 

的斜面最大倾角越大. 

求 /^( x ) 最小的 j : 值， 


h c 




dh c 24x( Gx + A) — 6 (12 工 2 + /i 2 ) 


= 0 


4(6*r + hY 


dx 


化简后得 


12.x 2 + ihx — h 


= 0 


(2x + k ) (6x — h) = 0 


及 


= 七 h 


—二 h ， 


x 


x 


士 A 的解无物理意义，所以 


今 A ， 


X — 


x = — 


h 


12 


= —h 


h c 


h 


4 6 X — + /i 


/ic(O) = ^rh 


4 


即冰装到六分之一高度，质心最低，最不容易倾倒. 

杆由铰链连接，位于立方体的边和对角线上，如 
图 7. 10所示.铰链 B 、 E 、 G 是固定的，各杆不计质量，在节点 D 有作用力 Q 沿对角线 ED 
方向，在节点 C 有作用力 P 沿 CG 方向，处于平衡状态，求各杆的内力. 

设立方体边长为〜六个面上的对角线长均为立方体对角线如 C £ 等长 


可见 


X — 


a/3" 


a 


VY 


vT 


(*_+/+&)， 照此表示法, 


EC 方向的单位矢量 n E _ c = 


( — i + 7 ) 


fUD^G 


m 


B^D — 
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Z 


Q 


P 


A 


D 


B 


cy 


E 


h y 


F 


G 


x 


图 7.10 


(i—k) 


假设各杆的内力均为拉力，即杆中任何一点的两边都是互相 
拉伸的力，用 <5^表示杆中的内力. 

铰链(：受到的力如图 7. 11所示. 

P = — Pk^ Sbc = — SbcJ 

Scg = — Seek 9 S 


p 


SeD 


c 


— Seri 




See 


CD 


Scb 


^3" 


图 7.11 


ScE = — ScE n 


SceH + y+ *) 


E^C 


铰链 c 所受合力为零， 


^3* 


Q 


P 


_S CD — ^Sce = o 


( 1 ) 


D 


S BC< —— B 

( 2 ) Sbd 分一 ^ 




— Sbc — 


S C e = 0 


-P-Scg- = 0 


(3) 




£： 


ScE 


系统所受的外力如图 7. 12 所示，其中作用于 
B 点的外力分别与杆、杆的内力 
数值相等,是考虑 B 点所受合力为零得出的. 

系统所受外力对 C 点的力矩为零， 

— oj X ( — *5bd)w 




G 


Sdg 


Scg 


7 * 12 


— ai X Ohe-^d 


X SdqH 


b^d _ a 




1>*G 


c 


VY 


VY 


vT 


( — * + 7) — X ~~~ Sned 一 灸） — aZ X ~~~ Q(j + A:) 


——aj X 


VT 


=^a(Q- S^j + ^f-a(5 


— Q)k = 0 


BD 


可得 
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鲁 


Sdg = Q 

s bd = q 


( 4 ) 


(5) 


系统所受的合外力为零， 


SbC + ScE + Sec + ^DG + 尸 + 


0 




代入 


-/l 


Sbc = — S Rcj ， S 


_ y ) 


BD — 


2 


— + j + k ') y So , 


Scok 






CE 


VY 


Svcd-k), P — Pk 


S 


DG 


Q = ^QU + k) 


可得 


—孕心 + 各 




( 6 ) 


= 0 


BD 


DG 


n c 

~ Obc — ~O 


^ Sce + 0 


(7) 


BD 


— 辱 Sw _ P + 


-fl 


- 母 S CE — s 


Q = 0 


( 8 ) 


CG 


将式 (4)、（5) 代入式 (6)， 得 


S C e = V^6"Q 


(9) 


将式 (5)、（9) 代入式 (7) 得或由式 (2)、（9) 得 


Sbc = — 


( 10 ) 


由式（1)、（9)得 


Scd = ~ V^Q 


由式（3)、（9)得 


= _ P _^ y Q 

正值表示内力为拉力，负号表示内力为 压力. 

一 桁架由11根等长的杆组成，丄&•••、(；是铰链，如图 7. 13所示 . A 点刚 
性固定， G 点只在竖直方向支撑住，忽略杆的重量，一重物 W 挂在五处，求 A 、 G 点的竖直 


S 


CG 


7* 1- 1 


D 


F 


B 


Nay 


N Ay 


Na, 


G 


A 


E 


C 


W 


图 7* 13 
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支撑力和每根杆的 内力. 

对整个桁架列列平衡方程 


^ Ax — 0 

N Ay -\-N Gy -W 
W * AE - N 


0 




AG = 0 


Gy 


可得 


设每根杆的内力均为张力.根据这种假设画出铰链 A 、 B 、 …、 F 的受力图如图 7. 14 


N 


0 


Ax 


所示 


B 


Sbd 


ScD 


60°/\60 


o 


Sbc 


60 


o 


60 


o 


Sab 


Sbc 


Sac 


C 


Sce 


( b ) 


(c) 


(a) 


Sef 


Sde 


D 


F 


Sdf 


60 


o 


60 


o 


60 


o 


60 


o 


E 


Sce 


Seg 


Sr } 


Sef 


de 


W 


(f) 


(e) 


(d) 


7.14 


列出各铰链所受合力为零的分量方程. 


5 abCos 30° + N Ay = 0 

SabCos60° + S AC 


A 


0 




2 VT 


N 


解出 


w 


s 


AB 


cos 30 


o 




w 


S A c =— SabCOs60° = 


5^sin60 o + 55csin60° = 0 


B 


iS 助 + Sbc^osQO 0 一 *SabCOs60 o = 0 

2 ^T 


解出 


5 


— 5 






AB — 


BC 


2 vy 


Sbd ~ ab — *Sbc)cosG0° = — 




5Bcsin60° + 5cDsin60° = 0 


C 


Sce *ScdCOs60° — Sbc^osQO 0 — S^c = 0 

2 VT 


解出 


5 


— S 






BC 


CD 
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Sce ~ Sac — *Scd c o s 60° + S ^005 60° 




iS Dj esin60° + S CD sin60° = 0 

jSjd/t + S deCosQO 0 — S 


D 


<ScdCos60° = 0 


BD 


2-/3" 


解出 


5 


- S 


w 




DE 


CD 


A^J 


Sdp = Sbd — *^d£^o s 60 ° ~h *ScdCos 60 ° = 


W 


*$ 五 jrsiii60。+ S ^>£sin60° — W — 0 
Sec + *S 灯 cos60° — Sce _ SdeCOsQO 0 — 0 

4 


E 


W 


解出 


See = — SdE + 




o 


sin 60 


2 vT 


Seg — S C e + S de cos60° — S E f^osQ0° = 


W 


S FG sinQ0° + 5^sin60° = 0 

*SVgCos60 。 一 *S Df _ 5£/tcos60° 

4 VT 


F 


0 




解出 


- 5 


S 


w 




FG 


EF 


最后的方程中各量前已算出，代入可作为验算用义^心^^^^^^均为负值“兑 

明杆乂召、五/入(：1)、1^、^^的内力不是张力而是压力. 

7.1. 13 一桁架结构及负荷情况如图 7. 15所示，所有的杆质量不计，用光滑铰链连 
接，求 CE 、 ED 、 FD 三杆的内力 • 


Q 


Q 


Q 


C 


Q 


Q 


E 


Q 


Q 


Q 


Q 


2 


2 


A 


B 


D 


F 


30 


o 


8 


2 


7. 15 


解由于结构及负荷具有对称性， A 、5 处底座的支撑力 NAfU + H 这 
里取 _ y 轴竖直向上，工轴水平向右， 

N Ay = N 


Q 


4 Q 


7 Q + 2 X 予 






By — 
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取结构中 AEF 部分为系统,受力情况如图 7.16 


Q 


所示， 


ScE 


Q 


^3 


E 


EF = — Ztan30 


Q 


O 


8 


8 


Sed 


0 


Sfd 


30 




ED = V£F 2 + FD Z 


—l z + tt / 2 = —l 


64 


64 


4 


F 


D 


A 


4 Q 


l 


FD 




sinh — 


了 , 汐 = 30 


o 


7. J 6 


这个桁架结构安装得好，可使 N ^ = N Bx = Q ， 安樂 
不好，可取任何值，变成静不定问题,这里考虑理想情况， = = 


平衡方程为 


Sfd 5( ； £cos30 0 *S££isin30 o = 0 


( 1 ) 


4Q + 5 C £sin30° — 5£i>cos30 o — —Q 


( 2 ) 


0 




Q 


3 


EF + Q ♦ — + Q 


4Q — 子 


Me = S 


子 Z = 0 


秦 








FD 


4 


代入£尸=#/,由上式可解出 


Sfd = 


(3) 


由式 (1)、（2)、（3) 可得 


4Q> Sed = — "v^3~Q 


ScE 


作为验证，再算 Af D =0, 


M d =Q * —l Q * —l + Q ^ —l — —Q 


七 l 


4 


/ = 0 


— ScE^OSSO 


— SceCOs30 




o 


可得 5^= —40,结果相同，说明计算正确. 

一根质量为 M 的刚性细杆由两个距离为 a 的快速旋转的转轮支撑着.设开 
始时细杆不对称地静止地放在此两轮上，转轮与细杆之间的动摩擦因数为^ 

(1) 设转轮的旋转方向互为反向，如图 7. 17( a ) 所示，试写出杆的运动微分方程，并由 
此解出杆的质心相对于转轮1的位移 xit ) ，设开始时 x (0)= a ： o » x (0) = 0; 


7.1. 14 


a 


(b) 


(a) 


图 7, 17 
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(2) 如两转轮的转向都反向，如图7.170))所示，再计算以0，仍设1(0)=1。，土(0)= 


0, 


解 （1) 设细杆受到轮1、轮2竖直向上的支持力为 队爲. 由质心运动定理. 

Mx = juN l — jliN 2 

_ 

— Mg = 0 

再由细杆作平动的条件，在质心平动参考系中对质心的力矩之和等于零， 

N'x — N 2 (a — x) = 0 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


由式(2)、（3)可解出 1 SU 、 N 2 为 


N , = 


Mg ^ N z = —Mg 


代入式 （1) ，得细杆的运动微分方程为 


^ Mk 


Mx = 


(a — 2x) 


令 x’ = 




t + Bsin 


由初始条件: £ = 0 时 9 x ^ x 0 fX = 0 定，得 


工 0 — 7 cos 


(2) 如两转轮的转向都反向，微分方程改为 

Mx = 一 mNi + juN 

^ - aK 


(2^C — <2 ) 


令工,= 




= 0 


2ue 


Z^g 


+ ^ ^ + Ae 


+ Be 一 


由初始条件 J =0 时 jX = Xq , JO =0 定瓜£，得 


ch 


工 0 A 


7. 2转动惯量和惯量张量 


两个金属圆盘具有相同的质童 M 和相同的厚度 r 都是均质的，盘1的密度 
为内，盘2的密度为内，且 p 2 < Px . 问哪个盘的转动惯量较大？ 
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_ 


设 Ri 、 R 2 分别是盘1和盘2的半径，因两盘的质量相同, 


p^nRlt = p z nR\t 

Rx\ 2 _ Pz 


R 


Pi 


比较绕通过盘心的垂直轴的两个转动惯量， 


h = 士 MR ? ， / 2 = ^MR 


2 


Ri Pz 


< 1 ， A < ^2 


h m 


Pi 


比较绕通过一条半径的中点的垂直轴的两个转动惯量， 


- ^ rMR \ 


h = ^MR\ + M i-R, 


4 


同样 


I z = ~MRl 


4 


R \ Pz 

- i ~ ■- 


< 1 ， h<I 


h R \ 


Pi 


比较绕通过盘心与垂线成彡角的轴的两个转动惯量 :取图 
所示的坐标，圆盘1对质心 O 的惯量张量为 


Z 


-rMRl 


0 


0 


4 


i d 


n 


- rMR \ 


0 


0 


o 


4 


y 


<p 


^ MR \ 


0 


0 


X 


转轴的方向 矢量为 /*= ( sin ^ cosp ， sin ^ sin 9?， cos 没) 


图 7-18 

对此转轴的转动惯量为 


~ MR \ 0 0 、 

4 r 

\ 

/ 2 = ( sin ^ cos ^ sin ^ sin ^ cos 夕 ） 0 — MR \ 0 

[ o o \mr\ 


sin 沒 cos 沪 
sin 夕 sinp 
cos 汐 


= 十 Mi^(l + cos 2 沒) 


4 


同样 


I 2 = -rMRKl + cos 2 ^) 


4 


R \ p 2 


< Ui < h 


R \ 


Pi 
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R , 


再用关于转动惯量的平行轴定理，对通过半径上离盘心2的一点的平行轴，也有 / i </ 2 . 

n 

综上所述，圆盘2的转动惯量较大,但如果转轴通过圆盘的不是上述的对应位置或轴 
的方向矢量不同，谁大谁小是不能一概而论的. 

7.2.2 已知一个均质立方体对于通过其质心和一个面的中心的轴的转动惯量为 J 。， 
求对通过质心和一个角的轴的转动惯量. 

取坐标系原点位于质心，取通过相互垂直的三个面的中心的三个轴为 

轴，则由对称性可知， 


: y 


X 


Z 


1 yy = = ^ o J I 

对于通过质心的任何轴，其方向余弦为 


1^ — 0 




( cosa , cos /?, cos 7) 

1= / O cos 2 ^ + J 0 COS 2 /? + I 0 COS 2 7 

— / 0 ( cos 2 a + cos 2 /? + cos 2 /) = I 0 


半径为及、质量为 M 的均质薄圆盘，另有一点 


7. 2,3 




质量 m = 附在它的边缘上，取图 7. 19的坐标 U 轴垂直纸 

4 

面向上) .求： 

(1) 圆盘与点质量系统关于 A 点的惯量 张量； 

(2) 关于3点的惯量主轴和主转动惯量. 

-r-Mi? 2 + mR 2 = 十 与 MR 2 = ~MR\ 


(1) I 


4 


4 


4 


其中 + M /? 2 是圆盘对的贡献，用了平行轴定理 vMi ? 2 + 


4 


4 


mr 2 =~mr\ 


4 


+淑 2 + +MR 2 = ^MR 2 


I yy = jM/? 2 + mR 2 

用关于转动惯量的垂直轴定理， 




4 


4 


L, = h, + Iyy = ^MR z + ^MR Z = AMR 


2 


2 m i x iyi 


- —MR 


^ xy 






4 


其中考虑到圆盘对的贡献为零， 


0 


系统关于 A 点的惯量张量为 


^rMR 2 - —MR 


0 


4 


5 


— —MR 2 5MR 


0 


4 


mR 


o 


0 


(2) 因为 L = 0，/^ = 0, 可见 e 轴是一个惯量主轴， J 3 = L = 4 M /? 2 为一个主转动 
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痛 


惯量 


另两个主转动惯量为下列二次方程的根 


^ rMR 2 - I — —MR 


4 


= 0 


- — MR 2 


^MR 


4 


35 


P - 4 MR 2 I -h tz { MR 2 Y = 0 


16 


解出 


(2 + jVEjMR 2 

(2 - jV29^MR 2 

设惯量主轴 1、2 的单位矢量分别为 Ou , 仏)和(〜，仏），则 

( 2 + » 


A 


= 3. 346Mi? 




h 


= 0. 654MR 




^1 




X 


4 


= 0 


:2 + 士 ㈣ 








4 


e\ x + 4 = 1 


只有两个独立方程，即 


V29 ] 


^lx — = 0 


4 


4 


X 


y 


解出 


= 0* 828 


ei 


X 


2-V29 


=- 0. 561 


e 




( 2 -» 


e lx 




4 


= 0 


( 2 -士 ㈣ 




e ty 




4 


2 


2 


(i + i^l 


^tx — ~e 2 y = 0 


4 


解出 


= O. 561 


e 2 x = 
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2 + ^s/29 


= 0. 828 


2y 


三个主转动惯量及相应惯量主轴的单位矢量如下 

11 = 3* 346 MR 2 ， 

1 2 = 0. 654 A /7? 2 ， 

/ 3 = iMR 2 9 

如图 7. 20所示，四个质量均为 m 的质点位于 
平面上，坐标分别为 ( a ， 0)、 （ 一< 2 , 0 )、（0, 2 a )、 （0, 一 2 a ) ，它们 

被可不计质量的杆连成一刚体，求： 

(1) 对原点的惯量张量； 

(2) 绕过原点的与 


fii = (0. 828, _ ()• 561,0) 

= (0.561,0.828,0) 

=(0,0，1) 


e 


e 


xy 


* 


* 


轴的夹角都相等的轴的转动惯 


x^y^z 


(3) 在某时刻沿 (2) 问所述的轴转动，求此时刚体对原点 
的角动量矢量和该轴的夹角. 


图 20 


2 m ( Za ) 2 = Sma 2 
I yy -- 2 ma z ^ I zz =l Oma 

lyz = 0 


( 1 ) 








关于原点的惯量张量为 


f8m 


0 


0 




1(0) = ! 


2 ma 


0 


0 


lOma 


0 


(2) 该转轴的单位矢量 


+ cos /3 j + cos/fc 
卢= y ， cos 2 a + cos 2 /? + cos 2 / = 1 


=cosai 






3 cos 2 a = 1 ， 




arccos 


20 


= Sma 2 cos 2 a + 2 ma 2 cos 2 /? + 10 ma 2 cos 2 7 = 


( 0 ) 


~ma 


a /^3~ 


= - — a ；(/+ y + fc ) 


( 3 ) 




Sma 2 0 

0 2 ma 2 


0 




J — 1(0) • co 


0 




0 


l Oma 


0 


vT 


vT 


4" 2 j 10^) 
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V8 2 + 2 2 + 10 2 = Vl68ma 


2 


—^— mtta 


<0 


设 J 与/!之间的夹角沒， 




^^(8 + 2 + 10 ) 


―:— coma 


= arccos 


= arccos 


J 




Vl68 


2 


ma oj 


vT 


20 


O 


= arccosO , 8909 = 27 


=arccos 


一个质点系由位于点 ( a ，一 质量为 4 m 的质点、位于点（一质量为 
3 m 的质点和位于点 ( a ， a ， a ) 质量为 2 m 的质点组成. 

(1) 求关于坐标原点的惯量张量； 

(2) 用 （1) 问的结果求通过原点、单位方向矢量 


参 


* 


j 的轴的转动惯量. 


/ + 






a ) 


4 m [( — a ) 2 + a z ~\ + 3m (a 2 十 a 2 ) + 2m(a 2 + a 2 ) = ISma 

I yy = 4 m ( a 2 + a 2 ) + 3/ n [ a 2 + ( — a ) 2 ] + 2m(a 2 + a 2 ) = ISma 

I zz = + ( — fl)2] + 3 撕 [( — a) 2 + a 2 ] + 2^tCci 2 H~ u 2 ) — 18ma 

Ly = I 




XX 


2 


2 


—— a ) + 3 m ( — a)a + 2 ma • a ] = ^rrta 

— [4 ma 

— [4 m ( — a)a + 3 ma 




yx 


+ 2 ma • a ] 
+ 2 ma ♦ a ~\ 


+ 3 m (— a ) 


3 /na 


a 


a 






xz 


zx 


ma 


a 








yz 


zy 


关于原点的惯量张量为 


18 5 




( 0 ) = 


18 


—1 


ma 


— 3 — 1 18 


VT 


18 5 

5 18 -1 

—1 18 




0 


(2) I~n • J (0) 


= 23ma 


ma 


~\^n -/i 


^2 


— 3 


0 


7. 2. 6 —个质点系包括位于点 ( a ， 一 a ，0) 质量为 4 m 的质点、位于（一 a ， a ，0) 质量为 
3 m 的质点和位于 ( a ， a ，0) 质量为 2 m 的质点 .求： 

(1) 关于坐标原点的惯量张量； 

(2) 关于原点的主转动惯量. 


( 1 ) 


I xx = 4 w [(— a 2 ) + 0 2 3 4- 3 m ( a 2 + 0 2 ) + 2 m ( a 2 + 0 2 ) = 9 ma 2 

4 m (0 2 + a 2 ) + 3 m [0 2 + ( — a ) 2 ] + 2 m (0 2 + a 2 ) = dma 2 

l zz — 4 w [(— a ) 2 + a 2 ] 4 - 3 m [(— a ) 2 + a 2 ] + 2 m ( a z + a 2 ) = ISma 




: y：y 
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I yx = — [4wa( — a) + 3m( — a)a + Zma • = 5ma 2 

I zx = — [ 4m<2 . 0 + 3 m ( — a ) • 0 + 2 ma • 0] 

— [4 w ( — a ) * 0 + 3 ma • 0 + Zma • 0] = 0 

^9 5 0 

1(0) = ma l 5 9 0 

、0 0 18 

(2) 因为 /：«=/3« = 0,2 r 轴已是惯量主轴 tli = Izz ~^ 8 wa 2 已是一 ■■个 主转动惯量. 
另两个主转动惯量是下列方程 的根： 

I 9 ma 2 — I 




xy 


I 


0 






/ 


I 






yz 


zy 


所以 


5ma 2 


= 0 


2 


I 


5ma 


9ma 


I 2 - 18ma 2 I + 56(ma 2 ) 2 = 0 
(I 一 4ma 2 ) (I 一 lima 2 ) = 0 


所以另两个主转动惯量为 


Ii = 4 ： tna 2 y I 2 = lA^nci 


7. 2.7 求底面半径为 r 、 高为 A 、 质量为 m 的均质圆锥体相对于底面中心的惯量张 

量.当 r 与 A 之比为何值时，过此点的任何轴都是惯量主轴，并在此情况下,找出质心的位 

置以及关于质心的主转动惯量. 

取坐标轴原点位于底面中心在底面上4轴为圆锥的对称轴，顶点的坐标 
为 (0,0, /0.设圆锥密度为户， 


k — Z 


h 


户 W 


I h — z 


h 


dz = ~p^r 2 h 


27tr f dr r = 2^tp 


m 




h 


o 


0 


p = ^h 

f(y 2 + z 2 )dm 
dm = pr f dr 1 A<pdz 

y = r’sinp 

k nn 

dz r f dr f ( r /2 sin 2 p -\- z 2 )d<p 


J =: 

J yy 




XX 


0 


h 一 z 


h 


k 


r f • 27t\ —r f2 + z 2 dr r 


d 之 




o 


0 


JH 士 (宁 r ) 4 + H 宁+]心 


= p 


= — m (3 r 2 + 2h 2 ) 


— p 7 T 


20 


30 


20 


r i . 

J 2 r 


2 dm j dm = pnr f 2 dz 


zz 


h 


—r /2 • pnr ! 2 dz 


ZZ 


0 
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h - 


Z 


h 


k 


4 


h —— z 


= —pnr^h = 




rrmr 


ZZ 


h 


10 


10 


Q 


根据质量分布的对称性，可知 


lyz = 0 


丈 y 


xz 


士 m (3 r 2 + 2 h 2 ) 


0 


0 


20 


(3 r 2 + 2 h 2 ) 


( 0 )= 


0 


0 


— m 


20 


0 


0 


—mr 


10 


如 


(3 r 2 + 2 A 2 )= 


—m 


—mr 


20 


10 


3 厂 2 + 從 = 6 r 2 , 2 h 2 = 3 r 


则 f r 时，过 O 点的任何轴都是惯量主轴，且转动惯量 7=^ r 2 

下面求质心 C 的坐标，显然，: 


h 


h 


h —— z 


p7tr fZ zdz = 一 pn 


之 dz = —h 


z(C) 


r 






h 


4 


rrt 


m 


o 


o 


现考虑 h = A - rr 的情况 


= — 


之 （ c )= 十 


4 


由关于转动惯量的平行轴定理. 


33 


— 


LAC) = I yy (C) = I 工 AO) — m[>(C)] 2 = 


o 2 

—mr^ 一 


mr 


m 


160 


10 


hAC) - 7 ^( 0 ) 






10 


mz 轴是对称轴)仍是关于质心的惯量主轴;上 


由质量分布的对称性，通过质心的 
述 /=( C )、 L ( C )、 KC ) 是关于质心的主转动惯量. 




半径为尺的非均匀圆球，在距中心『处的密度可用下式表示 


通: 


* 


p = Po\l — ^ ^2 


式中外及^为常量.试 求： 

(1) 绕过球心的任何轴的转动惯量； 

(2) 关于球面上一点的三个主转动惯量； 

(3) 关于球面上一点的惯量张量，要用下列坐标表达它，取 


坐标后，球心的坐 




Z 
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标为 { Rcosa ^ Rcos /3 $ Rcos 7^ 


pr 2 sindd 6 d<pd 

= |^ drJV 0 ( 1 - ^ 忌卜 sin _ * 

― ~7 ryO 0 (5 — 3 a ) R 3 


m = 


r 


2ff 


d<p 


o 


15 


( 1 ) 


j ( rsin ^) 2 pr 2 sin 0 drddd<p 

r 2 \ 

-frx r 4 dr sin 3 沒 d 汐 

R l ! Jo 

14 — 10 a 
35 _ 2 \u 

(2) 取所考虑的球面上的那点为坐标原点 a 轴通过质心(球心），则 

14 - 10 a 
35 - 21 a 


1 = 


R 


:== 2^* I po I 1 a 


0 


8丌 


R 


mR 


= ^Po 


—a 


h 


mR 






14 — 10 a 

35 — 21<2 

(3) 用关于任何一点的惯量张量元素与关于质心的惯量张量元素间的下列关系 

Ijk(A) = I jk (C) + mlR 2 c (A)d jk - x^cC^Dx^cU)] 

其中 1? C G 4) 是质心 C 相对于 A 的位矢. 


49 - 31 a 
35 - 21 a 


mR 2 + mR 


1\ = Iz 


mR 






今 


14 - 10 a 
35 - 21 a 


mR 


0 


0 


14 — 10<2 

35 — 21 a 


mR 2 


/( C ) 


0 


0 




14 - 10 a 
35 _ 21<2 

R C {A) = Rcosai + Rcos^j + Rcos7k 

I rx (A)= Ixx(C) + m [(/? cosa ) 2 + (及 cos /?) 2 + (Rcos7) 2 — Rcosa • i ^ cosa ] 

= 7 tc ( C ) + mR z sin 2 a 


mR 


0 


0 


I yy (A) = I yy (C) + mR 2 sin 2 /3 

LAA) = J ZZ ( C ) + mR z sin z r 

I ^( A ) = I xy ( C ) + m [— Rcosa • Rcos /?] 

LA A) = = 一 mR 2 cosacos7 
I yz (A) = — mR 2 cos/^cos7 


m /? 2 cosacos /? 






关于球面上一点 4 的惯量张量为 
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聲 


14 - lQa 
35 — 21<2 


+ sin 2 a mR 2 


— mR 2 cosacos /3 


— mR 2 cosacos 7 


+ sin 2 /?) mR 


14 - 10 a 
35 -2 la 


— mR 2 cosacos /3 


— mR l cos ^ cos 7 


HA )= 


+ sin 2 /) mR 


14 — 10 a 
35 — 21 a 


2 


— mR 2 cosacos 7 


— m /? 2 cos /? cos 7 


TV 


轴是关于 A 的三个惯量主轴，代入上式，得到的惯量张 


当 a = /?= —= > 

量正是所期待的，与用平行轴定理由 i ( c ) 得到的结果相同. 

质量为 m 的均质椭球，椭球方程为 


x 


y 


Z 




Z 


X 


+ 


b 2 


2 


a 


c 


试求此椭球绕过其质心的三个惯量主轴的转动惯量. 

设均质椭球的密度为& 






卜4 




一云 


1- 


c 


b 


a 


a 


a 


dr 


dy 


d 之 


m = p 


—a 




卜 ^ 


i- 


一 c 


<3 


a 


b 


a 


a 


a 


dz 


= 8 p \ dx 


dy 


0 


0 


0 


2 

x 


1 一 




a 


a 


X 


dy 


= Sp \ dx 


1 — ~ ^ 


c 


b 2 


a 


o 


0 


用积分公式 


) 2 dx — ~ 


( a 2 — 


X 


X 


a 


I 


l- 




丄 JL 


a 


a 


X 


Spbc 


1 - ^ 


m = 


a 2 


b 2 


2 b 


0 


0 


x 2 


1_ 


2 


4 


a 


X 


X 


2L 


d:r = — pitabc 


1 - ^ 


arcsin 


1 - 


a 


a 


o 




(y 2 + z 2 }pd：rdydz 


+ z 2 )dm 






卜 ¥ 




1- 


a 


b 


{ y 2 + z 2 )dz 


= %p dx 


dy 


a 


a 


0 


0 


0 


在以下的运算中将用以下积分公式 
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u 


arcsin — 


u 


8 


a 


(5a 2 — 2u 2 ) a 2 — u 2 + -^-a 4 arcsin — 


1 


u 


(a 2 — u 2 ) zdu = 


a 


可得 


Ii = 了 m(6 2 + r 2 ) 


同样可得 


I 2 — ~fnCc 2 + a 2 ) , I 


(a 2 + b 2 ) 


—m 




3 


10 上题如不取三个惯量主轴为坐标，而 
取上述坐标绕2轴转《角的坐标，求关于质 
心的惯量张量. 


右图 7.21 中 o 为质心， y 、 y 轴是惯量主 
轴是题目所要取的坐标. 


= cosai f + sinaf 
— sinw" + cosaf 




k = k f 


用 i '、 y 、/ 坐标，关于质心的惯量张量为 

^rm(b 2 + c 2 ) 


0 


0 


—m(c 2 + a 2 ) 


0 


0 


(a 2 + b 2 ) 


0 


0 


坐标，关于质心的惯量张量各元素计算如下 

用《经典力学》下册 P . 116(9. 3.12') 式 

^m{b 2 + c 2 ) 


用 




0 


0 


cos a 


(c 2 + a 2 ) 


0) 


(cosa 


0 


0 


sma 


sma 




XX 


o 


+ 6 2 ) 


0 


0 


Jb 2 + c 2 + (a 2 — b 2 )sin 2 a'] 


m 


( 


—m{b 2 + c 2 ) 


0 


0 


— sina 


(c 2 + a 2 ) 


/^= (— sina 


0) 


0 


0 


cosa 


cosa 




0 


(a 2 + b 2 ) 


0 
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[c z + a 2 + (b 2 — a 2 )sin 2 «] 


—m 


Izz= Izz 1 = —m(a 2 + b z ) 


^m{b 2 + c 2 ) 


0 


0 


— sina 


(c 2 + a 2 ) 


I xy = (COSOf 


0) 


0 


0 


cosa 


sina 


—m 


0 


—m{a z -f- b 2 ) 


0 


0 


—m(a 2 — 厶 2 )sinacosa 


用式 （9. 3. 120 计算或考虑到 z 轴仍是惯量主轴均有 

用题目规定的^ Z 坐标，关于质心的惯量张量为 




—m(a 2 — 6 2 )sinacosa? 


\b l + c 2 + (a 2 — 6 2 )sin 2 a] 


0 


—w 


[c 2 + a 2 + (6 2 — a 2 )sin 2 a] 


{a 2 — 6 2 )sin^cos 


0 


—m 


~m 


(a 2 + b 2 ) 


0 


0 


当 a =0 时可得应有的结果. 

一个质量为边长为 a 的均质立方体，试求 


7 . 2 . 11 

(1) 关于质心的惯量强量； 

(2) 关于一个顶点取过此点的三条边为 x ^ y ^ z 轴时的惯量张量; 

( 3 ) 关于一个顶点的三个主转动惯量； 

(4) 写出（2)、（3)问两种取法时的惯景椭球方程. 


(1) 取过质心 C 的三个笛卡儿坐标分别平行于通过一个顶点的三条边.它们都 
是惯量主轴，而且惯量撤球是球型的. 


(y + Z z )dz 


1 1= 1 2 = 1 3 = 




a 


a 


= Sp 


=—pa 


ma 


所有惯量积均为零，因为惯量椭球是球型的，过质心任取互相垂直的三个坐标为 
轴，惯量张量均为 


x^y^z 


0 


0 


a 


(C) 


0 


0 


—ma 




0 


0 


—ma 
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(2) 用关于转动惯量的平行轴定理可得 


I 


h, = I.AC) + md 2 




XX 


jyy 


其中 d 为两个平行轴间的距离，这里 d 等于立方体一个面的对角线长度的一半 




I xx 1 yy ^ zz 


+ m 


—ma 


~ma 


— i — a 


a 


a 


a 


hy 


pxdx ydy\ dz = — ~~pa 


5 


—ma 


4 


4 


o 


o 


0 


同样可得 


I 


—ma 




4 


惯量张量为 


—ma 


—ma 


—ma 


4 


4 


ma 2 


2 


—ma 




—ma 




4 


4 


丄 2 

— —ma 6 


a 


mi 


—ma 


4 


(3) 取过此顶点的立方体的对角线为 z 轴，它通过质心，且是关于质心的惯量主轴. 
对这个轴上的任何点来说，这个轴都是惯量主轴.因此对此顶点^轴是一个惯量主轴. 


a 2 


h 






因为过质心的任何轴都是关于质心的惯量主轴，且主转动惯量均为根据平行 

轴定理，对顶点而言，与 z 轴垂直的任何两个互相垂直的轴作 u 轴，都有相同的转动惯 
量，都是惯量主轴. 




11 


Ii = I 2 = /^(O + 饥 d 2 


2 


—ma 




—ma 


a 


12 


(4) 取 (2) 问的坐标系，将 (2) 问中得到的等代入下式 

Ixx ^ 2 + I yy y 2 + Izz ^ 2 + 2l xy xy + 21 


― 2ly Z yz = 1 


XZ 


得惯量椭球方程为 


—ma 2 {x 2 + 夕 2 + z 2 ) — —ma 2 {xy + 工之 + yz) = 1 


取 (3) 问的坐标系，惯量椭球方程为 


11 


—ma 2 (x 2 + y) + —ma 2 % 1 = 1 


12 


12 上题所述的立方体，取一个角为坐标系原点，三条边为 


轴，求绕过原 


x 


Z 


y 




点方向矢量为 W 


的轴的转动惯量，并给出此轴与惯量椭球面交点的 


坐标 


上题已求得用此坐标系的惯量张量为 



力学（上册) 


448 


2 


Ld 2 

—ma 


—ma 


—ma 




4 


4 


2 


—ma 


—ma 


—ma 


4 


4 


ma 2 


丄 2 

—— —ma 


—ma 




4 


绕过原点方向矢量为 《 的轴的转动惯量为 




2 


2 


—ma 


ma 


—ma 


4 


4 




-/T a/t -/y 


a z 


u 2 

—ma 


—ma 






4 


4 


> \^6 _ 


ma 2 


a 2 


丄 2 

—ma 






4 


4 


=~(8 — ^/~2 — V ^ 3 ~ — )m 

也可用上题得到的椭球方程 


a 


—ma 2 {x 2 + y + z 2 ) — 


(xy + + 夕之 ) =1 


—ma 


n 


n 


n 


X 


X 


，代入椭球方程， 


坐标为 


考虑到该轴与楠球面的交点 Q 的 


x^y^z 


a / t ， vT，vt 


n 


n z 


n 


X 


—ma 


VT 


v^T 


vT 


n 


n y , n x n z n y 


n 


z 


X 


a 


mi 


VT VT VT VT VT VT. _ 


2 


解出 


2 


/ = —ma 2 (n 2 x + n 2 y -\- nl) — ~-ma 2 {n x n y + n x n z + 


n,n 


z 


y 


-/i VT 




，即得 

I = ~:(8 — _ — ) 


代入 


jTl 


jTl 


n 


Z 


X 


y 


a 


mi 


12 


i -/y 


，另一个交点的坐标为 


交点 Q 的坐标为&丨 3 ， 2 


1 -/3" -/T -s/6" 


3 ’ 2 


7.2. 13考虑一薄板位于平面，证明对板上任何一点的惯量张量有如下形式 

A — C 
- C B 


0 


0 


A + B 

证明 由惯量积的定义可得 L = L = 0 •设/^ = 4，心= 5山严一(：，要证明心=>1 


0 


0 


+B 
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Izz = J (^ 2 + y 2 )dm = | 


卜 2 


{x 2 + z 2 )dm + 


+ z 2 )dm = I yy J rI xx = B-\-A 


这里用了薄板上各质元的 z 坐标均为零. 

7. 2. 14 若上题的坐标改用绕 z 轴旋转0角后的坐标，证明惯量张量为 

A f - C 

- a b 1 


0 


0 


0 A f + B f 


0 


其中 


A f = ^4cos 2 ^ + Bsin 2 d — Csin2^ 
B f = Asin 2 0 + Bcos 2 d + Csin2^ 


C’ = Ccos2^ — ~(B — A)sin2^ 


2 


并由此 证明： 如转角 


2C 


Q = 二 rarctan 


B - A 


转后的轴为惯量主轴. 

证明 设原来的坐标为 


转后 的坐标表示为 

/ cos 历 + sin^y 
=——sin 历 + cosdj 

— f A 






与解 7, 2, 10 题一样 r 


cos 汐 
sin 汐 


A -C 0 


= (cos 没 sind 0) — C 


B 


0 


0 A + B 


0 


0 


=^4cos 2 ^ — 2Csindcosd + Bs\n 2 d 
=Acos 2 d + Bs\n 2 d — Csin20 = A r 

A — C 

7yy= (— sin^ cosd 0) — C B 


— sin^ 

cosd 


0 


0 


0 + 5 


0 


0 


=Asin 2 ^ + Bcos 2 d + Csin2^ = B f 

L'^ = /x-x- + + B' (上题已证明) 

A - C 


— sind 

cosd 


0 


/yy = (cos 沒 sin 沒 0) — C 


B 


0 


0 A + B 


0 


0 


— Ceos 2^ + — ^4)sin20 = — C f 




2 


由惯量积的定义， ixv = /yv = 0_ 

把上述惯量张量各元素代入惯量张量的矩阵，正是所要证明的惯量张量. 


如 
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春 


2 C 


8 = 


—arctan 


B - A 


f = Ceos [arctan _ 


2 C 


C 


—— (B — i 4 )sin arctan 


B - A 


2 C 


因为 


= 20 


arctan 


B - A 


2 C 


tan 2 夕 = 


B - A 


B - A 


cos 2^ = 


2 C 


sin 2^ = cos 2 S * tan 2^ = 


C f = Ccos 2 没 _ ~{B — i 4) sin 2^ 


2 C 


B - A 


— ~CB — A) 


= C 


= 0 


/ y ^ = 0 

hy = 0 ,Jw = 0 说明 〆 轴是惯量主轴 . J ^=0 ，Av = 0 说明 y 轴是惯量主轴 

或反过来证明，转后的 Xj 轴要成为惯量主轴，必须 C '=0, 立即得 


所以 


I 乂 


y 


2 C 


6 = 了 arctan 


B - A 

7.2. 15 如图 7. 22所示，一个质量为 m 的均质圆锥，其底 
面边缘的方程为 U — a ) 2 +^ = a 2 和 3 ^= 0 ,顶点位于 ( a , h ,0). 
求关于原点的惯量张量. 


—pTca 2 ka = ~rpnka^j^*^^k^ \Xc~a,zc — ^ 


m = 


ka 


1 Qn 

12 m 

利用 7. 2. 7 题已算得的结果，关于底面中心 B 的惯量张量可写 


k z a A = —ka 


dy = 


yc = —\ yp n 


a 


ka 


4 


0 


出 


3 + 2 k 2 0 


0 


(5) = — ma 1 


0 


0 


图 7.22 


20 


0 3 + 2 k l 

注意写上述惯量张量时，坐标系原点位于须将上图中的轴向右 平移. 

用关于任何一点的惯量张量元素与关于质心的惯量张量元素间的下列关系 

I jk (C) = I }i (B ) - mlR 2 c(B^d jk - ^(5)x« ； (5)] 

RciB) = x c {B}i + y c (B)j + z c (B) k 


0 


是质心 c 相对于 B 点的位矢， 


(B) = ~^~kaj 


c 
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KO = ~ ma 2 (3 + 2k 2 ) — 


frma 2 (4 + k 2 ) 


—ka 


m 




80 


20 


4 


J” （ C) 


—ka 


—ka 


—ma 


m 


—ma 




20 


10 


4 


4 


ma 2 (4 + ^ 2 ) 


LAC ) = /„( C ) 






80 


轴都是关于质心的惯量主轴. 

Ixy(C} = I XZ (C) — Iy Z {C) 

4 ~h 是 2 0 


以质心为原点的 


x^y 


z 


0 




0 


1(0 


0 


0 


—ma 




80 


0 4 + 々 2 

Ijk(O) = I jk (C) + mlRUO)d jk - ^(0)^(0)] 


0 


Rc(0) =ai + -fkaj 


4 


= —ma 2 C3 + 2 是 2 ) 


UO) = —ma 2 (4 + k 2 ) + 


2 


+ ^rka 


— <x 


a 


80 


20 


4 


13 


2 


+ w a 2 + —ka 


lyyiO) 


—ka 


~ma 


—ma 




10 


10 


4 


(23 + 2k 2 ) 


(4 + 々 2 )+ mU 2 + — 


LAO ) 


— 0 


—ma 


—ma 




20 


80 


4 


—— —mka z 


I xy (0) = 0 + 


—ka 


m\ 一 a 


4 


4 


I^ziO) = 0 + m ( — 


0) 


0 


a 






lyziP ) = 0 + 


—— —ka • 0 = 0 


m 


4 


3 + 2k 2 — 5k 

_ 5々 26 


0 


( O ) 


0 


—ma 




20 


23 H ~ 2々 

7.2.16 证明 ：（1) 对于过一点的三个互相垂直的轴的转动惯量，对任一个轴的转动 

惯量都不能超过对另两个轴的转动惯量之和； 

(2) 在刚体上取 oa ：：^ 与 o / y / 两坐标系，如两坐标系不仅有公共的原点、/、 

y 轴还在同一平面上，则刚体对各轴的转动惯量有下列 关系： 

1 j! od 1 y 


0 


0 


I XX + I 




y 


xy 


并给予物理解释, 

证明 a ) 


--z 2 ) = dm 


XX 


J (工 2 + y)dm 

{x 2 + ： y 2 + 2z 2 )dm > I 

除了刚体的所有质元的 z 坐标均为零，即刚体是位于町平面的薄板有仏+/,,=心外，均 


(z 2 + x 2 )dm , I 




zz 


yy 


i 




zz 


XX 


yy 
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_ 


有 7x,+/»>/ 

同样有 Iyy ^ rIxz ^ IxxiIzz ~\~ Ixx ^ Iyy 这就证明了对任~■轴的转动惯量不能超过对另 

两个轴的转动惯量之和. 

(2) 方法一 :两个 坐标系有公共的原点，且轴在同一平面上，则 z、/ 轴必共 
线,可以是同向的，也可以是反向的， 


ZZ 




+ z 2 )dm 


O 2 + x 2 )dm 


( 工 2 + y 2 + 2z 2 )dm 


yy 


{x fZ + y 2 + 2z ,2 )dm 


I " + /y 

对于刚体上的任一质元，其 z、/ 坐标或相等 u、〆 轴同向）或绝对值相同但正负号相 
反(=、〆轴反向）.不管哪种情况 v 二〆 2 、p+y、x' 2 +y 2 分别是该质元至2轴、/轴的距 
离的平方4、^轴共线，故有 


对任一质元有 


+ y + 2 之 2 = 乂 2 + y 2 + 2之 


对所有质元有 


Cx 2 + 〆 + 2z 2 )dm = (x /2 + y 2 + 2z r2 )dm 


: cV 


yy 




这种证法在证明的过程中已包含了物理解释. 

方 法二: 用惯量张量从一组坐标到另一组坐标的变换关系来证明 


I 


12 


= e i 


21 


22 


/3 


31 


32 


就这里轴反向（图 7. 23) 的情况证明如下 


i r = cos^i + cos <p — ~ \ j = oos<pi + sin 史 j 


f = cos 99 — —- j + cos( 7 T — 9)7 = sin^f — cos<pj 


cos 沪 

sin ^ 


(cos<p simp 0) \I yx I yy I 






I zx ^ zy ^ zz 


0 


I^cos<p + L y sin<p 
=(qos<p sin^f> 0) I xy costp + I yy sin^ 

J xz cos<p + 人 # inf 


图 7. 23 
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# 


# 


= I xx cos 2 <p + 21 xy s\n<p cos<p + I yy sin 2 (p 

I xx I xy I 

(sinp — cos<p 0) I yx lyy I 

zx I zy ^ zz 

= I xx sin z <p — 21 xy sm<p coscp + I yy cos 2 <p 


sm ^ f > 

—— cos<p 


xz 






y y 


o 


所以 


+ /yy = I xx + I 


jyy 


同样可对轴同向的情况证明上式成立.这种证法没有包含物理解释 • 
7 . 2 . 17 如图 7. 24所示，质量为 m 的均质薄片，由 
轴、 y 轴及圆心在(/?，尺）、半径为尺的圆弧围成它的边 
界.求绕过原点的、在巧平面上与: r 轴夹角为30°的轴 
的转动惯量. 


y 


x 


( R . R ) 


R 


R 


方法一 ：设面 密度为〃，考虑 U ， y ) 处质元 

adrd ^， 它到所要考虑的/轴的距离为卜质元对/轴的转 

. 

动惯量为 

dl = p 2 dm — (rsin6) 2 adxdy = \r X P| 2 <rd：rdjy 

r 是 z 轴的单位矢量. 


P 


e 


30 


o 


O 


R 


x 


7 - 24 




1 ° = cos 30 °i + sin 30 °j = 


1 + ~WJ 


oci + yj 


2 




di = 


acLrd 夕 


▲ *3^ 


: V 




，R r 

dy 

J 0 J 


R- 


— Cy — i?) 


<^dy 


—x 


y 


0 


= 士从 4 [48 — 19 v ^" + ? r (6 VT - 15)] 


48 


7 t 


1 — ~ oR z 


R 2 - —7tR 


a 


m 


4 


4 


[48 — 19 3 + ^ r (6 3 — 15)] wi ? 2 


12(4 —丌） 

方法二： 用公式 /= r . i . r 计算 


— (x—R) 


R 


R — 


I XX ^ I yy = (x 2 + z 2 )d 


<^dy 


JO 


0 


0 


R 


= (T\ X 


0 


用积分公式 


a 


JO 


X 


8 


4 


a 


可得 


4 


Iyy = —(16 — 5 兀) 戊及 


XX 
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R 


R- 




xdx 


y^y 


4 


777(19 — Q 丌 ）<jR 






xy 


24 


o 


o 


I 


lyz = 0, I zz = I xx + I 


xz 


yy 


在这里可以不作的计算. 




— (19 — 6 兀）汀尺 4 0 


7^(16 — 5 芘） W 4 


16 


24 


—~(19 — 6 丌）汀及 4 


4 


~(16 — 5 吖）汀尺 


0 


24 


16 


2 


0 


0 


0 


ZZ 


= i[ 48 -19^ + ^^T- 15)>M 


[48 - 19 4- ? r (6 VT - 15)]泔及 


12(4 — tt ) 


方 法三: 用叠加法计算 
用 1 \^^ 2 分别表示图 7. 25( a ) 、 （ b ) 中阴影 
部分对/轴的转动惯量， H 分别表示相应 
部分对 O 点的惯量张量. 


% 


Ilyy = —{CfR 2 )R 2 = — ^ 




\xx 


3 


⑻ 


(b) 


R 


R 


—aR 




1町— 


图 7* 25 


4 


L 丄― 




vT 


4 


/i 


I\= I 


+ 2I\ 


aR 


o 


0 




1^ 




XX 


(- 


R 


R 


(x 2 + z 2 )adx = 


aR 4 


h 


T + 16 


~n 




2xx 


: yy 


R- 


— Cy — R ) 


0 


R 


w 


13 


n 


sctjdj ： — 


aR A 




2xy 


24 4 


R _ 


— (y—R) 


Z 


VJ 


VT . 丄 


2 


I 2 =l 


h 


+ 21 




o 


o 




2yy 


Ixy 


xx 


2 


vy 


2 


+ 


crR 4 


7T — — I — TV 


48 


16 


3 


4(48-19 VT — 15 江 + 6 VTtt)^ 4 


/= /i - h 




48 


[48 - 19 -/J + tt(6 -/3" - 15)]^ 


12(4 — tt) 


7.3 刚体的定轴转动 


7. 3. 1 — 质量为 300 kg 、 直径为 lm 厚度均匀的均质圆盘状的飞轮以每分钟1200转 
的转速旋转，为了使它在2分钟内停下来，所需的不变的力矩多大？ 



第七章刚体动力学 


455 


d 


= 37. 5 kgm 


=亡 X 300 


1200 X In 


— 40^ rrad/s 


⑴ o = 


60 


dco 


Idco = Mdt 


dt 


2X60 


Ida)= 


Mdt 


37. 5 • 40 ；r 


M = 


ICO — co 0 ) 


= — 39. 3 ( Nm ) 






120 


120 


一个扭摆由一根竖直的金属丝下挂一个物体组成，物体可绕此竖直的金属丝 
在金属丝的扭转力矩作用下转动.现有三个扭摆，它们由相同的金属丝和相同的均质实心 
立方体组成 ，一 个挂在立方体的角上 ，一 个挂在一个面的中心，还有一个挂在一条棱边的 
中点，如图 7. 26所示.求三个扭摆转动时的周期之比. 


7*3 


图 7. 26 


三个扭摆的转轴均通过质心 . 均质立方体关于质心的惯量椭球是球型的，绕通过 
质心的任何轴的转动惯量都一样大.三个扭摆所用的金属丝相同，与扭转形变相应的弹性 
模量相同，影响运动周期的两个物理量——转动惯量和弹性模量均相同.三个扭摆有相同 
的周期，任何两个的周期之比均等于 1. 

7.3.3 求两扭摆的周期之比，它们之间的不同仅在于其中之一粘上两个圆柱，每个 
圆柱的半径和圆盘半径之比为每个圆柱和圆盘均是均质的，质量为 M ， 如图 7. 27所 


4 




设 hJz 分别是左、右边扭摆的转动惯量， 


I, = i-MR 2 


27 


1 2 = 士 M/? 2 + 2 士 M ~R + M +及 


= —MR 1 


4 


16 


4 


设与扭转形变相应的弹性模量为々， 


i\d I — — kdi f I2O 2 = _ kd 
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j — 


⑴2 = 


J R 




七 R 


4 


M 


M 


M 


M 


R 


图 7. 27 


振动周期之比 


I 


T , 


CO 




1 


h 


T 


9 


⑴1 


一个正常身材的人以每秒钟走一步的自然摆动的步频行走是很舒服的，试图 
以较快或较慢的步频行走都会感到不舒服，略去膝关节的效应，试利用一种最简单的模型 
来估算一下决定该步频频率的与人腿的那种特征有关. 

人做勻速运动时,膝关节也做匀速运动，以膝关节为参考系，人腿做定轴转动.用 
最简单的模型，视人腿为均质杆,设腿的质量为 m 、 长为/，绕膝关节转动的转动惯量为 

\ ml z . 定轴转动的运动微分方程为 


7.3 


* 


i 




^rsinff 


— rng 


粗略考虑，用近似 sin ^^ 


"给= 0 


振动角频率 




21 


可见决定步频频率是腿的长度. 

一 质量为 M 、 半径 为及的 均质圆环悬挂在一铅垂面内，支 
撑物是安置在圆周内侧上一点的刀刃，求圆环做小振动的角频率.（图 

7. 28) 


7*3 


圆环绕圆周上一点的转动惯量为 


I = MR 2 + MR 2 = 2MR 


圆环绕刀刃做小振动的运动微分方程为 
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16 — — MgRsind ^ — MgRd 




O ) 


2R 


一个人想用杆子打在岩石上的办法把杆子折断. 
他用手拿住杆子一端，让杆子绕该端做无位移转动，如图 7.29 
所示.这个人希望杆子打在岩石上的瞬时手不受到较大力的冲 

击，问杆子的哪一点打在岩石上为好？（不考虑重力). 

杆子绕手握住的一端做无位移转动，换句话说，杆子 

绕该端做定轴转动.打在岩石上以前，转动角速度设为％不考 
虑重力，做恒定角速度转动时，轴处不受力，打到岩石上后，角 

速度变为零.要在打击过程中手不受较大的力冲击，即手握的 
一端杆不受手的冲力. 


7.3 


L 


图 7*29 


设杆长为/，质量为 m ， 杆与岩石的接触点离手握的一端 

距离为 x ( 图 7. 30). 在打击岩石的极短时间内对杆用对固定 
轴的角动量定理和质心运动定理 • 


f/dw = - j 


Fxdt 


Fdt 


mdv 


图 7. 30 


c 


其中 




~ l(o 


Vc = 


m 




F 是打击岩石期间岩石作用于杆的冲力， 


— ml 2 (0 —⑴） 


Ida) 


3 


x 


mdv 


z(o — 如） 

乙 

_ 

为在打击岩石时手不受较大的冲力，需让杆离手握的一端三分之二杆长的那一点击中岩石. 

一 半径为只、质量为 m 的均质轮子可绕通过其轮心的、垂直于轮子的水平轴 
自由转动 ，一 根不可伸长的轻绳绕在轮边，一端固定在轮上，另一端挂着一质量为 M 的物 

体，如图 7. 31所示，问物体下落时绳中张力多大 

解设绳中的张力为了,取竖直向下的 a 轴， 

—mR 2 ^ = TR 


m 


c 


% 3*7 


? 


R 


( 1 ) 


dt 


o 


( 2 ) 


Mx — Mg — T 


(3) 


x= R(o 


将式 (3) 代入式 (2)， 


d(o 


(4) 


M 


MR^F = Mg -T 


di 


图 7* 31 
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dco 


由式(1)、（4)消去 f ，可得 


T 


m 


mM 


T = 


g 


2M + m 

两飞轮半径 R 1 = 2 R 2 , 可绕彼此平行的对称轴无摩擦转动，转动惯量了 i = 

开始时两轮无接触，大轮的转速为 n 0 =2000 r / min . 小轮 静止. 如果移动这两 根平行 

轴使两飞轮接触，求达到稳定（即接触点无滑动，两飞轮转速不再变化)后小轮的角 速度. 

从开始接触到达到稳定为止分别对两飞轮用对固定轴的角动量定理•两飞轮的 


7.3 




16/ 


出 1 


R 


图 7.32 


角速度的正方向及相互作用力/的正方向如图 7. 32所示 

=- fRy 


d ^! 


At 




=fR 




= — fR^t, / 2 |d^ 2 = |/i? 




开始接触时，叫 = 27 m 。， 叫 = 0,达到稳定时，设叫 

= iQl ，⑴2 = ，则 

^1 (*^1 — 2 沿 io ) 






J 2 (il 2 — 0) = R 2 fdt 


两式相除，并代入 I l = m 2 , R l = 2 R 2 A ^ 


矜⑴！ 一 2芘” 0 ) ―― O 


再由接触点无滑动条件， 


RiQ 1 = R 2 0 2 ， 


P 2/3 i = O 


从两式消去 a ，可得 


16 


16 ^~T = 335. l(rad/s) 


^2 


=— 7rn 0 = —7T 


60 


两个均质的圆柱体环绕各自的对称轴自由转动，若两圆柱体的半径分别为 

和 Q ， 质量分别为 Wl 和 m 2 ，如图 7 . 33 所示. 让它们互相靠拢直到互切并达到不再随时间 

变化的稳定运动状态，求稳定运动后两圆柱体的角 速度. 


7.3 


ri 
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设两圆柱体从接触到达到稳定运动状态期间相互作用的冲量/，如图 7. 34所 
示，它们一定大小相同，方向相反(根据牛顿运动第三定律得此结论). 


由对固定轴的角动量定理 


= — Ir x 


( 1 ) 


~m 2 r\(U 2 - co z ) 


— Ir z 


( 2 ) 




达到稳定运动状态时，两圆柱体接触点的速度相同. 

0 = — r 2 iT2 2 

列上述各式时，的 IE 负号规定均如图 7. 33所示 

由式（1)、（2)得 


(3) 


r. 




- m 2 r2(0 2 — ⑴ 2 ) 


(4) 


一 ) 


由式(3)、（4)两式解出 


tn^^i — m 2 r 2 a ) 2 

(mi + m 2 )r l 


Hi = 


r\Oi 


m t r 1 u > 1 — m x r x ti} x 

(m l + m 2 )r 2 


Q 2 = — 

三个全同的均质圆柱体以相同的角速度 n 围绕各自的对称轴（相互平行) 

转动，使圆柱体互相接触，保持轴平行，最后每个圆柱体和相邻的圆柱体间无滑动时达到 

稳定运动状态，问三个圆柱体的总动能最终还留下多少 

从三个圆柱开始接触到最终达到稳定状态经历的时间相同，由牛顿运动第三定 

律，相互作用力总是大小相等、方向相反，因而相互作用的冲量也是大小相等，方向相反 
的.由于三个圆柱半径相同，相互作用的冲量矩是大小相等、方向相同的 (三 个圆柱的角动 
量的正负号规定是一致的），图 7. 35画出了在此期间三个圆柱受到的冲量矩，所用的符号 
® 表示冲量矩的方向垂直纸面向下，其中 A / 12 是圆柱2作用于圆柱1的冲量矩， M 21 是圆 
柱1作用于圆柱2的冲量矩，以此 类推. 由上所述 

达到稳定运动后，相接触的两圆柱体间无滑动,考虑到三个圆柱半径相同， i 、 2 、 3 三 

个圆柱体的最终的角速度必依次为 o \- n ' M . 对三个圆柱体分别用对固定轴的角动量 


r 2 


7 . 3 . 1 


? 


M 23 = M 


32 


21， 


定理 
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I ( f 2 f — {2) = M 

I ( — S2 f — = A /21 十 A/ 

I ( f 2 f — f 2) = M 


( 1 ) 


12 


( 2 ) 


23 


(3) 


32 


图 7_ 35 

式 （1) 加式 （3) 减去式（2)，用 M l2 = M 21 , M 23 = M 

I {30 f — iO ) = 0 


32 9 


a = 


最终三个圆柱体的总动能: r 与最初的总动能: r 之比为 

m t2 + 4 /( - n f y 




T 


T 


3 • ^ia 2 


7 - 3.11 一 段曲率半径为及的均质圆弧绕通过弧线中 

心并与纸面垂直的水平轴线无摩擦地摆动.证明微振动周期 
与圆弧的长度无关，并求作此微振动的圆弧的等值单摆长. 

设圆弧质量为 m , 图 7. 36中 A 点是圆弧的弧线中 

心 ， c、o 是处于平衡位置时，圆弧的质心和曲率中心的位置， 
用没表示圆弧摆动时的角位移. 

分别表示处于平衡位置的圆弧绕过此三点4、 
c 、 o 的垂直于纸面的轴转动的转动惯量， 


lo = mR 2 ， 


Ic = Iq — 

( OC ) 2 + mlR - ( OC )] 2 = 2 mR(R - OC ) 


( OC ) 2 = mR 2 — m ( OC ) 


Ia = Ic ^ n ( AC ) 2 = mR 2 — m 

对圆弧用对固定轴的角动量定理， 

* » 

=— mg(R — OC)sind mg(R — OC )6 


2 mR(R — OC)d = — mg(R — OC 、 ❻ 


0 


2 R 


In 


2 R 






CO = 


2 及， 


O ) 


g 


与圆弧的质量 m 及圆弧的长度均无关. 
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与单摆的周期 


T = 2^r 


比较，可得半径为尺的均质圆弧做微振动时的等值单摆长为2兄 

7.3.12 半径为及的均质圆扇形面绕垂直于其平面，且 
通过其中心角顶点的光滑水平轴做微振动.扇形的角度多大 
时，此摆的等值单摆长等于扇形弧长的一半(图 7. 37). 

设扇形的中心角为取扇形中心角的顶点为坐标 
系原点，用极坐标表示扇形质元的位置，取其中线为极轴，显 
然质心 C 位于极轴上，设扇形面密度为 a ， 


2 


o 


C 


2 


& (p arcoscp * rdr 


xc~ OC = 




7. 37 


4 及 


cos^d^ = 


十 R 


一 ~sin ~ 


R 2 a 3 


3 a 


设扇形面的质量为 m ， 绕转轴的转动惯量为 I = jmR 
用对固定轴的角动量定理， 


16 = — mgOCsind ^ — mgOC • 6 


代入 J 和 OC 得 


仏 


— mR 2 d + mg 


6 ~ 0 


sin — 


3 a 


8莒 sin — 


Q + 


2 6=0 


3 Ra 


8 gsin — 


SRa 


3 Ra 


T = 2 ^r 


8^sin — 


等值单摆长为 




8sin 二 


等值单摆长要等于弧长的一半， 


3 Ra 


——Ra 


I = 士心， 


8 sin — 


要求 
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« 


a 


sin — 


a = 2arcsm — = 97* 18 


o 


4 


7. 3. 13 一个人用棒打垒球，打在何处才能在打击的瞬间，握棒的手不受到冲击力. 
设棒绕手做定轴转动时的转动惯量为 h 棒的质量为 m ， 棒的质心离手握住的一端的距离 


为 d 


解设击球点离手握的棒端的距离为 X ，握棒的手不受到冲击力，击球点受到的冲力 
很大，在打击期间，所有的有限力与冲力相比均可忽略.设击球期间棒受到球的冲量为 

棒在击球前的角速度为击球后变为静止，击球前棒的质心速度为 〃 c = o ^. 

在打击期间用对固定轴的角动量定理和质心运动定理， 

7(0 — 

m(0 — (od) 


J 冲 


x 






- 1 




冲 


消去/冲，得 


Ico = maxix 


x 


md 


7. 3. 14有一半径为 r 、 质量为 M 的均质圆球，在球面处通过装在无摩擦的、质量可 

以不计的、大小相同的球壳内连接于长度为/、质量为 m 的均质杆的一端，杆的另一端由 
无摩擦的铰链悬挂于一固定点，杆可在竖直平面内运动形成一个摆.试求此摆做微振动的 
周期.若圆球与杆固连，微振动的周期多大？ 




一 

r) 2 


$ = — mg * ~lsin6 — Mg{l r)sin^ 


七 ml 1 + Mil + 




+ A/ / + A/r 




—m 


3「 （m + 2M)Z + 2Mr 
2 1 mi 2 + ma~+V) 


gd = 0 


2 


3 「 （m + 2M)l + 2Mr 

2 L ml 2 + 3M(/" + r)" 


g 


(V = 


2 苽 


T = — = 2^r 


3[(w + 2M)l + lMr\g 


CO 


若圆球固连于杆， 


士 mZ 2 + +Mr 2 + M{1 + r) 2 \d 


—l&ind — Mg (l + r)sin^ 


— mg 






+ Ml + Mr 


—m 






+ M / + Mr g 


—m 


_ (m + 2M)/ + 2Mr 

5m/ 2 + mr 1 + 15M(/ + r) 2 


15 


^Mr 2 + M(Z 


二 ml 
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# 


2 「5 m / 2 + 6 Mr 2 + 15 M (/ + r ) 

(w 十 2 M )/ 十 2 Mr 

7.3.15 质量 m 、 长6的均质细棒用一根不可伸长 
的轻绳拴在劲度系数为 A 的弹簧上，弹簧的另一端固定， 

绳跨过一固定于/ > 点的光滑小滑轮.棒可无摩擦地绕 A 
端在竖直平面内转动.如图 7. 38所示， 一； r < i 9<; r , 当 
= 0时，弹簧为自然长度 ，6< a ， 求： 

(1) 系统处于平衡时的0值，讨论平衡的稳定性； 

(2) 稳定平衡位置附近的小振动的角频率(注意尸 A 
线是竖直的）. 


2兀 


T = — = 2 tv 


15 发 


(1) 规定垂直纸面向外的方向为力矩的正向， 


取 A 点为矩心. 


b 


重 力矩： 

弹簧 力矩： 

其中#为棒与绳子间的夹角. 
由正弦定理， 


M g = — 


—sin^ 


g 


M , — kcbs \ n<p 


sin^ = — sin 汐 


sin^ sin 汐 ’ 


M s = kabsinS 


平衡时 


M g + = 0 


—— ~ rmgbsin 6 + kabsind = 0 


有以下三种 情况： 

(i) 若 h = 对任何彡，平衡条件均成立，是随遇平衡的情况 . 


(ii) 若尽，平衡条件要成立，必须 sin 没 =0, 没 =0 或汐 = 

在 £/=0 附近， 


M ^ — —mgbO + kabd 

乙 

6>Q 时， M<0 /<0 时 , M>0. 受的力矩是恢复力矩 . 故 0=0 为稳定平衡 位置； 

在 $~st 附近， #<7r,sin 沒 >0 ， Af<0; 沒〉 ?r ， sin 沒 <0 ， M 〉 0, 所受力矩不是恢复力矩，故 

沒 -^ 为不稳定平衡位置 . 

(iii ) 若同样可以得到 


6=0 和 d = 7V 

均为平衡位置，但它们的稳定性和 (ii) 的情况相反 4=0 为不稳定平衡位置 4 =兀为稳定 

平衡位置. 


(2 ) 对于 ka < i—mg 的情况，讨论在稳定平衡位置 6=0 附近的小振动 . 


2 
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由对固定轴的角动量定理， 


(-音 


— mb 2 d 


mgb + kab 0 




d = Q 


2 mb 


对于 ka > 七 mg 的情况，可得在平衡位置 d =7 t 附近小振动的角频率为 


2 mb 


7.3.16 质量为 M 、 半径为 R 的均质细圆环在光滑的 

桌面上可绕枢轴无摩擦转动.一只质量为 m 的甲虫相对于 
圆环以速率 w 沿着圆环爬行，如图 7. 39 所示. 甲虫和圆环 
原来是静止的.当甲虫爬到与枢轴同一直径的另一端 A 点 

时，甲虫相对于桌面的速率多大？ 

解甲虫和圆环组成的系统对枢轴的角动量是守恒 
的，开始时系统静止，角动量等于零.甲虫相对于圆环做逆 
时针转动，圆环相对于桌面有垂直纸面向下的角速度. 

设甲虫爬到 A 点时圆环的角速度为队因圆环绕枢轴 


的转动惯量为 


/ = / c + MR 2 = MR 2 + MR 2 = 2 MR 


甲虫相对于桌面的速率为 


— 2R^ 


规定垂直纸面向上的角动量为正， 


2 R — 2 MR 2 w = 0 
m{u — 2 R ^ • 2 R — 2 MR 2 co = 0 


mv 


mu 


(M + 2 m ) R 


M 


所以 


u _ 2 R 


(M + 2 m)R M + 2 m 

如图 7. 40, —个高度为 A 、 底面半径为及的正圆 

锥绕其竖直轴转动，圆锥表面有一条从锥顶到锥底的光滑细 
直槽，圆锥起初以角速度叫转动.一个质量为 w 的小珠在槽 
的顶端被释放，在重力作用下滑下.假设小珠只能在槽中运 

动，圆锥绕轴的转动惯量为/， 求： 

(1) 小珠到达底部时圆锥的角速度； 

(2) 小珠刚离开圆锥时相对于实验室的速率. 

(1) 设小珠到达圆锥底部时圆锥的角速度为〜由系 




7, 3. 17 


小珠 


R 


图 7. 40 


iiltl 
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參 


统(包括圆锥和小珠)对固定轴的角动量守恒， 

(/ + mR 2 )<o = I<v 


0 


CO 


I mR 

(2) 设小珠到达圆锥底部，也就是小珠刚离开圆锥时在实验室参考系中的速率为 
由系统在此参考系中机械能守恒， 


V 


+ = —/^o + mgh 


—mv 


2IR 2 + mR 

(J + mR 2 ) 


4 


= —— J(^o —⑴ 2 ) + 2gh = 


2 


+ 2gh 


v 


m 


2IR 2 + mR^ 

\l + ~mR z y 

7. 3. 18 质量为 M 、 半径为的均质实心球，绕一固定的竖直的直径以角速度 w 在 
空间自由转动，另有一个质量为 m 的质点最初位于球的一极，以恒定速率 I ；沿球的一个 
大圆运动. 证明： 当质点到达另一极时球的转动被延迟的角度为 


+ 2gh 


v 


ttRcd 


2M 


a 


1 - 


2M + 5 m 

证明 设当质点运动到图 7.41 的 角位置时,球的角 
速度为由系统对转轴的角动量守恒， 


V 


^MR 2 + mR 2 sin z d 0 = 七 MR 


CO 


质点相对于球以恒定速率 r 沿大圆运动， 

= R 0 ， 6 = 

K 


v 


V 


MR 2 oj 

MR 2 + m^ 2 sin 2 (^) 

质点从 0=0 到经历的时间为 




2Mco 


o = 


2 M + 5 wsin 2 ( ^ 


7tR 


T = 


V 


在 0 〜 r 期间，因质点的运动，球的转动被延迟的角度为 


2Mco 


R 


R 


7tR 


r 


7T 


K 


, 




n(d) —de = — 


if 2 d ^ ^ — 


7 TOJ — 


OJ — 


a = cot — 


2M + 5wsin 2 ^ 


v 


V 


V 


0 


0 


0 


2Mco 


JT 


;r 


d 汐作变量代换，令没 =? r — 的积分限为■^和0, 


因为 


2M + Bmsin 2 ^ 


7^ 


jr 


2Ma) 

2M + hmsin 2 <p 


2M<o 


2Mco 


0 


K 


(— df ) 


d<p 


— 




2M + 5wsin 2 0 — 


f 2M + Smsin 2 ^ 


ft 


0 


K 


R 


2M<o 


所以 


d8 


no ) — 2 


a = 


2M + 5 msin 2 ^ 


v 


0 
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用积分公式 


dx 


arctan 


tanx 


dd 


1 


4 M 2 + 10 Mm 


arctan 


2M 


ttRco 


R 


2M 


7TC0 — 4Mco 


1 - 


2M + 5m 


一个均质的立方体绕其对角线自由转动.证 明：若 一条边突然地被固定，让 


11 


其绕该边转动，其动能损失了 

证明 设立方体边长为 a , 质量为 m ， 绕对角线转动的角速度为叫. 

对角线通过质心，对质心而言惯量椭球是球型的，对通过质心的任何轴的转动惯量都 
一样.设此转动惯量为 Jc . 


m 


I c = (x 2 + ： y 2 )dm 


dz dx (x 2 + y 2 )pdy 




O 2 + y 2 )dy = —pa 


m 


设 J 是绕一条边转动的转动惯量. 




~ma 


当一条边突然被固定时《冲量通过该条边上一点，对这条边的冲量矩为零.从原来绕对角 
线的转动突然变为绕这条边的转动，外力对这条边的冲量矩为零，前后两个转动中系统的 
角动量在这条边方向的分量应不变. 

绕对角线转动时， 


J 0 = /c ①0 


在这条边上的角动量分量为 


IqO ) 




绕一条边转动时，设角速度为％绕该轴的角动量也就是对转轴上一点的角动量在这 


条边方向的分量为 


1(0 = 


/ c^O 


所以 




1 Ic 


a > 0 


7^。= 


⑴0 = 




4 


a 2 


前后两个转动时系统的动能分别为 


= 了 X —ma 2 w 2 0 = —ma z <ol 


T 




12 
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攀 


2 


= — J co^ = 


X —ma 


⑴ o 


m 


4 


2 


144 


动能损失与原动能之比为 


T 0 -T 11 


T 


12 


7. 3. 20 —质量为 m 的松鼠在一个半径为及、转动惯量 

为 I 的圆柱形活动鼠笼中以相对于鼠笼的勻速率％奔跑，如 
图 7. 42所示.鼠笼受到的阻力矩和它的角速度成正比，与鼠 
笼的半径 A 相比，可以略去松鼠的大小.若初始时刻鼠笼是静 
止的，松鼠从鼠笼的底部起跑.用松鼠相对于竖直方向的角度 
表示角位移.求在弱阻尼小振动情况下松鼠对静参考系的运 
动，无阻尼情况下松鼠的角速度，要有这种情况鼠笼应怎样设 


计？ 


用没、?>分别表示松鼠和鼠笼相对于竖直方向的角位 
移，逆时针转动方向为正. 

松鼠和鼠笼间有相对运动，它们之间的摩擦力不是静摩擦力，其方向必须判明，松鼠 
受到鼠笼施以的摩擦力大小为/，沿顺时针方向,设鼠笼受到的阻力矩大小与其角速度成 
正比的比例系数为 h 设鼠笼绕该轴的转动惯暈为 /• 

对松鼠和鼠笼分别用对固定轴的角动量定理. 

HiR 2 d = — fR — m^Rsin 沒 

/ f = fR — k<p 


图7‘ 42 


( 1 ) 


( 2 ) 


松鼠相对于鼠笼的速率为&，有 


R {6- < p ) 


(3) 


Vo 




所以 


< p = 6- ^ 

式 (1) 加式(2)，并用式 (4) 的两个关系消去 9.9 M 


, < p = 0 


(4) 


gRsind + 

XV 


(/ + mR 2 )d + kd = — 


考虑小振动 ， sin ^=^ 


” - irJrt 

(J + mR 2 ^d + kd^r mgRd — 

Jt\ 


= 0 


kv 


微分方程化为 


♦ & =d 


2 , 


mgR 


(/ + mR 2 ) d f + k 6 f + mgRd f = 0 


k 


^ = 0 


d f + 




I + mR 


J 十 mR 


令 


⑴ 0 = 




(5) 




2(/ + mR 2 ) 9 


I + mR 2 
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今为弱阻尼情况， /? o 。， 通解为 


-fit 


8 f = 


(Asincot + Bcosajt ) 


其中 


( 6 ) 




2(/ + mR 2 ) 


kv 


+ (Asinwt + Bcoswt ) 


Q = 


mgR 


癸，定出 儿万，得 

尸咖 +(f - ^ 卜 - 


初始条件:尤 = 0 时，夕=0,沪= 0,9=0,故汐= 


kv 


kv 0 


-fit 




(7) 


mgR 2 mgR 

对于无阻尼情况，々 = 0,松鼠的运动微分方程为 


(/ + mR 2 )6 + mgRd = 0 


满足初条件的解为 


Q = 


( 8 ) 


sin ⑴ 0 , 


Rco 


d = ^ cos ^ 


所以 


(9) 


R 


式 (8) 也可从式 (7) 令 A = 0 或 — 0获得.式(7)、 （9) 中的 P 為、 co 由式(5)、 （6) 给出. 

要近似成为这种无阻尼情况，应使#尽量小，即 J + 鼠笼的半径 i ? 不能太 

大，可使其转动惯量 J 尽可能大些. 

7. 3. 21质量为 m 的卫星以角速度⑴绕质量为 A / 的行星沿轨道运行.假定 m « M , 
卫星的自转可以忽略，行星以角速度 D 自转，自转轴垂直于卫星的轨道平面 ./ 为行星绕 
其轴的转动惯量， D 为卫星至行星中心的距离. 

(1) 求行星卫星系统关于其质心的总角动量 J 和总能量£的表达式，从这两个表达 
式中消去 D ; 

(2) 通常两个角速度 w 和 G 是不相等的.假定有一种机制，例如潮汐摩擦在 co — Q 时 
能使£减少但角动量守恒. 从 E 作为 co 的函数考虑，证明存在一初始条件范围使最终 oj 
= a 且为最后的稳定的位形. 

这一效应的著名例子出现在水星和它的卫星间还有金星和它的卫星间.（但是，在这 
些例子中是与较轻的物体的自转有关联的). 

(1) 由于系统的质心可认为位于行星的中心 

J = IQ + mD 2 co 


( 1 ) 


— IQ 2 + ~ mD 2 co 2 - 


E = 


( 2 ) 


由前式解出/)，代入后式得 


E = ~10 2 + — (J — IO ) a > — GMm 


(2) 考虑£作为⑵的函数，潮汐摩擦使£减小, J 不变， m 仍近似围绕 M 做圆周运 
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會 


动， d 与 w 之间总有下列关系 


GMm ^ o 

— = mJJoj 乙 


(3) 


D 


用式(1)、式(3)，可将式 (2) 改写为 


D 2 w 2 


(2，） 


e = —in 


由式⑶得 


GM 


2 


D 


= 2< odo > 


4 


D 


4 


dD 


2 D 


2 <oD 


(4) 


do ) 3 GM 


3 o > 


由式 （1) 及 dJ = 0, 得 


IdO + mD 2 do + ZmDoxiD = 0 


再用式 (4)， 上式可改写为 


Idil ~mD 2 d<o = 0 


dn mD 


(5) 


3/ 


aoj 


对式 (2') 两边对 oj 求导，并用式 (4)、（5)， 得 


dD 


dE 


d (2 


— mDco 2 


— mD 2 CO —⑴) 


r ^ r\? 

-； —— 112 ~ 一 mJJ 


( 6 ) 






d ⑴ 


da ) 


do ; 


潮汐摩擦是耗散力，五必然减小，因此在达到稳定运动以前，必有 d £<0, 达到稳定运动时 


dE 


dE = Oj-^ = OjO=a) 


、了面七 d 2 £ 

还要求 


>0,即在 iQ = o > 时£取极小值.由式 （6) 及式(4)、 （5) 得 

9 oj 3 \ 3/ 


{2 = (0 


d 2 E 


—1 




d 2 E 


> 0 


do ; 2 


17 — (if 


要求初始条件满足的范围为 


mD z 


3/ 


— 1 > 0或 D 2 > 上 


3/ 


m 


说明： 从题目所述,与是平行的，未说明同向还是反向.以上的解是考虑它们是同 
向的.如果是反向的.贝 iJ(l) 式应改为 


IQ 一 mD 2 a) 


式⑸改为 


dn 


mD 


do) 


3/ 
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式 （6) 改为 


dE 


— + a >) 


dco 


3 / 


可得在初始条件范围情况下，当 + 时，达到最后的稳定运动.最后的稳定 


m 


运动和对初始条件范围的要求结果相同. 

7 . 3 , 22 7. 2. 3题所述的刚体被图 7. 19中 A 和 B 处的支点约束以角速度 co ^ wj 绕 

轴旋转，写出作为时间函数的对 A 点的角动量，并求出在 B 处所受的垂直于 y 轴的外 
力分量(不计重力） • 




方法 一：图 7. 19所画的坐标是固定坐标，设^ = 0时，刚体在图示位置，另 

轴重合. 


取 zyy / 坐标系固连于刚体，在时， ^、 y 、 〆 轴分别与 

7.2.3 题解中得到的关于 A 点的惯量张量 


x^y^z 


^MR 2 - —MR 


0 


4 


1(A ) = 


- —MR 2 


^ rMR 2 


0 


4 


AMR 

是用 AYy〆 坐标系表达的.由于 ArV / 坐标系固连于刚体，它适用于任何时刻， 

CO = <of (因为 y = / ) 


0 


0 


— —MR 2 


七 MR 


0 


0 


4 


/(A)= 1(A) - o> 




- —MR 1 ~MR 


0 


w 


4 


AMR 


0 


0 


0 


- ^MR z coi f + -^MR 2 (of 


4 


它也适用于任何时刻，其中^是时间的函数. 


i f = cosoW — sino^fc,/ = j 


把 J ( A ) 写成时间 i 的显函数为 


3 


5 


/(A) = — —MR 2 ojcos(oti + —MR z coj + — M R 2 (osincotk 


4 


4 


dJ(A) _ w 2 s ^ na)t ^ _|_ MR 2 (o 2 coscotk 


dt 


4 


4 


设 B 处支点给予刚体的约束力为 


/b — fsJ + fByj f Bzk 


刚体受到的 A 点的外力矩为 


X f b — 2Rj X ~h fsyj f Bzk) = 2Rfszi — 2Rf 


M 


r B 




A 


对固定点 3 的角动量定理， 


dJ(A) 


= M 


A 


dt 
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—MR 2 a) 2 sincuti + —MR 2 co 2 cosa)tk = 2Rfd— 2R fsxk 


所以 


fsx — — :MR(V 2 coscot 


fsz — MRoj 2 sinajt 


方 法二: 用质点系的动量定理，设分别为圆盘质心和质点的位矢， 


d 




由于 >*0 = 0, 


d 


~rMr m \ = f A + fs 




dt l 4 


^Mr m = f A + f 


B 


4 


今 


=— R<o 2 i f 


m 


f A + fs=- ^rMR<oH f 


所以 


4 


代入 


V = coscoti —— sin ⑽ A: 


—MRw 2 coscoti + MRoj z smwtk 


Ia + Ib 






4 


fAx + fhx = — —MR(0 2 COSO)t 


4 


f az + fsz = —MRco z sin(ot 


4 


考虑到对称性，/^ = /&，/^ = /&，即得方法一所得的结果. 

7. 3. 23 一 个高速转子由质量为 M 、 半径为/?、宽度为2/的均质圆盘组成，将它安装 
在一根轴上，轴的轴承相距2心两块质量均为 m 的附加质量块对称地安置在转子上，如图 
7 . 43 所示.若转子以角速度⑴高速旋转，求作用在轴承上的随时间变化的力（重力可以不 


计) 


m 


M 






R 






0) 


m 


d 


d 


图7, 44 


图 7. 43 



力学(上册) 


472 


方法 一：由 于质心在固定转轴上，质心加速度为零，因此在转子旋转时轴承附加 
的合力等于零，但合力矩不为零. 

取固连于刚体的 Oxyz 坐标，原点位于质心，附加的两质量块在平面上，如图 7. 44 


所示 


由对 O 点用角动量定理， 


d 


5(1(0) - co ) = 


hU 


dl 


其中 


=(ok 


Ixz ⑴ — I 

Iyz^^ = M 


= M x 


( 1 ) 


CO 


yz 


( 2 ) 


y 


z 


今 


Of I xz = — 2 mRl 9 I yz = 0 


(3) 


co = 


U 、 fB 是两轴承处轴承对轴的作用力， 


/a — f Axi H - f Ay j ^ fs — f Eji H ~ f By j 


因为 


/.b + /b = 0 

fAx = — fBx，fAy — — fs 

说 X (/W + fBy j ) + ( — dk^) X (.fAxi H - fAyj ) 

= — 2fsydi + Zfsxdj 


所以 




M 




(4) 


由式 (1)、（3)、(4) 得 
由式（2)、（3)、⑷得 


fBy = 0 

/bx — — mRlw 2 / d 

fA = IaJ = — /bJ = {mRl(o z /d)i 

A = — / 


— {mRlco 2 /d)i 

如取图 7. 44 的: c 坐标与固定的 $ 坐标重合时为£ = 0,则 i = cosco ? f ° + sinai ^ ry 0 

m ^ a> ( cosotff 0 + sinotfrjO ) 

_ 

(cos<ot§° 4 - sinattq 0 ) 






f A ~ 


fs 






作用在轴承 A . B 上的力是它们的反作用力. 


方法 二:用 转动参考系. 

用固连于刚体的 Oayz 坐标系为参考系，受到 

的真实力和惯性力如图 7. 45所示. f A 、 f B 是轴承 

A.B 作用于轴的真实力，两个 mRco 2 是作用于附加 

质量块上的惯性力. 

合力为零 ， A = /b 

合力矩为零 . wi ? ⑴ 2 • 21 = /a • 2 d 


mRo> 


2! 


/b 


m 


A 


0 


B 


z 


m 


/a 


x 


mRo> 


f a = fs = — pmRoj 2 l 


d 


图 7. 45 


以下略 
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7. 3. 24 —个 S 形曲柄由两个半径为 a 、 质量为 fm 的均质半圆圈连成一个平面，中 

心与两端在一条直线上.让它围绕与此直线相重合的 
光滑杆转动，在时间 r 内，转动由静止状态以恒定的角 
加速度加速至角速度仏求为产生这种运动所必须给 

予的沿杆的方向的力矩以及杆给予曲轴的力矩. 

解取固连于曲轴的坐标如图 7. 46所示， 

轴垂直纸面向下.设曲轴的线密度为7， 


3^ 


S 7. 46 


= 2^7 


m 


I 


~ma 


2：名 


^>0处的质元,: r <0^<0 处的质元，工>0•故^>0部分的半圆圈对的贡献和 

z <0 部分的半圆圈对的贡献是一样的.计算^>0部分的贡献的两倍即可. 


xzdm =—— 


I 


XZ 


(1 — cosd^^add 


2 ( — asind) 


a 




o 


3 


= 47<2 


m 


— ma 


2 丌明 


7 t 


I yz = 0 


由对 O 点的角动量定理 


d 


子 （1(0) • a >) = M 




co = wk 


Ixz^>— Iyz^> = M x 


Iyz ^>+ = My 


M 


0 )= 


zz 


n 


可得 


今 


O) 1 - — ， 0) = 


T 


—ma 2 0 

2r 


M z = 


M x = — ma 2 0 


nr 


M„— — ^ma 2 Q 2 t 2 


0 t 


r 


: y 


7tT 


#，杆给予曲轴的力矩在曲轴 


为产生这种运动必须给予沿杆方向的力矩为 M z = 


Zma 2 nh z 


m |^， 垂直于曲轴平面的分量 
求 7. 3. 19题前后两个定轴转动的角动量大小之比，以及在固定过程中给予 


2ma 2 0 


平面内的分量为 Mi = 

7. 3. 2 S 

的外力矩之冲量的大小与原角动量大小之比* 


和 M z — 


7VT 


7VT 
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取后一转动的轴(立方体被突然固定的边)为 Z 轴，取其正向，使 co = o > jt ， 取此轴 
与原来的转轴的交点为坐标系原点，取过此点（立方体的一个角）另两条立方体的边为 
和）轴 . 7. 3. 19题已求得关于此原点用这样的坐标系表达的惯量张量为 


X 


u 9 

—ma 


—ma 


—ma 




4 


4 


—ma 


—ma 


—ma 


4 


4 


± 0 丄 7 

— —ma — —ma 


—ma 


4 


3 


4 


0 


co = ma 


0 


4 


4 


2 


4 


4 3 


O ) 




—— toi — 


=ma 


4 


4 


1 


41 


2 


J 




+ 


=ma oj 


—maco 












4 


4 


Jo— Ic^O 


—ma^a) 0 




用 7. 3. 19 题得到的结果 


出 0 


co= 


4 a/T 


41 


1 


—ma(o 


J 


1 


41 


Jo 


—ma^(v 0 


在固定过程中，立方体受到的冲量矩为 


J ~ Jo 


mara> 




4 


4 




2 


— —ma^a> 0 


— ， I 「 _ j I r 1 ― 

V 3 V 3 V 3 


11 


t 


< o 0 ii + j ) 


ma 


48^/y 


11 VT 

48 VT 


J-Jo\ = 


ma (o 0 


在固定过程中给予的冲量矩的大小与原角动量大小之比为 

11^2" 

i/ — Jq i 48 


ma co 0 




Jo 


24 


d 2 < o 0 





第七章刚体动力学 


475 


7 . 3 . 26 如图 7. 47,一个均质的正圆锥底面半 


3 


径为 r 、 高为 


其质心的位置以及关于质心的 

惯量张量可利用 7. 2. 7题的结果.此圆锥绕一条母 
线转动，角速度为13,突然放开这条母线，固定与此 
母线相交的底面的直径.求此刻绕底面直径转动的 

角速度以及前后动能之比. 

用 7. 2. 7题的结果，可得， 

绕底面一条直径的转动惯量为 




3 r 2 + 2 h 2 ) 


(3 r 2 + 2 X 子 r 2 = 


—m 


—mr 






20 


20 


10 


关于质心 C 的惯量张量为 


33 


0 


0 


mr 


160 


33 


/( C ) 


0 


0 


mr 




160 


0 


0 


—mr 


10 


质心 C 离顶点 A 的距离为 


W V w 

—h —— 


4 


4 


2 


求关于 D 点(被放开的母线与底面直径的交点）的惯量张量，用 

/ 〆 /))= J )*( C )+ m \： RUD ) d jk - x ^( D ) xk ：( D )] 


这里 


(Z)) 


rj + ^T\ ^rk 






c 


4 


13 


33 


+ m ( — r ) 2 + 


I XX ( D ) = 


mr 


—mr 


10 


160 


4 


33 


mr 1 + 


(- r ) 2 + 


/„( D ) 


—(— r) 


—mr 


m 




10 


160 


4 


13 


I ZZ ( D ) = 


—mr 


—mr 


r 


r 


10 


10 


4 


I xy ( D ) = 0 + m [— 0( — r )] = 0 


/^(D)= 0 + 


— 0 


= 0 


m 


r 


r 2 


I yz W)= 0 + 


— (- r ) 






4 


4 
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13 


0 


0 


10 


I(Z)) = mr 2 0 


10 


4 


13 


0 




10 


4 


绕母线 DA 转动的角速度 


=— Osina j + Ocosak 


13 


0 


0 


0 


10 


13 


— Osina 


Jo= Jda = 1(D) 


0 


mr 


10 


4 


13 


iQcosa 


0 


10 


4 


13 


mr z Ok 


r 2 Oj + 


—sina + 二 cosa 


— —sina + — 


—cosa 


10 


10 


4 


4 


设绕底面直径转动的角速度为 O )， 如图 7. 47所示， a )= t ^ 


—mr 2 <ok 


2 * 丨 丄 

—mr l coj + v 


J — Jdb = KD) 




4 


固定过程中对^轴的冲量矩为零.应有 


J Qy Jy 




. 1 ^ 


3 


r 2 ^= 


i 




10 mr W 


sma 十 ~r 


二 cosa 




n 




4 


IU 


tana =— 


h 


可得 


sina= 


cosa = 


V 1+tana 


n 


OJ = 


4 


KD) 


T 0 = ir 


13 


0 


0 


0 


10 


=—mr 2 X2 2 (0 — sina cosa) 0 


sma 


10 


4 


13 


0 


cosa 


10 


4 
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_ 


= ^- mr 2 a z 


10 


( D ) • 0) 或了 


T= + 


_ 


33 


33 


其中 


+m 今 h 


+m 


DB= 160 mr 


= —mr 


4 


160 


10 


4 


可得 


T = Wo mr2Q2 


T 


0 


所以 


Y = so 

7. 3. 27 长为/、重尸的均匀直杆在铅垂平面内绕其上端 O 自由摆动.试求当杆子处 
在与铅垂线成 P 角时，距 O 点为 x 处的杆子截面 A 的弯曲力矩的大小，并问此时弯曲力 
矩具有最大值的截面在何处？ 

提示:截面乂 处杆的两边除相互有作用力外,还有相互作用的力矩，现在要求的就是 
这相互作用的力矩. 

对杆用对固定轴的角动量定理， 


ml 2 co = — 


( 1 ) 


g * —sin^> 


对图 7.48 中 BZ ) 段杆用质心运动定理 . C 是段杆的质心，(：离 
固定轴 O 点的距离为 


工+亡（/- X ) 


t (/ + x ). 

将质心加速度按切向、法向分解,分别为图中的 ao 和 

■y(/ 4- oc)(ti 

设0£段杆作用于段杆的力沿方向的力为 F . 段杆质心 

运动定理的切向方程为 




a Cn ， 


( 2 ) 


U Ct 




m 


亍 （Z - x)a 


F — 


(/ — x)gsm<p 


(3) 




Cr 


从式 (3) 解出并代入式(1)、（2)， 


_ 3^ 


F= —<J — x) 


(/ + 工） 


2 i sm ? I + y (^ — o:) 犮 sinf 




P 


(l 2 — Alx + 3x z )sin<p 


4 / 


Mob 段杆用对 o 点固定轴的角动量定理, 


m 


m 


x 


—sin<p — Fx + M 


^rx x <o— 一 


—X 


g 


其中 M 是 5 D 段杆作用于 05 段杆的弯曲力矩，其绝对值就是所要求的距 O 点为2处的 
杆子截面在杆子处于与铅垂 线成？ 角时的弯曲力矩的大小， 

N -争 —)+ 


P 


V1K 


sinp 十 77(, 2 — 4/x + 3jo 2 )xsin<p 


M= 


x 


21 


4/ 
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畚 


p 


(/ — x) 2 xsin<p 


4/ 2 


P 


所求力矩的大小为 | M | ^^(l — x ) 2 x \ sin ^> I 

弯曲力矩具有最大值的位置处， 


d|M 


= 0 


dx 


d 


[(/ 


) 2 x ]= (/ — X ) 


— 2( / — x)x — (/ — x) (/ 一 3 工） = 0 


x 




dx 


所以 


= —I 


x 


f X 


3 


d 2 


d 


p[(Z - ^) 2 x] 


[(/ — x) (Z — 3 文 ）] 


— 4/ + 4 x 






dx 


d 2 |M| d 3 |M| 

= 0 ， 


d 2 [Ml 


在 x = Z 处， 


= 4>0, jM | 为极小值.在 


7/处， 


<0, | M | 为极 


x = 


dx 2 


dx 3 


dx 2 


大值 


结论是不论 P 取何值，均在离 O 点距离士 Z 处截面上两边相互作用的弯曲力矩值 


最大 


7*3.28 图 7.49 中画的是一个凸轮轴的 

简化抽象图，质量为 m 和 2 m 的四个质点固定在 
无质量的杆上，并都处在一个平面内.它以恒定 
的角速度 co 绕00, 轴转动，轴承处无摩擦 ，问： 

(1) 轴承施加的力对质心的力矩多大？ 

(2) 绕质点所在平面中哪一个轴做定轴转 
动时不论0多大轴承处没有附加压力？ 

取转轴为2轴，坐标原点 O 取在质心， x 轴取在四个质点所在的平面内. 

(1) 取图 7.50 所示的坐标，由对 O 点的角动量定 


m 


O 


O 


2 m 


2 m 


2 / 


m 


7.49 


x 


理， 


m 


dj 3/ 


+ co X / = M 






dt 


dt 


(0 


2 m 


O 


z 


2 m 


= M 


I 


I 


(O — 


O ) 


xz 


yz 


x 


I yz^^r I XZ 0 ^ = ^ 

I zz co= M z 


: y 


m 


7. 50 


今⑴=0，心= 0,可得 


Af: = 0 ， 


M z = 0 


M y = I^ar 

I xz — — [m/( — /) + m( — /)/] = 2ml 2 

M y = 2ml 


因为 


所以 


2 


O) 


第七章刚体动力学 


479 


« 


(2) 要 w 不论多大轴承处没有附加压力，必须 F x = 0 , F y = 0 , M x = 0 ,My = 0 
由质心运动定理， 


3 


d v c 


v 


—co X v c \ = F 


dt 


dt 


v c = eo X r c 


对于 co = o ) k 可得 


= F 


— my c (o 一 


= F 


x c w — my c (o 


0 = F z 

要使 F x , F y 均为零始终成立，必须取转轴为2轴，而且2轴通过质心，这样&=> = 
0. 从 (1) 问中写出的关于 O 点的角动量定理的分量方程看，要 M x M y 均为零，必须/« = 
0,/# = 0,即转轴必须是惯量主轴. 

今要在质点所在平面内找惯量主轴，即在图 7. 51的 
平面内找惯量主轴，设在此平面内与 z 轴夹角 为沒的 
轴是惯量主轴， （ 注意.因为 M = 0 ，& = 0 ， y 轴是愤量主 

轴），该轴的单位矢量为 


XZ 


n = sin$i + co^Bk 

可得绕该轴的转动憤量为 

I — I xx sin 2 d -} 2l^n6cos6 + i 

绕惯量主轴的转动惯量必须是极大值或极小值，故有 


由/ = 


COST 




dl 


5 = 0 




dl 


27 w sin 沒 cosP + 2l xz ( — sin 2 沒 + cos 2 d) — 2/^sin^cos^ 




de 


= G xx — I zz )s\n2d + 2/^cos2^ = 0 


2 I XZ 


tan2^= 


Izz — Ixx 

I xx = 2{m + 2m)/ 2 == 6ml 2 


今 


I Z Z= 2ml 2 

i xz — ^77x1^ 


2 X 2m/ 2 

— %T7tl 


tan 2^ 


- 1 




或 135。 
d =- 22 . 5° 或 67.5。 

7.3.29 图 7. 52 所示的曲轴由均质细杆组成，曲轴以恒定的角速度 w 绕固定轴无 
摩擦转动，不计重力，求作用在轴承上的合力，在图中画出这些力和角动量的 方向. 

方法 一:取 固连于刚体的0^2坐标如图 7. 53所示,用对 O 点的角动量定理. 


20 =- 45 


^Jtfl 


3/ 


^ -\-o>X J = M 


dt 
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I Xx (Oi + I Xy Ojj + Ixz<°k 

- I^j + I xy w 2 k 






coX J 




所 


以 / 


M 


0)= 


xx 


X 


I 


= M 


CO — 


CO 


xy 


xz 


y 


Ixz^-b Ixy^ = M z 


y 


a 


A 


O 


x 


2b 


a 


图 7*53 


7.52 


今 o>= 0，/u = 0 ，/„ = 2 妙 <2 2 ，其中 7 是杆的线密度 


工 y 


b 


2b 


a 


a 


x ( — a^yjdx —— byrjdy — axTjdx —— 2by^j&y 






0 


b 


0 


一 a 


= — 7fab(a + b) 

轴承作用于曲轴的对 O 点的力矩为 


M= 2bi X CN^i + N Ay j + N^k) 

ZbNj^j + 2bN Ay k 

M y — 0 , 所以 N^ = 0 
— ^ab(a + b)co 2 = 2bN Ay 




可得 


N 


— —7a(a + b)co 


办 - 


根据质心运动定理，因为 fl c = 0, 


N A + N 0 = 0 


O 处轴承作用在轴上的力 


乂>=— = 十 6) a ^ 


作用在 A 处、 O 处轴承上的合力是 N a 、 N 0 的反作用力此、脱，其方向如图 7. 54 所 
示 . 曲轴对 O 点的角动量 


J — 2^}ba 2 coi — rjab{a + b)<oj 


角动量的方向也在图 7* 54 中画出 . 

方法 二 : 取 固连于刚体的 Oxyz 转动参考系，引入惯性力，用平衡条件求解 
图 7. 54 中杆 1 和杆 5 受到的惯性力分别沿 ^ 轴的负向和正向，大小相等 . 




第七章刚体动力学 


481 


f \ ~ fs = 


V^y = 






4 


杆 2 和杆 4 受到的惯性力分别沿^轴的负向和正向， 
大小相等， 


o 


A 


/ 2 = / 4 = rjbaoj 2 


作用点在两杆的中点. 

杆3受到的惯性力为零. 

惯性力和真实力的合力为零，惯性力的合力为零，故 
真实力的合力为零. 

惯性力的力矩之和为 


K 


图 7. 54 


(A • 2^ + / 2 - b)k = rjabia + bWk 

真实力的力矩与惯性力的力矩之和等于零，故真实力的矩为 

— ^jab{a + b)(o 2 k. 

两轴承施加的作用力为 iV 0 、 iVA ， 均沿: y 轴.设 W 0 = A ^/， 则以 A 为矩心，有 

一 2bi X Noj 


yab(a + b)a> 2 k 






得 


Nq = —T^aia + b)co 


N 0 = + b)<o 2 j y N A 


^)a{a + b)w 2 j 


- No =~ 




7.3.30 哑铃由质量为 m 的两个相同的质点固 
连在一根长度为 2 A 的无质量的刚杆两端组成，刚杆 
绕一通过杆的中心并与杆成 I ?角的轴旋转，取杆的中 
心为坐标原点^轴沿转轴，角速度如不随时间而变 J 
= 0时哑铃处于15：平面内，如图 7. 55所示. 

(1) 计算关于 o 点的惯量 张量； 

(2) 用算得的惯量张量，求在实验室参考系中哑 
铃关于 O 点的角动量随时间变化的 规律； 

(3) 用/=$]计算哑铃的角动量，并证明它与 (2) 问的答案 一致； 

(4) 计算作4在轴上的力矩随时间变化的规律； 

(5) 计算哑铃的动能. 

解 （ 1 ) Ixx—2mA 2 cos z d 


I zz = 2mA 2 s\n z 6 


I yy = 2tnA z ， 


lyz = 0 


I xz = — 2mA 2 sin^cos^ = — mA 2 sin2d 

mA 2 sin 2 a8 


2mA 2 cos 2 8 


0 


2mA 2 


( 0 )= 


0 


0 


— mA 2 sin 2 d 


2mA 2 sin 2 d 


0 


(2) 取实验室坐标系 = 0 时轴分别与 e 、 V 、 S 轴重合，则 



力学（上册) 


482 


= cos + sino^f ； 0 ， 


r 




ZmA 2 zos6 


— mA 2 sin2&] [0 


0 


2mA 2 

— mA z sin2d 0 2mA 2 s\n 2 6 

= — m A z o>s\n2di + 2mA z (^sin 2 dk 
=mA z (o[_— sin2^(coso>^ + sin ⑽ r]°) + 2sin 2 ^(f°] 


/(0)= ICO) 


0 


0 


0 




CO 


(3) 


卜 E 


2^' x m 见 

4 

t 

=Aicosdk 4 - sindi) X m\jok X A(cos9k + sin 历 ）] 

+ [— Aicosdk + sin 历 ] X m{cok X A(cosdk + sin 历 ）] } 

=ACcosdk + slnOi) X mcoAsinBj — A(cos0k + sin 历 ） X ma)Asind ( — j) 
= 2mA 2 co(~ sinOcosdi + sin 2 沒 A:) 

= mA 2 co(— sin2 历 • + 2sin 2 夕 A:) 

= mA 2 co [— sin20 (coswti 0 + sin 祕 ;/。） + 2sin 2 ^°] 


r ( X Pi = 


(4) 


dj 


Af = t = mA 2 (o 2 sin2d^ina)t^° — coscotr) 0 ) 


dt 


(5) 


= mA 2 co 2 sin 2 0 


2 


r = +/ 


O ) 


ZZ 


7. 3. 31 —个均匀薄圆盘,半径为 a 、 质量为 m ， 以匀角速度通过其中心的固定竖 

直轴无摩擦地自由转动,转轴与圆盘对称轴的夹角为求圆盘和轴之间作用的力矩和净 
力的大小和方向. 


取固连于圆盘的坐标系.原点位于质心^轴取圆盘的对称轴，取: T 轴和 Z 轴的 
正向使 6) 的 X 、2： 轴分量均为正值. 


= cosinai + cocosak 


ma 2 f I 


a z 


— —ma^ f 


w 




XX 


yy 


ZZ 


4 


4 


Ixz = I yz ~ 0 


xy 


co = —ma z co(sinai + 2cosaft) 


4 


故轱作用于圆盘的力矩为 


dj 3y 


子 + coX / 


M = 子 




dt dt 


(sinai + cosak) X ma z co(sinat + 2cosaA:) 


O ) 


4 


— —ma 2 oj 2 sinacosaj = — —ma z co 2 sin2^j 


4 


8 
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由于质心固定，圆盘所受合力为零，轴作用于圆盘的净力 F 等于重力 mg 的负值 

F —— 

(这里考虑的方向是竖直向上的 .） 

7. 3. 32 —块边长为 a 与 k 质量为 A / 的均质薄矩形片以恒定的角速度 a ； 绕其对角 
线定轴转动，转轴由对角上的轴承支撑，如图 7. 56所示，忽略重力与摩擦力.求出每个轴 
承施加在轴上的力与时间的关系. 


= mg (sinai + cosoJk) 


m 


x 


2 


B 


z 


0 


a 


A 




图 7.57 


取固连于薄板的 Oa ；3/^ 坐标系， O 为质心 a 轴沿对角线， a > 的方向为其正向 
轴在薄板上，如图 7. 57所示. 

设轴承 A . B 施加在轴上的作用力分别为 

N a ^ NaJ + N Ay j ， N b = N b J + N By j . 


jX 


由质心运动定理，又 


0, 




c 


n a + n b = o 

Na^ + = 0 

N Ay + N By = 0 


( 1 ) 


( 2 ) 


由对固定点 O 的角动量定理， 


z 


= M 


Ixz 0 ^— I 


(3) 


CO 




X 


= M 


，只⑴ + I 


(4) 


OJ 


xz 


y 




zz 


z 




XN b - X N a 


M= 


a 


V ^5~ 


= 


- N By )i + ^ r - a ( N Bjc - N^)j 


( 5 ) 




因为所有质元的 y 坐标均为零，由惯量积的定义， 

hy =— 2 


hz =— 2 

■ 

I 

为了计算乙,取图中1、2、3三个惯量主轴，3轴即^轴， 


0, 


= 0 


miXiyi 




2 


I 


m(2a) 


h = 


—ma 




2 


12 


12 


I zz = IiCos 2 a + /2® in 2 a 
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—ma 


12 


15 


用 7*2. 16题所证明的结论 


A + ,2 = 2 灯十 I 


ZZ 


17 


所以 


,1 + A — ^zz = 


~ma 




60 


由 I — n • I • /!计算 A ， 其中 n 二 cosai + sinaA :， 可得 

I 2 = /:: cos 2 a + I zz sin 2 a + 2 / x ^sinacosa 


可得 


—：ma 


10 


由⑴=0,7^ = /# = 0，/^ =巧7^ 2 ，及由式(5)给出的 M x ^ M y 及式 (3)、(4) ，得到 


N Ay — ^By ~ 0 


( 6 ) 


(7) 


ma(o 


5 -/T 


由式(1)、（2)、（6)、（7)解得 


N 


maco 


10 ^/ 5 " 


N 


maco 


10 vT 

N Ay = N By = 0 


2 


n a = — 


n b = 


maari ， 


maari 


10-/s" 

取固定坐标系 O $7 (，i = 0 时 ， Ox ： y 2： 与 0^7^ 重合，则 i — cosa >^ f ° + sin^rj 


10 V ^5" 


maco 2 { coscot ^ 0 + sin ^ rj 0 ) 


N a 


10 VJ 


(cos ⑽ + sin ⑽ rj 0 ) 


N 


maco 


10 vy 


7. 3. 33 —个边长为 a 、 质量为 m 的均质薄正方 
形板绕一个与它的法线成 0 角、通过中心的轴以恒定 
角速度⑴转动.选取下列两组坐标:两个坐标系的原点 
均取在板的中心，0和？是实验室坐标系，取转轴为 r 
轴 \ Oxyz 固连于薄板，2：轴沿板的法线方向， x 、： y 轴在 
薄板平面上，取与 f 轴垂直的一个方向为: y 轴， i 、： y 轴 

不必一定与正方形的边平行或垂直 
轴重合，如图 7. 58所示.求： 

(1) 用两组坐标系表达的角 动量； 


0时， jy 轴和 7 ) 


t 




图 7. 58 
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(2) 用两组坐标系表达的作用在轴上的力对 O 点的 力矩. 

(1) Oxyz 坐标系固连于正方形板上，2轴沿法线，是惯量主轴，对板的中心而言, 
在板上任何轴都是惯量主轴，而且主转动惯量相等， 


—ma 


XX 


yy 


12 


I 


I 


—ma 


zz 


XX 


yy 


关于 o 点的惯量张量为 


0 


0 


—ma 


12 


a 2 


(O) 


0 


0 


mi 






12 


0 


0 


—ma 


用 Oxyz 坐标系表达的角速度为 


= <o(sindi + cosdk) 


用 Oxyz 坐标系表达的角动量为 


a 2 


0 


0 


cosind 




12 


0 


0 


0 


ma 


12 


o>cos 汐 


0 


0 


ma 


=—ma 2 cwsin^i + —ma z a)cosdk 


12 


只要把 z 、* 表示成与 ns 0 随时间变化的关系，就能得到用 o 冰 坐标系表达的角 


动量 • 


j= cos^cosotff 。+ cosdsinojtrf 0 + sin% 0 
k= — sin 没 cos ⑽ f 。一 sin 沒 sin ⑽ rj 0 + cos 没 

J= A / mz 2 ⑽ in 0 (cos 沒 coso^f 0 十 cosdsiruotrf 0 + sin ^°) 


12 


+ — ma 2 cocos0( — sin 没 cosatff 。 一 sindsincotT] 0 + cos8^°) 


[sin2 沒 （ cosce^f 。 + sino^rj。— (3 + cos2^) ?°] 


~~ma co 


24 


,, dj 3J . w , 

M= d7 = d7 + wxy 


co X / 


(2) 




(sin 历 + cosdk) X —ma 2 cosin0i + —ma 2 cocosdk 


0 ) 


12 


— —ma 2 w 2 sm20j 


24 
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j= — sinotff 0 + coso^rj 


也可由 /= ikXi 得到上式. 

用 O 冰 坐标系表达的力矩为 


—ma 2 <o 2 sin28( — sincot^ 0 + coswtrf 0 ) 


M 






24 


也可直接由用 O 冰 坐标系表达的 J 对£求导而得， 

^ d/ d 

iVA — 1 1 

ck at 


[ 


— ~-ma 2 co\^sin26Ccoscot^ + sin ⑽ rj。）一（3 十 cos2 沒） f°] 


24 


—ma 2 a) 2 sin20 { — sinwt^ + coscott} 0 ) 


24 


7.3.34 —根长/、质量为 m 的均质杆，其下端以与时间 
有正弦函数关系作振幅3角频率 w 的上下振动，如图 7. 59 
所示.适当选择参数 m 、 Z 、 A 和〜此摆将围绕 0=0 这个在下 

端不动时的不稳定平衡位置作振动. 

(1) 列出作用于杆上的力的分量； 

(2) 杆的角动量守恒吗？ 

(3) 杆的动量守恒吗？ 

(4) 杆的能量守恒吗？ 

(5) 求质心的加速度分量，用 (9(0 写成时间的 函数； 

(6) 用作用于杆的力写出杆的角运动的微分方程； 

(7) 在实验室参考系中得到关于沢0的运动微分 方程； 

(8) 在支端平动参考系中得到关于彡 G ) 的运动微分方程； 

(9) 定性说明当 A -0 时发生什么样的运动； 

(10) 从物理上解释为什么能发生竖直向上的 摆动. 

(杆限于在图示的，平面内运动). 

( 1 ) 作用于杆上的力有重力一 mgj ，作用于杆的质心， 

还有作用于活动支端上的力 fj + fyj . 

(2) 用实验室参考系、对任何固定点，都没有 （1) 问中所述 
的两个力的力矩之和恒为零，故对任何固定点，角动量均不守 


y 


9 


A 


0 


A 


7. 59 


[l^l 


恒 


(3) 因杆所受合外力不为零，在实验室参考系中动量不守 


恒 


(4) 因作用于活动支端的力不是保守力，在实验室参考系 
中机械能不守恒. 

(5) 选取活动支端为原点的平动坐标系 o'/y/, 如图 


7* 60所示. 

质心的位矢为 


r c = y a j + —sin^i + —cosdj 
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= —sindi + Asincot + —cos^ j 


Q cos 历 + Acocoswt — —d sin 汐 


r c ~ 


J 


Aoj 2 sin(ot -\- —dsind + —0 cosd 


—^cos^ — ~d sin 汐 


r c = 


l - 


J 


质心加速度的分量为 


=-rdcosd — —6 sin 汐 


x 


C 


Aa^sina^ + —^sin^ + ~z0 cosd 


yc= — 


(6) 用质心运动定理， 


-—mlidcosd — d sin^) = f 


X 


1 


•暑 


A(jo 2 siruot + —18 sind + cos^ — f y 


m 


饥 g 






(7) 为了用对 z 轴的角动量定理.先求杆对2轴的角动量， 

J z = k * Jo 

其中 / o 是杆对 o 点的角动量，它等于杆在质心平动参考系中对质心的角动量，与位于质 
心的质量为杆的质量以质心速度运动的质点对 o 点的角动量之矢量和. 


7o=— —m/ 2 ^ k r c X mr c 


12 


ml 2 d k + —sin^i + Asiruot + —cosd] j 


12 


2 


2 


X m —Q cos^/ 4 - — —0 sind 


J 


(- 


l 2 d+ t ⑴ sin 没 coscttf — 汐 cos 汐 sino^ k 


m 


ml 2 d-\- —mAlcosindcoscot — —mAW cos 汐 sinotf 


— 


dJ 


— —ml z Q — — mAloj 2 sindsxncot — —mAl (6 cosdsiruvt —— Q sin^sin^) 


z 


dt 


M = 


M 


o 


Lyoj X if x i + fyj) + r c X (— mg)j^\ 


= — f x Asir\(ot 


mglsmd 




dJ 


由 


^ = M 




z 


—ml 2 6 + ~ mAl co 2 smdsinwt + ~niAl (d cosdsincot 


8 z sin8sincot) = f x Asincot + —mglsind 
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iW = 6 cosd—d sin <9)， 可得 


ml z d — — ~mAl(o 2 sindsma)t + -^mgl^ind 




W = — —Aco 2 sin0sina>t + —^sin^ 


(8) 用支端平动参考系，它是非惯性系，需考虑惯性力.它等于 一 ^3?^ = 


mAco 2 s\no)t j ，作用于质心. 


在支端平动参考系中用对/轴的角动量定理，立即可得 


一 ~rml 2 6 — -—mAaj 2 sindsina)t — —mgsinS 


2 


2 


与 (7) 问所得结果一致 

⑼当 yl = 0 时， 


W = —^sin^ 


在沒 =0 是平衡位置，但是一个不稳定的平衡位置，无论向 6>0 方向偏 离还是 d<Q 方向 
偏离0 = 0,都不可能回到0=0,而是更加远离它，杆将绕固定轴做顺时针(如开始向^>0 
方向偏离)转动或做逆时针(如开始向1?<0方向偏离)转动.角速度的大小都是由小到大 

而后又由大到小变化的. 

(10) 在 (8) 问中我们写出了作用于质心的惯性力为与重力 一 mg / 的方 
向有时相同有时相反，因为 sin ^ 有时正有时负，当惯性力方向与重力方向相反时，选择 

越大 J 越大，就可以在较长时间内有 


Aco 2 sin(ot g 


惯性力和重力的合力矩将是恢复力矩，在位于 0=0 的时刻 i = 尹0)，有 Aa) z sin(ot 0 >gj 


K\e I 不太大时，有可能在一段时间内出现围绕0=0作摆动，当然不可能长期保持. 

如在一段时间内有 


(o 》 


就可能围绕 0=0 来回的摆动次数较多. 


7.4 刚体的平面平行运动 


质量为 10. 0 kg 、 半径为 0. 070 m 的均质圆柱体在一倾角为30°的斜坡上做纯 

滚动，一条不可伸长的轻绳缠绕在圆柱上，绳子跨过无摩擦的滑轮并在另一端连着一个 
2.0 kg 的重物，如图 7. 61所示 •求： 

Cl ) 当重物下降 1. 0 m 时圆柱竖直向上运动的 距离； 

(2) 圆柱中心的加 速度； 

(3) 作用在接触点 P 上的静摩擦力 • 

解 （1) 取1轴沿斜坡的方向，向上为正”轴沿垂直于斜坡的方向，向上为正.用 * r 、 


1 
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坐标表示圆柱中心的位置.取 z 轴竖直向下， z 坐标表示重物的位置 

设圆柱半径为表示圆柱的角位移，沿斜坡向上运动 J>0. 
由圆柱做纯滚动和绳子不可伸长的条件， 

x - R 6 — 0 


y 


丄 P — 


z-= 土 -\~ R& 


所以 


dt = |*2 土 d? = 2 Ax 




当 Az=1.0m 时， 

圆柱竖直向上运动的距离为 


Ax—^^rAz — O . 50m 




Ah = Axsin30° = 0. 25m 

(2) 设 M、m 分别为圆柱和重物的质量，绳子张力为斜坡作用于圆柱体上/>点的 
静摩擦力为/，方向沿斜坡向上. 


T + / — MgsinZO 


Mx 


o 




- zrMR 2 6 = TR - fR 


2 mx = mg — T 

第三个式子用了 （1) 问中得到的& = 2士，再用 （1) 问中得到的 i：— 及 S=0, 第二式可改写为 


— / 


^Mx = T 


可解得 


2ityi — A^sin30 

Am 4- ~Af 


o 


g = — 0 . 43m/s 


* _ 

X = 


圆柱中心的加速度大小为 0. 43m/s 2 , 方向沿斜坡向下. 

(3) 由 （2) 问中给出的方程可解出 


/ = (M + 2 m)x — mg + MgsinSO 0 = 23N 
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静摩擦力大小为 23 N ， 方向沿斜坡向上. 


2 —均质圆柱质量为 M 、 半径为 r ， 放 
在完全光滑的斜面上，斜面的倾角为圆柱外 
卷有可以弯曲、无重量、不可伸长的绳子，此绳 
子沿着斜面经过一个质量可以忽略不计的滑轮 
后在下端悬一质量为 m 的重物.试求圆柱质心 
的加速度 a 、 重物的加速度 Y ，圆柱的角加速度 
/?及绳子张力: T . 


7 


解设圆柱质心加速度 a 、 角加速度^及重 

物加速度的正方向如图 7. 62所示， 

= mg — T 


( 1 ) 


ma 


Ma — Mgslna — 丁 


( 2 ) 


士 Mr 2 /? = Tr 


(3) 


设圆柱质心速度为 t ；， 沿斜面向下方向为正，角速度为队逆时针转动方向为正，重物 


速度为 t /， 铅直向下为正， 


两边对 （求 导， 


a — /? r = — a 


(4) 


由式(1)、 （4) 消去 〆 得 


m(a — y?r) = T — mg 


(5) 


由式(3)、 （5) 消去了得 


+ —M r/? = — mg 


( 6 ) 


ma 


由式(2)、（5)消去: r 得 


(m + M)a — mr/9 = Mgsin 


(7) 


— mg 


由式(6)、（7)解出夕和 


2mg(l + sma) 


/3 




(M + 3m)r 


(M + 2 m)sma — m 

M + 3m 


g 


3m — Msina 

M+3m 


由式 （4)， a ’ =/? r—a = 


g 


说明： 滑轮轴承处一般均不受到摩擦力矩，除非特别说明它的存在.因此，滑轮质量可 


以不计时，绳子与滑轮间不论有无相对滑动均不能有摩擦力（如摩擦因数不为零 ，一 定无 
相对滑动），因而滑轮两边以及与滑轮接触处绳子张力都相等. 

7. 4.3 一 均质球以初速％沿水平窄道抛出，开始做纯滑动，球的质量为 m ,与地板间的 
静摩擦因数为 A 、滑动摩擦因数为~，忽略空气阻力的影响，求球开始做无滑滚动时的速度. 

方法 一:直 到开始做无滑滚动前，球受到的摩擦力为 


/ 


— ^dmg 
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/ 


— y-amg 


ma 




—wjR 2 /? = — fR = ju d mgR 


其中 f 、 a 、@ 的正方向规定如图 7. 63 所示， 


dr = — Mdgdt 


v = v 0 — fl d gt 


^>Mdg 


dt 


doj = 


2R 


图 7. 63 




2R 


ikt = t , 时开始做无滑滚动， 


= Roj { t x ) 

Wdg 


Vo — ^dgt\ = 


2v 


Tf^dg 


所以 


z ； ⑹ =t ; 0 — Ngh = —v Q 


方法 二:球 在窄道上运动时受到的重力与窄道的支持力的合力为零，受到窄道的摩擦 
力沿窄道方向，对窄道上的固定点(球与窄道开始接触的点）的力矩为零，故球在窄道上运 
动时始终有对这个固定点的角动童保持不变， 


—mR 2 a)(ti) + mRv{t{) = mRv 0 


再用纯滚动条件 
可解出 




viti ) 




^rvo 


7 


一 绕其对称轴以角速度 w 旋转的半径为尺的硬币，让转轴处于水平地放置 


* 




在水平面上.当它停止滑动以后，质心速度多大 


? 


方法一 :设硬 币开始做顺时针转动4 = 0时放 


置在水平面上时，角速度为 A 质心速度为零，取图 
7. 64所示的坐标，: r 轴向右为正方向，顺时针转动的角 
位移为正值.在硬币做纯滚动以前，硬币上与水平面接 
触的 P 点的速度如<0,故摩擦力/>0， 


/ 




mxc 






~mR 2 6 = — fjtmgR 


图 7. 64 


其中 ^ 是硬币与水平面间的摩擦因数. 


= pgt 
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0 =— 


当时，接触点的速度^ = 0, 


ic(^i) — R6 (t x ) — 0 

一 1 ft ' 


f^gh — R 


= 0 


R 




土 c “ i ) = T 尺⑴ 


所以 


方法二 :考虑 对硬币与水平面开始相接触的点的角动量守恒， 


mR 2 a>(ti') + mxc{ti)R = -rmR 2 <o 


纯滚动条件 


Rw{ti) = ±c(^i) 


R 


可得 


土 C (( l ) 


7.4 .S —个质量为 M 、 半径为及的轮子以质心 
速度％、角速度如。沿水平表面投射，如图 7. 65所示， 

倾向于产生与相反方向的质心速度.轮子与表面 

间的摩擦因数为 A 

(1) 经多长时间停止滑动； 

(2) 滑动停止时轮子的质心速度多大？ 

(1) 取向右为: r 的正向，顺时针转动为沒的 


0 


正向， 


Mx = — pMg ， 


MR z d = fxMgR 


积分两式可得 


(= 0 时， 


6 


x = v 0 f 




0 * 


x = v 0 — Mg t 

2 lBK 


R 


时轮子停止滑动， 


x (ti) = R0 iti) 

v 0 — figt x = — R < o 0 + 


' 1 = Wg iVQ + Ra>o) 


x (^ i ) = v 0 — fxgh = —(2 ^o — R ⑴ o ) 


( 2 ) 


说明: 此题也可用前两题的方法二，先用对 £ = 0 时的接触点的角动量守恒求出 
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再用质心运动定理求 M 


一个半径为及、质量为 M 的薄圆筒以质心速 


度叫、角速度叫> =¥往回自转(如图 7. 66所示）在光滑的 

地板上运动，进入粗糙区域后继续沿直线运动，由于摩擦， 
它最终做纯滚动.求质心的末速度 

解设最终末速度％ 仍与％ 方向相同.用对圆筒与 
刚进入粗糙区域的接触点的角动量守恒， 


Vf 


^ = MR z <o f + Mv f R 


Mv 0 R - MR 2 


其中_是圆筒的末角速度，方向与％相反 

纯滚动条件： 


Ra)f—vf 


可得 


Vf=-—v 0 


负号说明圆筒最终以 ft ;。 的速率往回运动. 

7. 4.7 一个 100 m 2 的太阳能配电板连接到一个飞轮上，它把入射的太阳光能转换 

为机械的转动能，效率1%. 

(1) 在这个太阳能配电板曝光 8 h 后.这个质量为 500 kg 、 半径为 50 cm 的实圆柱形飞 

轮将有多大的角速度(假定它开始是静止的）？ 

在整个时间间隔中太阳常数为 2 cal / cm 2 • min(l cal = 4. 2 J ). 

(2) 假如飞轮(它的轴是水平的）突然从它的固定轴承上被释放，让它在一个滑动摩 
擦因数 ^=0.1 的水平面上开始运动，在它停止滑动前走过多远？ 

(3) 这时质心速度多大？ 

(4) 以热的形式耗散了多少能量？ 

解 （1) 设£为由太阳光能转换获得的机械的转动能， 

£ = 2 X 4. 2 X 100 X 10 4 X 8 X 60 X 1 % = 4- 0 X 10 7 ( J ) 


E = —/o > 2 = —mR z co 2 


其中 ；>n = 500kg 50m ， 


4£ 


4 X 4. 0 X 10 
500 X (0.50) 

(2) 由于飞轮在变为纯滚动以前受到的摩擦力是恒量，质心加速度和飞轮的角加速 
度均为恒量.设变为纯滚动后的角速度为由质心运动定理和质心平动参考系中对质心 
的角动量定理. 


= 1. 1 X 10 3 rad/s 


mR 2 


— 0 


= fjmg 


n — 


— mR z 


= — fmtgR 


其中 r 是从开始在有摩擦的水平面上运动到停止滑动所经历的时间，解得 
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coR 


O = —a) 


3 冲 


停止滑动前走过的距离为 


1 OR 


R 


0) 


T 2 = 


= 1. 7 X 10 4 m 


s 




IS^g 


T 


(3) 质心速度为 


RO = ~R(o = 1, 8 X 10 2 m/s 


(4) 以热的形式耗散的能量等于飞轮在此期间机械能的减量 


R 2 w 2 - 


Q= 士 X 士 


~m(RO) 2 + — • —mR 2 0 2 


= 2. 5 X 10 7 J 


= —mR 


说 明：因 为用了 1 cal = 4. 2 J ,£ 的计算中只保留了两位有效数字，以后各量⑴和 Q 
也都相应的只保留两位有效数字. 


一 均质细圆环从倾角为0的斜面上滚下，求 
使它不发生滑动的最小摩擦因数. 

采用图 7.67 所示的坐标系，并设 m 为圆环质 
m , R 为圆环半径，用^表示质心坐标， 

= mgsinO — f 
y = N — mgcosd = 0 

mR 2 f= fR 
x — R(p= 0 


: 


mx 


图 7. 67 


可解得 


N = mgcosd 


f — ~mgs\nd 


不发生滑动要求所需的静摩擦力 / 小于等于所能提供的最大静摩擦力即 

f<MN 


—mgsind ^ /JtmgcosO 


=二 tan 汐 


Mttu 


7-4.9 一质量为 m 、 半径为的均质圆柱体放置在与 
水平面成 0 角的斜面上，如图 7. 68 所示.图中 a 表示圆柱体 
的轴沿斜面运动的加速度，圆柱体和斜面之间的摩擦因数为 
^当0小于某个临界角知时，圆柱体将无滑动地沿斜面滚 




(1) ^等于多少？ 

(2) 当0<於时， a 等于多少? 


图7, 68 
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摩擦力/，支持力 N、 重力 mg ， 见上题的图, 


= mgsind 一 f 

N — mgcosd = Q 


irmR z <p= fR 


R(p 


f<MN 


可解得 


发 sin 汐， 


N = mgcosd 


3 


f 


g ' sin ^ 


m 




—m^sin^ ^ jumgcosd 


tan 汐 ^ 3 m 
dc = arc tan 3 户 


所以 


在沒 时 ^=—^ 8111 ^ 


3 


一半径为 r 、 质量为 m 、 转动惯量 I = mk 2 

(关于对称轴的）的轮子沿着水平面被拉着运动，水平 
技力 F 作用在一根从半径为6的轴上展开的绳子上, 
如图 7. 69所示.假定轮和水平面间的摩擦力足以使轮 
作无滑动滚动 = 中 A 为常量，具有长度的量纲. 


3 


求: 


(1) 轮轴的加速度； 

(2) 作用在轮上的摩擦力. 

用: r 表示质心沿水平方向的位移，向右为正，用^表示轮子的角位移，顺时针方 
向为正. 2为轮轴的加速度，/为所求的摩擦力， 


图 7. 69 


F - f 


( 1 ) 


( 1 ) 




mk 2 <p= Fb + fr 


( 2 ) 


(3) 


x — r<p= 0, 


j ： = r<p 


用式 （3) 消去式 （2) 中的炉， 


mk 2 x = Fbr + fr 


(4) 


式 ( l ) Xr 2 + 式 (4), 可消去/，解出 2 得 


_ Fr(b + r) 

X = m(k 2 + r 2 ) 

,^ •_ k 2 -br^ 

f=F-mx = ^^F 

1. 8 kg 、 半径 r =0. 2 m 的扁平均质圆盘平放在无摩擦的水平桌 
面上，一根缠绕在此盘的圆柱面上的绳子受到沿正北方向的 3 N 的作用力，如图 7. 70所 


( 2 ) 


一质量 


7 * 4 . 11 
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示 .求质心的加速度 a (大小和方向）和圆盘绕其质心的角加速 
度 = 吗？为什么？ 


/ 




ma 




— mr 2 /? = fr 


沿正北方向. 


-2 


=1. 6m 


s 


« 


m 


2 / 


= 16. 6 rad/s 


/? 




1.8 • 0.2 

a 尹 r (3 

要图中的 s 点为瞬时转动中心,题目所给的条件没有 


要所问的关系成立，必须有 
给出这种约束.自然不能要求有此 关系. 

两个均质圆盘质量分别为和 JV / 2 , 半径分别 


7 , 4 . 12 

为私和/? 2 ，由 一 根环绕它们各自圆周的、不可伸长的轻绳连 
结，如图 7. 71所示.圆盘1绕其水平的对称轴做无摩擦定轴 
转动，两圆盘在同一竖直平面内，让圆盘2自由下落•列出可 

求其质心加速度的方程 • 

用 U 分别表示圆盘1、圆盘2的转角，顺时针方 
向为正 , o ： 2 表示圆盘2质心的位移，向下为正 . 了表示绳子张 


Ri 


2 


R 


力. 


-jrM.Rie, = TR, 


( 1 ) 


7. 71 


七 M 卿 


( 2 ) 


= T'R 


(3) 


M z X2 _ T 

连结两圆盘的绳子在两切点间各点(包括切点)有相同的速度， 


= ±2 — Rzd 


由此两边求导， 


(4) 


及 A = h - Rt ❹ 


式(1)、（2)、（3)、（4)中共有四个未知量：没 1 、<9 2 、 h 和 T ， 由此可解出2 

13 质量为 M 的一种玩具由两个 
半径为及、厚度为£的大圆盘和一根半径为 
长度为 f 的圆棒固连而成，如图 7. 72( a ) 所 
示，假定各处密度均勻，求此玩具在重力作用 
下下落时（见图 ( b )) 无质量不可伸长的绳中 
的张力： T . 


2 






( b ) 


⑻ 


先求此玩具绕其对称轴的转动惯 


m 


_ 图 7. 72 


量.设密度为户， 
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_ 


/= 2 X —( p 7 rR 2 t ) R 2 + 7 { pnr z O 


P • + r 4 ) 




4 




M 


X 2 及 4 + r 4 ) 




— 2 nRh + nrH 2 


Mx ^ Mg — T 


I ( p ^ Tr 


有约束方程， 


x — r < p = 0 


2R a + r 4 

I + Mr 2 ~ 2 及 4 + 4 只 V 2 + 3 r 

7. 4. 14 一质量为 M 、 半径为的均质球置于某一卡车的平板上，此卡车自静止开 
始以恒定加速度 A 运动.假定球无滑动滚动，求球的质心相对于卡车的加速度. 

取卡车为参考系，需考虑惯性力，若卡车对静参考 

系（惯性系）的加速度向左，则球受到的惯性力为 MA , 作用 

于球心，方向向右.取固连于卡车的： r 轴沿球运动的方向，惯 
性力的方向为正.取^表示球绕球心的角位移，顺时针方向 

为正，如图 7. 73所示,设卡车作用于球的静摩擦力/向左， 

Mx c = MA- f 


可得 


T = 


Mg 


4 


子 MR 2 <p = fR 


±c — Rf= 


xq — R <p = 0 


可解出 


^ A 

— -Tl 


工 c = 


球的质心相对于卡车的加速度为方向与卡车的加速度方向相反. 

7.4.15 半径为 r •的均质球做无滑滚动, 

要始终保持与环的轨道接触，最小的髙于圆环 
顶端的髙度 A 多大？（参看图 7. 74) 

球做纯滚动，要刚能始终保持与环的 
轨道接触,必须当球运动到环的顶端时球对圆 
环的压力等于零.也就是说在这个位置，球不 
受圆环的作用力.在此处对球用质心运动定 
理，设球的质量为 


图 7. 74 


m ， 


v 


m — 


R = m g 
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其中^为球的质心的速率，质心的加速度为_， 

v 2 — Rg 


在此处，球的动能为 


其中 w 是球在其质心平动参考系中围绕质心的转动角速度，由于球做纯滚动，与轨道的 
接触点速度为零. 


7 


所以 


mgR 


T = 


X 


10 


10 


该动能是由比它的位置高 A 处的球的势能(在那里球自静止开始运动，动能为零)转化而 
得的，由机械能守恒， 


mgh = T — z^rngR 


所以 


h = ~R 


10 


7 , 4 . 16 —个半径为6的球，在^=0处静止在另一 
个半径为 a (> W 的固定不动的球上.在重力作用下上面 
的球因微扰而滚动（参看图 7. 75)，静摩擦因数片>0,滑 

动摩擦因数 户产0, 

(1) 简单地描述球做滚动、滑动和分离的先后次序, 
并作解释； 

(2) 写出上面的球在下面的球上做纯滚动的约束方 


程; 


(3) 用0和0写出球做纯滚动时的运动微分方程; 


(4) 求有关0和满足的 方程； 

(5) 假定0<沒(0)《没 0), 解出 _ 

提示： 可能用到如下的积分 


dx 


= 2ln tan ~ 


4 


sin — 


(1) 开始先做纯滚动，以后做有滑动的滚动，最后与下面的球脱离 接触. 解释 


如下 


由于静摩擦力不做功，因滑动摩擦 因数抑 = 0,滑动摩擦力不存在，在整个运动过程 

中机械能守恒，小球的动能由于势能的减小而增大，质心速度也是随$的增大而增大的. 

开始较小时，质心速率 I ； 较小•质心运动定理的法向方程，因法向加速度较小，重力 
的法向分量较大，故支持力 W 较大 • 由对瞬轴的角动量定理，随着0的增大，重力对瞬轴 


的力矩由小变大，故 P 由小变大， P 也由小变大.再用质心平动参考系对质心的角动量定 
理，重力和支持力均通过质心，对质心的力矩为零，要有同样的静摩擦力/必须有图 
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示的方向，且随着6的增大，也要求/随之增大.另一方面 ， iV 

随沒的增大而减小.因此能提供的最大静摩擦力随沒增 

大而减小，开始较小时，纯滚动要求的静摩擦力/较小，而 
能提供的最大静摩擦力 & iV 较大，/ < ju s N 能满足.故为纯滚 
动； 到~达到一定值时，纯滚动需要的/和能提供的 /«, iV 有/ 

=^ N 时达到临界状态, (9 再大时，就要出现滑动，摩擦力变 

为零,因为小球已有 i (> o )， 不可能是纯滑动，而是保持临界 

状态时的 hi 做有滑动的滚动^继续增大 a 也继续增大，所 
需的法向力继续增大，而重力的法向分量是减小的，支持力必定是继续减小，当减小到 w 
0,不能再变成 W <0, 小球就开始脱离大球.因为/的临界状态时， W 关0因此必 

将经历一个有滑动的滚动的阶段. 

再补充说明 两点: i ) 刚体的角速度与基点的选择无关，因而其角加速度也和基点的 
选择无关，质心和瞬心都是刚体上的点，都可选作基点; U ) 对于本题所给的刚体，对瞬轴 
的角动量定理和质心平动参考系中对通过质心的轴的角动量定理有同样的形式.虽然涉 
及的转动惯量不同，同一时刻两个力矩也不同，但随的增大，变化的趋势是一致的，都随 
没增大而增大. 

(2) 纯滚动条件为 


9 


b 


AfykN 


O 


e 


mg 


o 


图 7, 76 




(a 4 b) Q — b <p = 0 

f = 0 时， (9=0, 选 P 的零点,也有 ㈣ 时，产0,则上式也可写成 

(d 丄 h^6 — b<p = 0 

=mgsin6 — f 

-~mb 2 <p = fb 


(3) 


m 


其中 m 为小球的质量.加上纯滚动条件得 


(a + ^ — b <p = 0 


可得 


sin 汐 


7 a b 


ldd 


d& 


(4) 




dd^ 2 dd 


代入 (3) 问得到的式子，可得 


sin8(W 


dd 


7 u b 


两边积分，用初始条件:《= 0时，0=0，0 = 0,得 


(1 — COS0) 


这是在做纯滚动期间0和0的关系、由于未给片值，不能算出结束纯滚动的0值，也就不 
讨论在做有滑滚动 期间# 和0的关系了. 
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e 


(1 — cos 汐 ) 


6 


(5) 


sin — 


7 a b 


dd 


f[ 


ck 


1 a + b 


BiO) 


sin — 


e 


tan 一 


4 


2ln 


沒 （0) 


7 a b 


tan 


4 


没 （0) 


0(t) = 4arc tan tan 


e 


4 


1/2 


其中 


7 a+b 

这个沢 o 也只适用于做纯滚动期间. 

一 质量为 m 、 半径为 <2的均质球在一半径为 6(> a ) 的固定圆柱体的顶端从 
静止状态开始无滑动地滚下 .求： 

(1) 此球脱离圆柱体的角度 

(2) 当球脱离圆柱体的瞬间，球心的速度. 


17 


根据题意，球在脱离圆柱体前没有经过上题所述的 
有滑动地滚动阶段，说明静摩擦因数内足够大，在支持力 N 
不等于零时，最大静摩擦力；总大于维持纯滚动所需的静 
摩 擦力. 


(1) 可用上题得到的结果，在做纯滚动期间， 


(1 — COS 汐 ) 


( 1 ) 


8 


7 <2 + 厶 

再列出质心运动定理的法向分量方程 


mgcosd — N 


脱离圆柱体时 ， iV = 0 .代入上式，可得脱离时的 f 为 


图 7. 77 


( 2 ) 


COS^ina 


6 


+ b 


在 <9=泛_时用式 （1) ，得到的 〆 应与式 (2) 相等， 


10 


~~1~ ( 1 — COS^^x) = COS^ma 


10 


10 


COS^x = — , ^max = COS 


17 


17 


(2) 在分离瞬间，球心的速度其大小为 


10 


{a + b)0 


— ^ aJ r b)g 


17 


10 


其方向与水平线的夹角为九 ax 即 


arc cos — 


17 
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7 . 4 . 18 —个质量为 m 、 半径为 r 的均质小球在一个半 径为尺 不动的大球的项部从 
静止开始运动，假定摩擦因数为在何处小球开始出现滑动？ 

解 用 7. 4. 16题的分别表示小球质心的位置和在其质心平动参考系中小球绕 
质心的转角.在小球做纯滚动期间 


m{R ^ r) 6 = mgsind — f 

*2 

n(R r) 6 = mgcosS — N 


( 1 ) 


( 2 ) 


cp = fr 


(3) 


—mr 


(R r) 6 — r <p = 0 


(4) 


用式 (4)、 式 (3) 可改写为 


(R + r)d = f 


(5) 


m 




由式 (1) 、（ 5) 解出 


d = ~r 


sin 汐 


( 6 ) 


m ^ sin ^ 


(7) 


e =^e H 式 (6) 可改写为 


dd 


sin 夕 d 夕 


两边积分，用0=0时0 =0, 


6 


(1 — cosO) 


( 8 ) 


7 R + 


由式（2)、⑻得 


N = mgcosd — m{R + r) ^ = 


m 芨 （ 17cos 沒一 10) 


在0=知时，小球开始做有滑动地滚动，此时 


mgsmdc 


—/jtmg (17 cosdc — 10) 




2sin^ c ^ 17 户 cos 沒 c — 10 户 

289/^ 2 cos 2 ^ c + 100〆 一 340/^cos^ c 

(289〆 + 4)cos 2 ^ c — 340^cos^ c + (100〆 — 4) = 0 


4sin 2 ^ 


c 


cosdc= 


2(289〆 + 4) 


289〆 + 4 
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dc = 


arc cos 


289尸 2 + 4 I 

舍去了另一较大的根，因为取处的较小的解时已达到纯滚动和有滑动地滚动的临界状 
态，知的较大的解不可能又成为临界状态. 

7 . 4 . 19 一 半径为 r 的均质小球，沿一半径为 R + r 的竖直的固定的圆环内侧 运动. 
考虑两种 情况: i ) 纯 滚动; ii ) 无摩擦的纯滑动 .求： 


(1) 在每一种情况下，为使小球达环顶部而不 
致落下，在环底部时须具有的最小质心速度 

(2) 在纯滑动情况下，若在环底部时质心速度 
比 W 小10%，小球在何处开始落下？ 

解 （1) 取0表示小球质心的位置， p 表示在 
其质心平动参考系中小球围绕质心的转角，它们的 

正方向如图 7. 78所示. 

0纯滚动情况. 

因静摩擦力不做功，小球运动时机械能守恒. 
设小球质量为 m ， 小球的动能. 

T = 士 m(R 6} 2 + ♦ ^rmr 2 (p 


V\ 


图 7* 78 


纯滚动的约束条件为 


R $ —r <p=0 


T = -jrm(Rd) 2 + -^miRey = 


10 


机械能守恒，写出在底部和顶端机械能相等， 


±m(Rd) 2 


&y\e^n + mg • 2R 


10 


10 


由质心运动定理，在处， 


mR 6 \ e=n = mg + N 

其中 W 是圆环对小球的作用力，要能通过顶端不落下必须刚能不落下要求 N = 0. 

(R Q y \ e ^ — gR 

7 , 

—mt;? = Y^rngR 4 - 2mgR 


此时 


( Rd ) \e^o = Vi 


7 


27 


^gR 


Vi = 


ii ) 纯滑动的情况， 

小球的动能 

小球在底部和顶端机械能相等， 


T = ^ m ( Rd ) 


(R 9Y\e^ = — d) 2 \ $=s7r + mg * 2R 


2 


用质心运动定理和纯滚动情况没有差别，刚能通过顶端不落下要求 
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(Rd)hR 


所以 


irmgR + 2 m gR 


= 5 gR 


幻 1 


(2) 设 = 为做纯滑动的小球沿圆环运动所能达到的位置， 


jmCRd) z \ 

在沒=沒_处, W = 0, 由质心运动定理 

mR $ 2 


miRdY 


+ mgR(l — cos ^ x ) 


6=6 


0^0 


max 


= mgcos{n — U =— mgcos ^ 


6=$ 


x 


max 


(R dY \ e ^ = (0. 9^1) 2 = 0. 81 X 5^ 


X 0. 81 X 5^ = — m (— gRcosd ^) + mgR{l — cos ^) 


所以 


— m 


cos 没謹 = 


X (2 - 4. 05) 


— 0. 6833 




沒 mine = arc cos (— 0. 6833) = 133 

I 

7 . 4.20 —块长 2 a 的均质薄平板一端靠在光滑的竖直墙 
壁上，另一端放在光滑的地板上，与地板的夹角为氏，如图 7. 79 

所示.当松开平板后，平板在重力作用下下滑.求： 

(1) 平板脱离墙壁前到达0时的时间(可表为积分形 


o 


式）; 


(2) 平板脱离墙壁的^值. 

解 （1) 由机械能守恒，设平板质量为 


^0 


m ， 


7. 79 


m (2 a ) 2 8 + mgasind = mgasind 


Caey + ^r 


m 




o 


2 12 


2 


— ma 2 8 = mga { sind 0 —— sin ^) 


3^ 


(sin 夕 o — sin 汐) 


2 a 


d 0 








6 


3^ 


0 


(sin 汐 o — sin 汐) 


2 a 


(2) 取 x ! 标沿水平方向，墙位于 x = 0 处， 


= N 


m Xq 


其中 W 为墙对平板的作用力.平板脱离墙壁时 iV = 0, 故 


工 c = 0 

xc — acosd f 


( 1 ) 


—— asin ^ 6 — a Q cosd = 0 


工 c = 




前面已求得 


( 2 ) 


(sin 沒 o — sin 汐）， 


2 a 




力学(上册) 


504 • 


3^ 


2 6 6 = 


cosd • Q 


2 a 


6 =—扭 cos 夕 


( 3 ) 


4 a 


将式 (2) 、 （3) 代入式 (1) ，得平板脱离墙壁时0满足的关系 


3sin^ = 2sin^ 0 


所以 


6 = 


— sin^o 


arc sin 


7. 4. 21 —质量为 m 的均质细杆下端置于光滑的桌面上，从与铅垂线成仏角静止释 

放，求释放后的瞬间桌子对杆的作用力， 


取图 7. 80所示的 x、y 坐标，原点与杆释放时的下端3 
点重合.设杆长为 /. 

在释放杆的瞬间列质心运动定理和在质心平动参考系中对 
质心的角动量定理的方程. 


I 


y 


c 


N 


*yc \e 


— N — mg 


( 1 ) 


% 


m 


0 


mg 


A 


~ ml z 8 


= N • —sin^o 


( 2 ) 


6=6 


X 


12 


0 


7 - 80 


杆的下端 a 在一段时间内不能脱离地面，在一段时间内有 


0,故在释放的瞬时有 


: VA = 0 


在一段时闽内 


+ ~ ^ sin ^ 


yA = yc 


yA = yc d sin 没 -\- —I d cosd 


^ 6 = do 时，夕 = 0, 故 


yA\e^e 0 = 3^cI e^e 0 + y ^ |^^sin^ 0 

用式 （1)、（2) 消去式 （3) 中的 Yc I 和 


(3) 


0 




Q 


沒 = 汐 0 ， 


y 


y 


^S 8 ^ 0 sin ^ 


N 




= o 


0 


2 


0) 


m 


N^iO 


x 


N = 


1 + 3 sin 2 汐 

7. 4. 22 质量为 w 、 半径为 r 的均质圆 
柱置于粗糙的斜面上，斜面倾角 a =30°、 质量 
为 m , 置于粗糙的水平面上.圆柱与斜面间、 
斜面与水平面间的摩擦因数均为 ^ = 0.1. 开 
始圆柱与斜面均从静止状态开始运动.求圆 


0 




x 


N 


mg 


R 


MR 


mg 


a 


图 7*81 
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柱质心的运动学方程以及圆柱的角速度. 

取图 7.81 所示的两组坐标系为静系， oi ' yy 为固连于斜面的动系，图 

中画出了？ = 0两坐标系的原点重合于圆柱的对称轴上的情况，图中还画出了圆柱和斜面 

所受的力是圆柱与斜面间的滑动摩擦力（暂设接触点处有相对运动，是否如此，得出 

结果后再作判断). 

对斜面用静参考系， 


( 1 ) 


Nsina — juNcosa — fiR 


m x 


( 2 ) 


R — mg — Ncosa — juNsina 


0 = m y 




对圆柱在斜面参考系中用质心运动定理和在其质心平动参考系中用对质心的角动量 


定理， 


(3) 


m xcosa 


m x q = mgsma — 


(4) 


— m y f Q = ]sj — mgcosa + 


m xsma 


o 


(5) 


r 2 


fxNr 


O ) 




m xcosa^m xsina 是由于采用斜面参考系这个非惯性系引入的惯性力 


其中 


由式（1)、（2)消去 / U 辱 


( 6 ) 


— fxmg + N(1 — ju 2 )sina — 2"iVcosa 


m x 




从式(4)、（6)中消去 V ，解出 


(7) 


x 


1 + [(1 — pt 2 )sina — 2^cosa]sina 


将式 (7) 代入式 (4) 得 


( 8 ) 


N -= 


1 + [(1 — ju 2 )sina — 2"cosa]sina 


将式 (8) 代入式(5)，用初始条件 t = 0， a >=0, 积分得圆柱的角速度 


O ) 


—1 + [(1 — // 2 )sina — 2/^cosa]sina 


将式 （7) 、 （8) 代入式 （3) ，得 


g 


1 + [(1 — ju 2 )sina 一 2/^cosa]sina 


CUjc ' czO , 对上式作两次积分，得 


用初始条件 




c 


gt 


1 + [(1 — /^ 2 )sina — 2/^cosa]sina 

l^cosa _ 2 

2 户 cosoQsina 占 


x c = 


1 + [(1 — ^ 2 )sina 

对式 (7) 积分，用初始条件^ = 0时此= 0，必= 0, 




gt 


xa 


1 + [(1 — " 2 )sina — 2"cosa] 


sma 




xo 


1 + [(1 — ju 2 )sina — 2/^cosof]sin 


2 


a 


圆柱质心的运动学方程为 
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# 


— 工 c cosa 


2 


(1 - 


十 [(1 — ju 2 )sina — 2/^cosa]sina 2 


c sma 


(1 




1 + [(1 — ^ 2 )sina — 2^cosa]sina 


必须对前面所作的假设（圆柱与斜面的两接触点间有相对运动)进行检验•为此，计算 
‘ 一下圆柱上与斜面接触的点 A 相对于斜面的速度 f 


A 


1 + [(1 — ^Osina — 2户 cosa]sina 


将 /x = 0. 1，《=30。代入，在时 ， i f A 〉 0 • 说明以上得到的结果是有效的， 

一个质量为 m 、 半径为 r 的均质实心圆柱体沿着一个楔的倾斜表面向下运 

动，楔的质量为 M , 它可以沿一个光滑的水平面自由运动. 

(1) 如圆柱体与楔之间无摩擦，圆柱体自静止开始下滑，下降高度 A 时，楔运动了多 


7, 4. 23 


大距离? 


(2) 如圆柱体与楔之间有摩擦力，圆柱体自静止开始纯滚动，下降高度&时，楔运动 


了多大距离？ 

(3) 比较两种情况，圆柱体到达楔底时哪种情况更快些？与圆柱的半径有无关系? 

(1) 对于圆柱和禊这个系统，在水平方向未受任何外力，动量的水平分量守恒 
设圆柱休质心相对于楔的下滑速度为 b 楔对静参考系的向右速度为 V ，则 

m(y — vcosd) + MV = 0 


其中0是楔的倾角， 


m 


~vcos& 

M 


i / 


m + 


圆柱体沿楔下滑距离为 / 时，圆柱体 F 降的高度为 

/ = hcscd 


h = lsin& f 


设圆柱体下降高度&经历的时间为 h 则 


丈1 

vdt = I = hcscd 


o 


在 （=0 〜 h 期间，楔向右运动的距离为 




[\dt = p J^^vcosddt 

Jo Jo m + M 


s = 


mh 


m 


cotd 


cosd * hcsc8 = 


十 M 


+ M 


m 


m 


(2) 上面在导出 5 的式子时所用的质点系，在水平方向动量守恒得到的 V 与 U 的关 

系，及以后的关于/和 S 的计算对于圆柱体做纯滑动还是做纯滚动或做有滑动的滚动都 
毫无关系，差别仅在于圆柱体下降高度 A 所用的时间 n 不同.但经过不同的~后结果是 

一样的.故仍有 


mh 


cotd 


s 


+ M 


m 
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(3) 先讨论纯滑动情况.用 （1) 问中采用过的符号.以楔为参考系，圆柱体的运动微分 


方程为 


m I = mgsind + m scos8 
0 = N — mgcosd + m 5sin^ 


楔取静参考系，运动微分方程为 


Ms— Nsind 


由后两式消去以，可解出 


M + ⑽ W 严論 0 W 


5 


积分上式，用初始条件£ = 0时，5 = 0,5 = 0, 


sin^cos^ * gt 


s 


2(M + msin 2 汐 ) 

代入上式，得 


mh 


(l) 


时 


mt 


ti 


s = 




2(M + msin z 6)h 

(m + M ) 发 sin 2 沒 


(1) 


再讨论纯滚动情况.运动微分方程为 


I I = mgsind + m 5 cos 汐一 f 
0 — N — mgcosd -\- m 5 sin^ 


(考虑了纯滚动约束) 


= fr 


—mr 


Ms— Nsind — fcosd 


其中 / 是静摩擦力，这里设对圆柱体的摩擦力是沿斜面向上的，可得 

_ 2msin^cos^ _ 

3M + m(l + 2sin 2 ^)^ 

0,5 = 0,积分上式得 


5 


用初始条件 t = o . 


5 




msinOcosd _ 2 

(1 + 2sin 2 ^)^ 


5 = 


3 M + 

Tjcotd 代入上式，得 


m 


mh 




( 2 ) 


v (m + M)gsin 2 6 

3M + m(l + 2sin 2 ^) — 2(M + msin 2 ^) = M + m > 0 


( 2 ) 


可见 


圆柱体从同一高度静止开始运动,第一种情况即纯滑动的情况比第二种纯滚动情况 
更快些.这结论与圆柱半径无关. 

这一结论也可以不作 （3) 问的定量计算而得到•从（1)、 （2) 问的结果知，到达楔底时， 
圆柱的质心相对于楔的速度值，与楔对静系的速度值有一定的比例关系，两种情况圆柱下 
降同样高度时，系统获得的总动能是相同的，而圆柱体的动能除了平动动能以外还有转动 
动能.因此纯滚动时，圆柱的质心相对于楔的速率和楔对静系的速率都比纯滑动时的小 
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(圆柱体下降同样高度时相比）这就说明了 .从这里也可以看出，只要 

相同，结论都一样，与 r 无关， 

7.4.24 长为 2 a 的均质棒端连于固定的光滑铰链，棒自水平位置无初速地 
开始运动，当棒通过铅直位置时，铰链脱开.证明此后运动中棒的质心沿抛物线轨道运动， 
并求从脱开到质心再下降 A 高度时棒转过的 圈数. 

设棒的质量为 m ， 绕端点转动的转动惯量为 


4 


m(2a) 2 


—ma 




从水平位置转到铅直位置时，由机械能守恒，可求出铰链刚脱落时的角速度和质心速 


度 


= mga 




2a 


沿水平方向 

在铰链脱落后，棒只受到作用于质心的重力，由质 

心运动定理，质心将做抛物运动.证明 如下： 

取铰链脱落时质心 C 的位置为坐标系原点， X 轴 

沿质心速度方向，是水平的，^轴竖直向下，如图 7.82 

所示.脱落时取为£ = 0， 

= 0， 


Viz = CIO) 




令 


B 


A 


C 


yc = ^ig 


m joq 


i = 0 时， 


xc = 0 


yc = 0 f 


y 


ic = 


7*82 


yc ==z 0 


t 3^c = l^gt 


工 c = 




消去 m 


= ^ c 


yc=irg 


2 


3 




因此铰链脱落，质心就开始做抛物线轨道运动. 

在质心平动参考系中用对质心的角动量定理，因对质心的力矩为零.保持角速度 
不变，即脱落后棒的角速度保持脱落时的角速度. 


2 h 


质心从铰链脱落时的位置 0 = 0) 再下降 A 高度(> =/0 ,经历的时间为 以叫 在 
此期间，棒转过的圈数 n 为 




1 


2 tv 


2^r V 2a 


2 tt 


g 


25 重 W 的均质棒两端用两条平行的绳悬挂，棒在水平位置处于平衡（图 


7 
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■ 


7. 83) .如其中一条绳断了，求此瞬时另一绳子中的张 


力. 


设棒长为/，由质心运动定理， 


rr^ 




W - T 


— CLq 




g 


由质心平动参考系中对质心的角动量定理， 


1 W 


— l z co = T 


12 g 


两式均只适用于绳断的瞬时，此时 A 点（见图 7. 83) 的 

加速度为零， 


dc = 


从三式中消去 a c 和1，可解出 T = ~W 


4 


7. 4. 26两根相同的均质棒儿 B 和 BC ， 质量均为 m , B 点用光滑铰链连接,端被光 
滑铰链到一个固定点，棒限于在竖直平面内, A 、 C 原在同一水平线上， 90°. 求刚 
释放时两棒的初角加速之比. 

设棒长为/，取1轴与刚释放时的 BC 棒平行，轴与刚释放时的 AS 棒平行，如 


图 7. 84所示. 

设5端铰链对 AS 捧的作用力 U 分别沿 x 轴、3；轴的正向，则 B 端铰链对 £C 
棒的作用力 N x 、 N y 分别沿 ：， m,y 轴的负向肩图 7. 85所示. 


B 


N x 


7.85 


AB 棒做定轴转动， 


I ^2 


ym/ 2 /3 

BC 棒做平面平行运动.设 D 为其质心. 


—JV J 


( 1 ) 


g 


V ^2~ 


( 2 ) 


m xd — — N x — mg 




(3) 


m y D = — N 


— mg 


二 一 N 


(4) 


12 
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癱 


以上方程均只适用于刚释放的瞬间，/?的正向规定如图 7. 84所示 


考虑 B 点的加速度,可得到两个约束关系 

hXAB 棒考虑 


~ Wab 


Xb = 


ys=0 


hXBC 棒考虑 


Xb = x d 




ys = yn 


得到的两个约束关系为 




(5) 


工 D = 


- TT /? 


( 6 ) 


yD = 


BC 


用式 (5)、（6)， 式 (2)、（3) 可改写为 




— tkI/3 


(7) 


AB 


x 


^2 


— —mlpBc = — N 


( 8 ) 


mg 


y 


式 (1)、（7) 消去可解出 


9 vT 


K . 


^AB = 


16 


式 (4)、（8) 消去 A ^， 可解出 /? bc ， 


3-/J 




Pbc = 


4 


^AB 3 


所以 


^BC 4 


7. 4. 27 —个质量为 m 、 半径为 a 的均质实圆柱体在一个固定的、粗糙的、内半径为 
6、轴线水平的空圆柱体内部做无滑滚动.若运动的圆柱体在最低位置的角速度为 

rii 1 1/2 / 

明：如 a ) g 」 / 

两圆柱体间的摩擦力. 

圆柱体要能通过最高点做完全的转动，必须在最高位置时固定圆柱给予的力 


实圆柱体可通过最高位置绕空圆柱体做完全的转动，并求 


a ， 


N >0 


由质心运动定理， 


mv\ 

b —— a 


min 


mg + TV > mg 


( 1 ) 


_ _ ■ 


由机械能守恒， 


-L 2 I 1 v , -L 

^rnVcrmn + T" X ~ 


2 


一一 m S * 2(6 一 a) 


讲 a ⑴ min 


X — ma 2 Q 2 + — 


( 2 ) 


mv 


c max 


纯滚动条件， 
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_ 


= aO 


V c 


min 


nun ? 


max 


式 (2) 可改写为 


^cmin + 2m(b — a)g = —ma z 0 2 


(3) 


4 


4 


用式 (1) 消去式 (3) 中的 


^-a 2 0 2 ^^(b-a)g + 2(b 






4 


「11 1 1/2 / 

L 兮(卜 咖」 / 




a 


ne 表示两圆柱体的轴线构成的平面与铅垂线的夹角，圆柱体在最低位置时 e=o 
再列在任意0均适用的机械能守恒关系， 


X —ma 2 co 2 + mg(b — a) (1 — cos 没）=常量 


—mv 


C 


再用纯滚动条件 


v c =aco. 


—mvl + mg{b — < 2)(1 — cos 沒）=常量 

(b- a)d 

\{b-a) 2 d 2 + g{b-a){\ - cos^)= 常量 


4 


V 




c 


4 


两边对 r 求导，约去不为零的相同因子夂得 


(J) _ a ) 2 汐 + (6 — ci^gsiiid = 0 


sin 汐 


6 =— 


3(^ — a) 


再用质心运动定理， 


dz; 


m 茗 sin 汐 —— f 


C 


m 


ck 


其中/为固定圆柱对运动圆柱的摩擦力，规定沿 e 减小的方向为正， 


dv 


C 


/ 


— mgsind 


— m —j— 

dt 




ib — a) d — mgsind 


mgsind 


mi 






可见，运动圆柱体受到的摩擦力其大小为 ywgsin 彡，沿 <? 增大的方向. 

也可用在质心平动参考系中对质心的角动量定理求摩擦力. 

28 要使一个半径为 a 的乒乓球在获得一个向前的质心初 速度队 和一个初角 
速度如。后，由于水平桌面的摩擦力作用，最终乒乓球有与初速度叫方向相反的质心速度 • 

问 V 。 和斯) 应有什么样的 关系. 

由于摩擦力对乒乓球在桌面上的初接触点的力矩为零，因此在乒乓球在桌面的 
摩擦力作用下，从最初的向前做有滑动的滚动变为最终的向后纯滚动过程中对桌面上的 

这个固定点的角动量守恒. 


4 


» 
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球的质心初速度 W 和初角速度如图 7. 86所示.规定垂 
直纸面向上的角动量为正，要最终乒乓球做向左的纯滚动， 


须 


2 


— mv 0 a + —ma 2 co 0 >> 0 


⑽0 > 


图 7. 86 


必须有图示的方向及上述的大小关系. 

29 一个半径为 a 、 质量为 m 的均质圆环被投射到一个倾角为《的粗糙斜面上， 
开始有向下的质心速度 t 和一个使环沿斜面向上运动倾向的角速度，开始环的位置距斜 
面底部的高度 A 处，圆环保持在一个竖直平面内运动，如到达斜面底部时刚好处于静止, 


Vo 


求 


(1) 圆环与斜面间的摩擦因数； 

(2) 圆环的初始角速度. 

解 （1) 图 7. 87画了 £ = 0时圆环在斜面 

上的位置，取图示的 r 坐标，沿斜面向下，原点 
位于^0时圆环与斜面的接触点，因此圆环到 
达斜面底部时，圆环质心的坐标也是圆环与斜 
面接触点的坐标，为 :r = / icsc «， 图中/为滑动摩 
擦力 ， f = j ^ ngcosa , 根据题意，圆环向下运动，设 

初角速度为 — 故摩擦力/有图示的 

向上方向.环到达底部刚好静止，说明到底部时质心速度和角速度均为零.在此之前圆环 
的运动都是有滑动的滚动，摩擦力始终有图示的方向，且 f — fJtmgcosa , f > mgsina . 

由质心运动定理 


( 1 ) 


m x — mgsma 一 jumgcosa 


一 gi :， 上式可改写为 


用 


—d x = (gsina — ^ cosa)dx 


两边积分，用初始条件 i = 0 时 x = 0、 J := t /， 和到达底部时 


Acsca 、 土 =0, 


x 




— ~ v 2 = (^sina 一 户发 cosa )/ icscci ? 


= gh — /ighcota 


gh + irv 2 


所以 


tana 




ghcota 


2 gh 


(2) 设初角速度为 fi ， 对圆环从开始运动到最后静止用动能定理， 


0 一 — tnv 2 — — ma 2 0 2 — mgh 一 j^mgcosa ♦ hcsca 


注 意:上 面写的式子是错误的，错在最后一项摩擦力做的功的 计算: 摩擦力作用的距离不 
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雖 


是 hcsca ，那是质心运动的距离，不是摩擦力作用点移动的距离， hcsca 应改为 

l \x + adHt , 其中4规定沿斜面向上转动的角速度为正，土 + a 6是圆环与斜面接触点 


0 


的速度山是到达斜面底部的时刻.用动能定理的式子应为 


1 ( i ： + a 6 )dt 

0 

式 (2) 中含有积分+ a hdt ，计算它需求出被积函数在0 〜 ^期间与 （的 关系，并求 

出6值.为此作以下计算： 

对式⑴积分，用初始条件 t = Q 时土 = r 可得 i ⑴， 


0 一 — mv 2 — ~ rma z 0 2 = mgh — /Jtmgcosa 


( 2 ) 


+ (^sina — jugcosa)t 


(3) 


x 


V 




时 i : = 0, 由式 (3) 可求出 


v + (^rsina — / utgoosa)ti 


0 




2 h 


v 


(4) 


gijucosa — sina ) 


vsma 


这里用了户 =( i +& 

在质心平动参考系中用对质心的角动量定理， 


tana 


ma 2 6 


— ij^Tngcosa}a 




积分上式,用初始 条件: r =0 时0 = n 9 


(5) 


q = a- 


t 


— MS cosa 


a 


将式 (3)、（4)、（5) 代入式 (2), 可求出 O 

这里介绍一个更简便的方法. 

由式 (5) ，令4 = 0,也可得 L ， 


Oa 


Da 


( 6 ) 




Mg^osa 


v 


gsma 


2 gh 


由式 (4)、（6) 可得 


Oa 


2h 


vsina 


v 


gsma 


2 gh 


lb 


v 


g = 


2 gh 


av 


va 


两个质量均为 M 、 半径均为 a 的均质轮子，其质量均集中于轮子边缘，两根 
不计质量的杆 0, A ,0 2 B 分别固连于两个轮子，质量为 m 的均质杆通过 A . B 两个光滑轴 
承将兩个轮子连接起来 . 04=04 = 6. 运动中，0^4//0 2 £，0 2 处通过一个劲度系数为 k 
的水平弹簧连在一固定点，如图 7. 88所示, AB 处于最低位置时,弹簧无 形变. 若轮子在 

水平面上的平衡位置附近做小振动(纯滚动），求振动周期. 

取 x 轴水平向左，取04、0 2 召逆时针转动的角度为正，平衡位置处, x =0,?>=(). 


7 


30 
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皋 


由纯滚动，土一 a < p=o 

一个轮子的动能为 


^ Mx z + ^ Ma 2 <p = Ma z <p 


杆 AJB 的动能为 


— m\_{x — b < pcos(pY + {b ^ sin ^>) 2 ] 


=~m ( i : 2 一 2 b x < pcos<p b 2 <p ) 


= — m ( a 2 — 2< zbcos<p + Z ? 2 ) (p 

这里考虑到小振动， cosp 〜1，杆 AB 做平动. 

轮子、弹簧系统的势能为 


(a 一 6) 2 <p 




-rimgb + ka 2 )< j ^ 


gb {\ — cos 9) + ~kx 






由机械能守恒， 


2 Ma z <p 4- — m{a — b ) 2 <p + ~irngb + ka 2 )( j ^ = 常量 


将上式对£求导， 


[4A/a 2 + m(a — 6) 2 ] <p<p i^ngb + ka 2 ^<p<p = 0 

« 0 

[4Ma 2 + m{a — 6) 2 ] <p + (mgb + ka 2 ')^ = 0 


振动角频率为 


co= 


4： Ma 2 j rm{a 一 b 、 2 

4Ma 2 +w(a — bY 

mgb - j - ka 2 

7. 4. 31 两个全同的均质球，一个以质心速度〃无滑动地滚向处于静止状态的另 

个球，发生正碰.假定碰撞时可忽 略所有 摩擦力，且可认为碰撞是完全弹性的. 

(1) 计算碰撞后两球最后变为纯滚动时的质心速度； 

(2) 计算后来由于摩擦力作用损失的机械能与初始能量之比. 

解设两球的质量均为 m ， 半径均为 r . 

(1) 碰前，质心速度 


In 


振动周期为 




0) 


^ 20=0 


Vio = V^ 
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% 


rfcd 

角速度 

由于碰撞时不计摩擦力，且为完全弹性碰撞，可知， 

碰后，质心速度， 


<^20 = 0 


⑴ 10 =— 


Vi = 0 ^ 


v 2 — v 


Af. tic 

角速度 


Ct >2 = ^>20 ― 0 


仞1=出10=— 


以后，由于摩擦力的作用，两球最终都将变为纯滚动. 

两球碰后都在一条直线上运动，对于与平面的任一固定接触点，摩擦力的力矩为零， 
两球分别对此固定点的角动量守恒. 

设 v\ 、 V f 2 分别为最终做纯滚动时两球的质心速度,<、0/ 2 分别是它们的角速度，则 


与以1、“2与 US 间有关系 


两球的角动量守恒关系为 


+ 


2 


mv f 2 r + —mr 


可得 


(2) 对瞬轴的转动惯量为 


7 


碰前两球具有的机械能为 


10 


最终两球均为纯滚动后具有的机械能为 


29 


+ 了 X —mr 2 — 一 


上 w I ? U ^ 

—X —mr 6 - - 


70 


29 


损失的机械能为 


~mv 




10 


损失的机械能与初始机械能之比为 g . 

32 用一水平台球棒打击一半径为及、 

质量为 M 的台球，击球点在台球桌面上方高 A 
处，如图 7.89 所示，已知球绕对称轴的转动惯 

量为 尺 2 ,求使台球做无滑动滚动的 A 值. 

设台球棒击球时给予台球的冲量为 
J /， 由于冲力很大，作用时间极短，冲力又是水平 

方向的，冲击期间台球对桌面的正压力不受影响，仍是有限的，因而摩擦力也是有限的，在 

冲击期间，一切有限的力的冲量都是可以忽略的* 


7 


图7‘ 89 
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用质心运动定理 


M{v 一 0 ) = 1/ 


用质心平动参考系中对质心的角动量定理， 


Afi? 2 (ct> — 0) — If(h 一 /?) 




打击后要做纯滚动， 


一 Roj = 0 


从上述三式可解出 


h = —R 


7. 4 . 33 光滑的水平面上有两根均质细杆 A 和长度均为 lm ， 质量分别为 1kg 和 
2 kg ， 两杆彼此平行，杆 B 静止地放置在 3 ； = 0、工= 0到: r = lm 处， A 以 lOm / s 的速度沿 
方向运动，在与 B 碰撞前，一端保持在工=(― 1 + e )( m ) 处，另一端保持在工=£( 111 )处 (0 

< e 《 l ) .在£ = 0 时， A 到达 3 /= 0 处同£发生完全弹性碰撞.不计两杆再次碰撞的可能 
性，求碰后两杆的运动. 




图 7. 90中 tm 。 是杆乂 碰前的速度， 

碰后杆 a 和杆万 的质心速度,吻是碰后杆 a 和杆 

石的角 速度. 

对两杆构成的系统，用质心运动定理，碰撞前后动 


是 


Va^Vb 


y 




V A 


B 


A 


O 




^io 


量守恒， 


A 


( 1 ) 


m A v A + m B v B = m A v A0 


设碰撞期间两杆相互作用的冲量大小为 If，B 受 


图 7. 90 

到的冲量沿: V 正向， d 受到的冲量沿: V 负向. 

两杆分别为系统，对各自的质心平动参考系用对质心的角动量定理， 


l Z 0 ) A = If 


^ _ fn. a 


~ m B l 2 ( o B = I f 


12 


两式消去可得 


( 2 ) 


m A m A — m B co B 


对两杆系统，碰撞是内力的相互作用，整个系统对任何固定点的角动量都是守恒的 
今考虑对坐标系原点的角动量守恒，规定沿2：轴负向的角动量为正. 

Y ^ m B l 2 co B = m A v A0 • y 


Y + u m ^ 

上式可化简为[化简中用了式 ( l )] 


— m B v B 


m A v A 


# 


2 


(3) 


— rn A lco A + ~ m E l < o E = m B v B 


12 


12 


用式 (2) 消去式 (3) 中 


可得 


m A w A ^ 


(4) 


— 1(0 


V B = 


由于做完全弹性碰撞，机械能守恒， 
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lkg ， ntB = 2 kg ，/ = lm ， “。=10111/5，式(1)、（2)、（4)、（5)分别为 

v A + 2v b = 10 


m A v \ + y X z ^ rn A l 2 oj 2 A + — m B v \ + 


(5) 


X 


= — 


J 




2 


代入数据 


m A 




( 6 ) 


(7) 


co A = 2 (o B 


( 8 ) 


V B = :⑴ B 


v 2 a + — <°A + 2vb + —<o 2 b = 100 


(9) 


■ 


12 


6 


均化成 TM 的函数，式 (9) 变为 


用式( 7 )、（ 8 )将式 （9) 中的 




va + —(2 X 6 ) 2 vb + 2 v % + ~( 6 ^ b) 2 = 100 


12 


va^t20vb= 100 


( 10 ) 


式 ( 10 ) —式 ( 6 ) 的平方， 


1Qv z b — Av a v b = 0 

4v b — v A 


( 11 ) 


由式（ 6 )、（ 11 )得 


20 


— m/s 


LJ / 

~~ m / s ， 


V B — 


Va = 


ct>5 = 6x ^ 5 = 10rad/s 
ot ) j ^ — 2 ⑴ b == 20rsd/s 


由式 （ 8 ), 
由式⑺, 


把各量写成矢量，则有 


20 


=— 10k 


= 一 20k ， 


v A = ， v B = —J 


B 


A 


各量单位均采用 SI 制. 


一 半径为 a 的均质实心球以速度 w 在水平面上滚动时遇到一个高度为 
/ K < a ) 的台阶，若碰撞是完全非弹性的，在碰撞点无滑动，问球若要跃上台阶其速度^需 


34 


多大？ 


球与台阶碰撞期间受到台阶给予的冲量可按水平和竖直两方向分解，从球的质 

心速度在碰撞前后看，碰前沿水平方向，碰后方向垂直于球心与碰撞点的连线，如图 7. 91 

所示.台阶给予球竖直方向的冲量是使球获得竖直向上的动量的结果，水平面的支持力仍 
是有限的，因而在碰撞期间摩擦力也只能是有限的.在碰撞期间一切有限大小的力的冲量 
都是可以忽略的，因此碰撞期间对接触点的角动量是 

守恒的.设球的质量为 

取垂直纸面向里的角动量 为正. 


m 


碰前做纯滚动，质心速度为 w 角速度为 f ， 对接 

触点的角动量为 


v 


mv(a — h } + 


—ma 


图 7.91 


a 
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_ 


碰后做围绕接触点的定轴转动.设转动角速度为 o / ，则对接触点的角动量为 


2 


—ma 2 + 


+ ma 2 a) f = mv(jx — h) + ~ma 


~ma 


7a — 5/i 


7a 


要能跃上台阶，碰后球的动能必须略大于跃上台阶需增加的势能，因为定轴转动上台 
阶的过程机械能守恒，要保证爬上台阶后仍有略大于零的动能. 


—X —ma 2 (o n mgh 


la — 5h 


〉 mgh 


10 


7 a 


幻〉 


la — 5/i 

7. 4, 35 —质量为 m 的质点以垂直于原静止的均质细杆的速 

度 I 在杆端与杆做弹性碰撞，如图 7. 92所示.碰撞后质点静止，求 

细杆的质量 M . 


◦ > ” ■- 


设细杆长度为/，碰后杆的质心速度为％，角速度为队 

对静参考系，质点细杆系统动量、机械能和对任何固定点(今取 
杆的质心在碰撞期间所在的点）的角动量都是守恒量，有以下三个 




M 


方程 


图 7. 92 


= 




三个方程中共有三个未知量加和 M ， 可解出 M =4 m . 

36 两个相同的梯子，一端用铰链连接起来，下部 
再用绳子连接，以60°角置于光滑的水平面上.如果绳子突然 
切断，求此瞬时铰链的加速度.通常把梯子抽象为均质薄板 
或细杆. 


7 


设梯子质量为 m 、 长度为考虑对称性，两个梯子 

在铰链处受到的作用力是水平的. 

考虑右边的梯子，取 x 轴水平向右，^轴竖直向下.图 
7. 93画出了绳子刚被切断时的受力情况 4=60°. 在此时有 
下列 方程： 


m xq = F 
m y c — mg — N 


( 1 ) 


(2) 
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鲁 


瞥 


I 2 6 = F m — sin 60° — N • — cos 60 


o 




12 


= 』^-Fl - —Nl 


(3) 


4 


在此时，£点的速度为零，在此后一段时间内，将具有: r 方向的速度，故在此时有 3^= o . 
在此时， A 点速度为零，此后将有竖直向下的速度，故在此时有 

用关于相对运动的加速度合成公式， A 点 ( B 点）的加速度等于(：点的加速度与/点 
CB 点)在质心平动参考系中的加速度的矢量和.在质心平动参考系中， A 点、5点均做圆 

周运动，因此时6 =0,都没有法向加速度. 


1 


« * 


yB = yc ~h ^rrl 0 cos 60° 


yc + ~l 0—0 


(4) 




4 


1 畢 ， vv / Q ” 

xa = ^ TT^ ^ sin 60° = xc + ~ : ~ l 谷 = 0 


(5) 


4 


所要求的铰链的加速度为 


~亡 / ^ cos 60 


—id 


( 6 ) 


o 


h = Jc 一 


=yc — 


4 


由式 （1)、（3) 消去尸，得 


v^T 


— N 


(7) 


m Xc 


由式 (2)、（7) 消去 iV ， 得 


-zrlO ^ 


( 8 ) 


+ 


yc — g 


Xc 


用式 (5) 消去式 (8) 中的 Yc ， 得 


13 


—id 


(9) 


~ yc g 


12 


联立式(4)、（9)，解出 


IQ — — 




7 尽， 


4 


代入式(6)，即得 


yA = — —g \ = —g 


4 


4 


7. 4. 37 —辆停放着的卡车的后门敞开着，如图 7. 94( a ) 所示 • 从时刻 t = Q 开始，卡 
车以恒定加速度 a 加速运动.在£时刻，后门在与原位置成 <9角的位置，如图 7. 94( b ) 所 

示.假定后门是均质分布的，质量为 m 、 宽度为 L . 

(1) 写出0及其对时间的导数与门轴上受力的两个分量(见图 ( b )) 相联系的 

动力学方程； 

(2) 用沒、 m 、 L 和 a 表示《 、 F / y 和 F 丄； 

(3) 求从开始加速到后门关闭所需的时间的一个表达式(不必积分). 

方法一：(1)在静参考系中,卡车后门做平面平行运动，在卡车参考系中，卡车后 

门做定轴转动.用卡车参考系，需引入惯性力. 
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在卡车参考系中用质心运动定理，按切向法向写分量方程， 


L 


~ 0 


-尸丄+ 


cos 6 


( 1 ) 


ma 




L 


= f 


sind 


( 2 ) 


ma 


// — 


在卡车后门的质心平动参考系中用对质心的角动量定理 


L 


6 = F 


(3) 


12 


2 


(2) 由式（1)、（3)消去 F 丄，得 


3a 


6 = t^tcos 汐 


(4) 


2L 


由式 （3) 、 （4) 得 


F I = —ma cosd 


4 


dd n Idd 


，式 (4) 可改写为 


3a 


d6 = ^cos^d^ 


L 


积分上式，用初始条件£ = 0时，= 0, 


3a 


6 = 了 sin 汐 


(5) 


L 


由式（2)、（5)得 


F //= 6 + masinff = — masin8 


(3) 由式 (5) 得 


3a 


6 = a ^rsin8 


L 


从开始加速到后门关闭所需时间为 




d & 


j 


sin 汐 


0 


3a 


• r\ 

—sma 


L 
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癱 


方法 二 : 作 为平面平行运动问题求解 . 

(1) 用静参考系 . 列质心运动定理按图 7. 94(b) 中的两个方向写分量方程，写 
质心的加速度时又用相对运动理论中加速度合成公式 , 考虑卡车为动参考系， 


L 


— 6 — acos8 


处丄= 


L 


a c // = ~ + asind 

ma C // = F // 


丄， 


丄 = 


写出的也就是方法一中的式 (1) 、（ 2) 两式 . 

以下同方法一. 

7. 4- 38 一根质量为 w 、 长 L 的均质细棒两端用 

两根无质量的、劲度系数分别为々： 和怂 的弹簧悬挂在 
两个固定点，平衡时棒是水平的，如图 7. 95 所示，弹簧 
只做竖直方向的运动，分别两种情况 = h 和々 ：¥ 
是 2 ，求棒在平衡位置附近做小振动的振动角频率 . 

设棒的左、右端偏离平衡位置竖直向上的位 


移分别为％和则质心 C 竖直向上的位移为 t(M 


+夕 2 ) 


用质心运动定理 , 


( 1 ) 


+ ^) = — — hyz 


m 


由于 : vi = o 和 ^2 = 0 为平衡位置，重力已包含在一和一々23^中 

用质心平动参考系中对质心的角动量定理， 


L 


L 


—wL 2 8 = k 2 y 2 • — — ^ 1^1 


12 


这里取顺时针方向的角位移为正，力矩的写法已考虑到是小量，因而 0 也是小量， 


^1—^2 


COS^^l 


L 


角动量定理的式子改写为 


( 2 ) 


m{y\ — yz) = 6 (^ 2^2 - ^i^i) 


(1) ki=k 2 的情况 • 
式 (1) 、（ 2 ) 可简化为 


2k 


y\ + yz =— ~iyi + yz) 




iyi ~ yi 


^1 — 3^2 






前一方程可解得 


+ ^2 = Acos 


t 
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嘸 


考虑到棒的两端情况具有对称性，故有 


A 


2k 


t 


yz = icos 


就是说，这种振动方式，两端做偏离平衡位置时小振动，而且不仅角频率相同，振幅和相位 
都相同. 


后一方程的解为 


y\ — yi ^ Bcos 


考虑到棒的两端情况具有对称性， 


B 


—COS 


yi = 


B 


B 


t 


—COS 


—COS 


^2 =— 


6 是 


这种振动方式，两端偏离平衡位置的小振动的角频率均为 J 苎，振幅相同，但相位相反 


(2) 对于 h 的一般情况. 


= A 2 e ' 其中 o ; 是振动的角频率，代入式(1)、 （2) ，得 


令 


A x e l 






，： V 2 


2 k 2 


-^2 = 0 


mi 


6 k 2 


6k 


A x — 


= 0 


这是关于 次、次 的齐次线性代数方程，要有非零解，其系数行列式必须等于零，即 


2 ^i 


2k 


= 0 


6々 i 


6是 


12 ^ 1^2 


4 


————（是1 + k 2 )< o 2 + 


_ 

ai 


+ k z ) 士 


- (k, H) 士 Nk\ - k,k 2 + k 


，与前面得到的结果相同. 


当 k \ = k 2 时，可得 

39 一个质量为 M 、 边长为 a 的均质立方体静置在一个光滑的水平桌面上，在 


7 


通过它的质心且平行于两个竖直面的平面上有一根质量为士 M 、 长度为 4 a 的光滑均质 


杆，其一端放在光滑桌面上，另一端靠在立方体竖直面的最高点，在此位置释放这个系统. 


证明 
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(1) 当杆与立方体仍保持接触期间 


2 


<2(16 — 3 sin 2 汐) 


其中0是杆与水平面间的夹角; 

(2) 在 siM 满足 


3 sin 3 ^ — 48 sin ^ +8 = 0 


时，杆与立方体开始分离. 

证明 （1) 取图 7. 96的坐标系，用 A 点的坐标: r 表示立方体的位置, • re 、％ 表示杆的 

质心 C 的位置. 


X 


由机械能守恒, 


\ M±Z + \[\ M ) (±l + 兄)+ 士 • 忐( f) (k) 2 6 


a 


( 1 ) 


2 asin ^ = 


M 


g 


g 


由水平方向动量守恒， 


4~mJ ±c = 0 


( 2 ) 


M x 


3； c 与 <9 间存在下列约束关系 


X^Xc 


= 2 a sin 汐 
Xc = ^ — 2 acos 6 


yc 


上两式对£求导， 


2 a dcosd 


(3) 


: Vc 




(4) 


+ 2 a dsind 


Xq = X 


由式 (2 h (4) 可得 


x = — —a dsind 


(5) 


( 6 ) 


-ra dsind 


x c = 


2 


将式 （:0、（5)、（6) 代入式 (1)， 得 


2 


— — sin 2 0 \ a 2 6 = ~ ga {\ — 4 sin 0) 


2 


d 


a (16 — 3 sin 2 0) 
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(2) 把0的表达式代入式(5)， 


= —— a 2 ❹ sin 2 汐= 


sin 2 没 


x 


4(16 — 3 sin 2 没) 


4 


对 t 求导， 


d I sin 2 没一 4 sin 3 ^ 
d 汐 （ 16 _ 3 sin 2 ^ 


B 


2 x x = ~ga 


d "_ d_f sin 2 汐一 4 sin 3 沒 

2± Ld^l 16 — 3 sin 2 ^ 


(7) 


* * 

X = 


ga 


对立方体用牛顿运动第二定律, 


M x = N 


其中 iv 为杆对立方体的作用力.在杆与立方体开始分离时， w =0, 2 =0,此时0 、 i 均不为 


零 


由式 (7) 和 i =0、0 =^0，^:=^)可得 


d / sin 2 夕一 4 sin 3 ^ 
d ^\ 16 — 3 sin 2 ^ 


= 0 


因为在分离时 8 _ I ，敗 cosd ^ 0,可把各项中具有的共同因子 cos 0 约去，可得 


(3 sin 3 ^ — 48 sin ^ + 8) sin ^ = 0 

■ 

sin 沒=0,即0=0,可以是杆与立方体分离的情况，可在6未降为零以前，0满足 

3sin 3 ^ — 48sin^ +8 = 0 

时杆与立方体就已分离了.因此，开始分离出现在满足上述关系的0值或 siM 值. 

I 

7.4.40 匀质杆和用光滑 
铰链连接，如图 7. 97所示.三杆长度分 
别为 a 、6、 A 质量均为 m . 杆 AB 和分别 
可绕铅直的固定轴 A 和£在水平面上的某 
一 范围内无摩擦摆动.设在图示时刻 , AB 与 
BD 成一直线， BD 丄 D 五,此时杆 AB 的角速 

度为 o )， 角加速度为零，求此时杆在 B.D 
端受到的 外力. 


7.97 


各杆的角速度的正向规定如图 


7. 98所示.此时 


=_ ⑴ DE^i 


V B = WIJ ， 


D 


刚体上任何两点的速度在其连线方向的分量应相 
等，所以在方向的分量应相等， 

所以 = 0， 

可见，此刻 5 D 杆做平面平行运动的瞬心位于 D 点. 

以 D 为基点， B 点的速度又可表为 


D 


⑴ DE = 0 




C 


B 


^DE 


m 


E 


A 


V B = o) BD • bj 


图 7. 98 
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參 


比较 W 的两个表达式，得 


a 


⑴ BD ^ = 


<^BD = 


b 


考虑到此刻杆无角加速度和 D £ 杆无角速度，分别以 B . E 为基点，写此刻 D 点 

的加速度， 


一 bco 2 Bl Ji — bj3 BD j 


d — — aori 


a 


— b^Boj 




b 


^DEdi 


D 




比较上述两式，得 


hE = d ( 


a 


co 


b 


^BD = 0 

以 B 为基点，写 BD 杆的质心 C 的加速度， 


—bwlri 


c = — ⑽暴 — 


2 


a 


a 


— ~b 


1 + fr 


~co i = — a 


= — aco^i 


art 


b 


2b 


对杆用质心运动定理， 


a 


2 


x ^ + x D 


( 1 ) 


1 


(O 


a 




2b 


o = y b -\- y d 

其中 x B 、 y B 是端受力沿： r 、： y 轴的分量， X D 、 rz ) 是 Z ) 端受力沿 u 轴的分量 

AB 杆的运动是已知的，对杆用对 A 点的角动量定理，可知 

Yb — 0 

DE 杆的运动也已求得，对杆用对£点的角动量定理，可得 


( 2 ) 


(3) 


md 2 PoE = XW 


a 


X D = —mdp D E =— 


(4) 


a 


b 


将式 (3)、(4) 分别代入式 (2) 和式 (1)， 即得 


Yd = 0 


5 <2 


a 


a 


Xb = _ 


— ~nia\ 4 + 


O ) 


O ) 


0) 


a 


2b 


lb 


b 


41 证明刚体做平面平行运动时关于瞬心的角动量定理还可以有下列形式 


da > 


( mr f c X r 0 ^) 


= Afo ^ —— 


I<y 


m 


cU 


0) 


其中 O ' 是刚体上为瞬心的那一点， Va 是瞬心平动参考系原点 O ' 的加速度，即瞬心的加速 


度， 
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M a — ma){r a * 〆 (：） 


dt 


其中 O ' 是与瞬心重合的空间点， （ a 是随瞬心沿空间极迹平 
动的坐标系的速度. 

证明图 7.99 画出了两个坐标系，原点为 O 的固连于 
静参考系，原点为以的固连于平动参考系. h 是第 个质 

点对静参考系的速度（绝对速度）， /•,) 为系统对 

■ 

O ' 点的绝对角动量， 


mi 


O 


n 


r o\ 


O 


图 7. 99 

士 XI (〆,X m, , ( ) 


d 


d 


石 [Ov —〜） X nti r ( ] 




d 


d 


2 ^ r <y x ^ 

i 

2 X m ( r { ) + ^ ^ x 

* 
z 

~ ^ x 2 

t 

S X F,) -ra X 2 

■ 
t 

r a ) X F,] — rc7 X 








ro/ x 2 mt ' 


m { r { — 


X 2 A 


m t r t — 




= 2 [⑺ 

■ 

t 

Y (r'i X F 彳 ) —ro X m r c 

F ^ Fi 不仅包括外力，还包括内力，而在 5] X R ) 等式子 


r c 




( 1 ) 


Af^y — rQf X w Tc 




在推导上式的过程中， 

中内力的求和为零，即 S 

外力 , Ma 是作用于系统^外力对 O f 点的力矩之矢量和 • 

下面再考虑对平动参考系中的 G 点的角动量(称为相对角动量). 

对平动参考系，只要引入惯性力，可以直接写出对它的固定点 O ' 的角动量定理, 


nti r i 




(nXFD = 0, 因此对所有质点求和的式子中的 K 都可只考虑 


d 


+ XI[〆*. X (― m, r^)] 


石2 (< x ^ 


, r i l ) =M 


a 


( !> 〆 ) 


X r a = Ma — mr f c X r a 


( 2 ) 


= M 




其中 Mo 是真实外力对 o ' 点的力矩，与式 a ) 中的 Ma 是相同的，式 a ) 中的心和&分别是 
点和质心 C 的绝对速度，式 (2) 中的是0点的绝对加速度， r ' di 质心 C 对动系原点 
O ' 的位矢. 

式（1)、（2)适用于一般的质点系，静参考系是惯性系，平动参考系可以是任意的平动 


参考系. 


现考虑的系统是做平面平行运动的刚体,点是与瞬心重合的空间的点，考虑对通过 
6^点的轴的角动量的时间变化率遵从的规律，简称为对瞬轴的角动量定理. 

O ' 点是与瞬心重合的空间点，平动参考系以瞬心沿空间极迹运动的速度做平动. 

r. = a> X r f { (瞬心的定义得出） 


D [r: X nti (a> X 广 〜）] 


S ( 


r f i X rrti r ? ) 






CO 


0) 


i 
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2 [叫如( 〆 , • 〆 ,) 


ZO • 〆, )] 




W 


= 2 [ 刪 〆 \ 

* 
t 

s 2 


, —(at • r ',) 2 ] 


0) 


— m,ajr r ， cos^ 




U 罐 *(nsin〜) 


2 

* 

其中 a ( , di 参看图 7. 100， Ja 是刚体绕瞬轴的转动 k 量. 


I 


(3) 


0) 


CO 




o 


对刚体做平面平行运动用式 (1)， 用在 I 不变的时间段内（刚体做 


CO 


平面平行运动，在基点平动参考系中转轴是不变的，但 o > 可以反向，1 

C 0 

可能改变为相反方向). 


d 


d 


4 • S (〆 


d ^ 2 ( r ^ X m ( f t ) 


,X nti r ( ) 






dt 


(O 


( M a — r a X m r c ) 


OJ 


lr a X (<w X rc )] 


M 


a 


w 


[0)( / > • r f c ) — r ； c(o> • r ^)] 


M 


_ 


a 


(O 


Mq — m<o{ra * r’c) 


(4) 


这里用了 o > • r a = 0 


d 


— # X m *、.)] 


所以 


= M a — m < o { r a • r f c ) 


dt 


用式 (3), 上式可写为 


d 


石⑴） = M a — mo ){ r a • r f c ) 


这就是要证明的第二个式子. 

考虑另一种平动参考系，它部分固连于刚体，在某时刻，固连于它的坐标系原点 a 是 
瞬心，别的时刻它仍是刚体上的点，但不是瞬心.要导出为瞬心那个时刻的对瞬轴的角 
动量定理. 


在0为瞬心的那时 刻彳, = oiXr ',, 但要求去 ^< y , Xm , f :), 其中的 /•, 必须适用于那 

时刻前后均能适用的式子，即需用 


r a ^ w X r ( t 




在为瞬心的那时刻，心=0,但 Va 却， 

2 Cr f i X m ( r ,)= X m^ra + ^ X 〆 ,）] 


2 x m i ) + XI X (w X 〆 ,）] 
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= mr f c X r a + 2 mi ^ X (o> X r~)] 


4 ： 2 (r f i X rrii r ( ) 


注 意:在 O ' 为瞬心的那时刻，因沁= 0,第一项等于零，但在求该时刻的 
时,第一项是有贡献的. 




2 (K X nti r ,) 


2 rriilr f i X ( o > X K )] 


mr f c X ro + — 


-- • 




CO 


0) 


0) 


r’c X r<7 + lo <^ 


=： - • 


0) 


最后一项的计算是重复式 (3) 的运算得到的 

在《不改变方向的时间段内，■^为常量， 


O ) 


d 


d 


2 (r f i X ^ r ( ) = 


(r'c X HoO 


TT(lo^) + 


(rc X r ^) + 


« 










ck 


dt 


OJ 


0) 


(O 


dco 


=/a + m - • (r ; c X r ^) + 


(rt X r a ) 








(O 


0) 


上式对任何时刻均适用，故保留了含的项，因为 a 是刚体上的点，平面平行运动时转轴 
不变，故用此部分固连的参考系，心是常量 

只考虑 o 为瞬心的时刻用上式，则 

Y] (r'i X m f r, )] 


dco 


d 


U + 


ir f c X rV ) 


m 








dt 


ck 


0) 


0) 


式 (1) 右边的项点乘一后为 


O ) 


(M a — r a X mr c ) = — mco(r a • r ; c ) 


O) 


其推导过程可参看式 (4) 的推导，因为/ Xr c = faX Cra ^ h ^ Xr , c ) = ra X OXr ' c )， 因此 
结果与式 (4) 结果相同，此结果不限于 O ' 为瞬心的时刻，适用于任何时刻.在0为瞬心的 

时刻，因为/^ = 0 ，里 • — X w fc ) = Ma . 

CO 

对于这个部分固连平动系，在 o ' 为瞬心的那时刻用式 (1) .对瞬轴的角动量定理可写 


成 


dco 


+ m — * (r ; c X ra) = M 


la 


a 


dt 


O ) 


dco 


或 


Ia^n^Ma-~ - (mr f c X r a ) 


dt 


w 


这就证明了第一个式子. 


证明这两个式子都用了 f 为常量，前已指出，平面平行运动可能出现反向的情况. 

CO 

两个式子还能不能用？回答是可以分段使用，出现反向是在 0)=0 的时刻.前一阶段得到 

的运动状态作为后一阶段的初始状态，这样前后两个阶段都可以用两个式子. 

7.4.42 证明刚体做平面平行运动时关于瞬心的角动量定理还可以有如下 形式： 

dUa^) 


(f a X m r c ) 




_ 




a 


dt 


(O 
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其中 o ' 是与瞬心重合的空间点，是随瞬心沿空间极迹平动的坐标系的速度; 


dco 


/o T 7 = M a + mo ){ r a • rc ) 




其中 a 与&的物理意义与上式相同. 

证明上题证明第二个式子时已证明了这里要证明的第一个式子，简要重复一下. 
上题导出的式 (3) 为 


S ( 〆.X 


i r ( ) = la ⑴ 






上题式 a ) 两边点乘以 


a 


士 H ( 〆 , x 外乂) 


{ M a — r a X m r c ) 


在一不 变的时间段内， 


d (/ a ^) 


左边=去_ 


(K X m ( r,) 


di 


右边 =Mc - 一 * (— a X m fc ) 

_ LJ 


d (/(7^) 


二 = 私 一 二 


(ro X m r c ) 


所以 




a 


这就是本题要证明的第-个式子. 

现在用上题已证明的第一个式子来证嗦第二个式子. 


(mrc X r a ) 


Io 

现在要改写 Va ，是刚体上此刻为瞬心的那一点的绝对加速度. 

做平面平行运动的刚体的运动可以看作本体极迹曲线在空间 
极迹曲线上的纯滚动.设〖时刻瞬心位于图 7. 101的 O ' 点，在 
时刻瞬心位于 O ” 点 i 在 t 时刻，刚体上为瞬心的那点的速度为零，故 
t 时刻 ， a (刚体上瞬心那点的加速度)没有法向加速度,只有切向 
加速度，其方向是沿两极迹曲线的公共法线方向，也就是本题 O ' 点 

轨道的法线方向. 

下面用加速度的定义来计算>*、•下面写的是刚体上的 
点,不是本题要证明的式子中的0，切勿混淆 • 

rcy(0 = 0 

时刻，瞬心位于 O " 点 ，由 v = tu X r 

rc/Ct + Ai) 


秦 






CO 


空间极迹 


7.101 


“时刻 O ' 为瞬心) 


(t -h At ) X O ft O f 

= a>(t + A^) X ( — ro.COA/) 

其中心⑴是 t 时刻瞬心沿空间极迹移动的速度，即要证明的式子中的 




产 (7(( + AO — 广 a ⑴ 


= lim 


= < o ( t ) X (— r as ( t )) 


ra 


At 
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= r a! X 


[mr’ c X ir 0 s X <w)] 


(mr f c X rV) 










o > 


w 


Lr^sC^nrc * a>) — mimr^ * r^)] = — mw{r\ 


ras ) 


c 


O ) 


这里用了 W ^,=0, 


do * 


la ~J7~ Ma — _ • (m re X r a ) 


dt 


w 


=Mo + mw(r f c • ra s ) 


将 /•& 换回本题所用的 b ，就证明了第二式 . 


43 长为质量为 m 的均质杆在光滑的水平桌面 
上，由静止的竖直位置在重力的作用下倒下，试用几种方法列出 
关于 a 满足的运动微分方程 j 为杆与铅垂线的夹角 . 

方法一 : 取图 7. 102 的坐标， 


7 


g + N 


( 1 ) 


m 之。 = — 


—ma 2 6 = Nasind 


( 2 ) 


X 


Zq — acosd 


dsind 


z c = — a 


— ad sind — ad cos0 


之 c = 


用上式，式 (1 ) 改写为 


6 sin 汐 一 ma 6 cosd = — mg + N 


(3) 


ma 


式 (2) 、（ 3) 消去 W ， 得 


(1 + 3sin 2 ^) 6 + 3asin^cos^ d = 3 贫 sin 沒 


a 


方法 二 : 用 机械能守恒， 


碎 + 去 • ~ma 2 0 2 + mgzc = mga 




zq = acos^, 


zq = — a dsind 


Q sin 2 没 + 


d + gcosd = g 


~ra 


a 


两边对 t 求导， 


9 Q sin 2 ^ + a ^sin^cos^ + \a 6 6— gsind 6 = 0 


a 


约去 0 ，可得 


a(l + 3sin 2 没 ） ^ + 3a 0 sin^cos^ — 3^sin^ = 0 




方法 三：用 Ia^JT = Ma — 


(mr’ c X r a) 


- , 




w 


d ⑴ 


= — asin 历， 


认一 n 

— u 


c 


dt 


CO 



第七章刚体动力学 


531 
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(参看图 7. 是杆在图示位置时的瞬心，是由 

C 点速度向下， A 点速度向右确定瞬心位置的 .） 

瞬心在空间沿空间极迹移动的速度. 


Z 


空间极迹 


r a = r a 


s 


从几何上可知 


e 


o 


Q 


ra 


=d 


c 


S 




6 


dicosdi — sin 撕 ) 


ras =d 


X 


A 


d(cosdi — sin 欣 ） X (— 8j) 


ra =cl 


7 .103 


2 


Q (— cos 涨一 sin 历） 

X Ho = — < i z Q Z ^\ ndco ^ Q ] 


== (X 


c 


(mr ； c X ra) — wa 2 夕 2 sin 沒 cos 沒 


w 


i + sin2 ^) 


2 


la = ~ma 2 + m(asin^) 2 


ma 




3 


^asin^ 


a 


gasind — ma 2 Q sin 没 cos 没 


+ sin 2 d d 


所以 


a 




3 


化简后得到与其他方法相同的结果. 

d ( I a < o ) 


=Ma — nt(o{ra • r’c) 


方法四：用 


dt 


I a a) — — wa 2 (l + 3sin 2 没 ） d 


d 


丁 （ Jck ⑴） =—ma 2 (l -\- 3sin 2 ^) d + 2ma z 6 sin 沒 cos 夕 


dt 


8 (cosd i — sind k ) ,rc = asin^i 

■ 

— a 汐 sin 没 cos 汐， 


r a = a 


r a * r c = 


Afa 同方法三. 

代入上式，可得预期的结果. 

d(Ia^) 


方法五:用一 


— Ma ~— • (ra Xm re) 


dt 


(i) 


❼ （cosdi — sin 你） 

r c = — a Ssindk 


Tq = d 

r c ~ acos ❼ k ， 

r a X m re = tna z ^ 2 sin^cos^y 


— ma 2 6 2 sindcosd 


Cr a X m re ) 








CO 


d 


均与上法给出的相同. 




代入上式，可得预期的结果. 


d(o 


方法六：用 Ia ^ = Ma + ma ){ r <y • re ) 
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式中所有的各量前面都已给出，代入上式可得预期结果. 

7.4.44 半径为/•的均质轮子沿着与水平面成《角的斜面无滑动地滚下.问当滚动 
摩阻因数5为何值时，轮子质心做等速运动. 


mac~mgsina —/=0 


d ⑴ 


= fr — 8N = 0 


mr 


dt 


N — mgcosa = 0 


其中 / 为静摩擦力，设沿斜面向上， w 为支持力.这里考虑轮子的质量是都集中于边缘 


的 


fr = S * N = d 

8 = rtana 

4. 45 一个半径为尺的均质轮子（质量均分布在 

边缘)在铅直直径的上端施以水平力 F ， 轮子与水平面间 
的滚动摩阻因数为 心要 在此力作用下轮子做纯滚动，滑 
动摩擦因数应满足什么条件？ 

取图 7. 104所示的坐标,设轮子质量为 

m x = F — f 

R 2 J3 = FR + fR — dN 

N = mg 


mgcosa 


mgsma 


r 


_ 




F 


P 


mg 


m , 


( 1 ) 


N 


( 2 ) 


X 


m 


8N 


(3) 


图 7. 104 


(4) 


x — 


(5) 


由式⑴ 、⑸， 


mR 2 ^ = FR - fR 


( 6 ) 


式 （ 2) + 式 （ 6 ) ， 


2mR 2 fi - 2FR - 8N 


(7) 


由式 (3) 、（ 7 ) 得 
由式（ 1) 、（ 5) 、（ 8 )， 


( 8 ) 


/?= 


2mR 


F — f 


= mR/3 = 


m x 




2R 


Smg 


解出 


/= 


(9) 


2R 


d 


由式 (4) 、（ 5) 、（ 9 ) 得 

7. 4. 46 质量为 Af 、 半径为 i ? 的均质圆柱放在倾角为 《 的斜面上，吊有质量为 m 的 

重物经不可伸长的轻绳跨过定滑轮系于圆柱的轴心上.圆柱、滑轮间的绳子与斜面平行， 
圆柱与斜面间的滚动摩阻因数为心问： 

(1) 要能维持圆柱体在斜面上处于平衡，重物的质量 m 应满足什么条件？ 

(2) 圆柱与斜面间的摩擦因数^满足什么条件才能保持圆柱体平衡？ 

设静摩擦力为/，平衡时对圆柱体质心的力矩必须为零，静摩擦力又不能大于最 


2R 
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# 


大静摩擦，即 


fR — SN = 0 

f<^N 

r 8 N 〆 


d 


这就是要保持圆柱体平衡，圆柱体与斜面间的摩擦因数应满足的条件. 

下面讨论 m 应满足什么条件.需分别两种保持平衡的 情况： 

有向上滑动趋势的平衡 情况： 


所以 


mg — Mgsina _ f — Q 

N — Mgcosa = 0 

mg — Mgsina=f^/iMgcos 

^ A/(sina + "cosa) 


可得 


a 


所以 


m 


d 


因为 




8 


m ^ Ml sina + —cosa 


有向下滑动趋势的平衡情况 


Mgsina — / — mg = 0 

N — Mgcosa — 0 

f<MN 

Mgsina — mg=f^fxMgcosa 

^ M(sina — /jtcosa) 


可得 


m 


d 




因为 




d 


sma — —cosa 


m 


R 


所以園柱 体在斜面上处于平衡，要求重物的质量 w 处在以下范围内 

m { sina —臺 cosaj 


d 


^ m ^ M! sina + — 


cosa 


7. 5刚体的定点转动 、一 般运动及其他 


7 5* 1 一回转仪的中心惯量椭球有旋转对称轴，且有 /1=/ 2 = 2 了 3 ,今绕质心做定点 

自由转动，其自转角速度为叫，自转轴与进动轴间的夹角 (9=60% 求进动角速度 

考虑到 A = / 2 = 2J 3 及自由 转动 : 轴固连于刚体，原点在 

质心，且为惯量主轴），由欧拉动力学方程， 


⑴I 


i 


2/ 3 — (2/3 一 = 0 
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2/ 3 <^y ™ ( 1 3 — 2l Z )CO 

— ( 2/3 一 2 lO <^ x < o z = 0 


= 0 




O) 


z 


化简为 


2 <o 


( 1 ) 


= 0 

2 (Oy -\- co z d) x = 0 


X 


( 2 ) 


(3) 


= 0 


co 


X 


由欧拉运动学方程，并代入规则进动， 0 =0^=60°,^=^!和待求的9=⑴2, 


= ⑴ 2 sin60 o sinp 
= a ; 2 sin 60 o cos ^ 
= cw 2 cos 60 o + ⑴1 


(4) 


co 


X 


(5) 


(O 


: y 


( 6 ) 


(O 


z 


由式⑶得 


= 常量 
_= 常量 


CO 


z 


再由式 (6) 可知 

由式(4)对£求导， 


= < o 2 sin 60 °cosip <p = a ) 1 ( o 2 sin 60 0 cos<p 


(7) 


a > 


X 


将式 (5)、（6)、（7) 代入式 (1)， 


2 叫如 2 sin60 o cosp — w 2 sin6O°cos0(a> 2 cos6O o + %) = 0 

oj 2 (o>i — a> 2 cos6O°)cos0=O 


可得 


因为 


¥ 0, cos # 不恒为零 


co 2 


所以 


coj — a^cos 60。= 0 

o) 2 = 2<o x 


一个刚性轮子关于其质心的固连于它的三个主轴 


的转动惯量为 A 

=Iz^ J 3 , 如图 7. 105 所示. 轮子质心处装一轴承，轴承可绕空间任何轴做无摩擦转动.轮 
子处于“动平衡”，即它以 co_ 0 的恒定角速度转动，且它的轴承不受到力矩作用 ， a > 的分 
量必须满足什么条件？概略说明允许的运动. 


工 1 、工 2 、工 3 


由欧拉动力学方程， 


⑴ 1 — ( 了 2 _ ^3) ⑵ 2 如 3 = 0 

/ 2 Ctl 2 


( 1 ) 


(I 3 — 八）⑵ 3 ⑴ 1 = 0 

13 出 3 — (11 — = 0 


( 2 ) 




(3) 


设 I产1 2 =1， 由式 （3) 得 


(o 3 = O (常量) 


式(1)、（2)改写为 


I-h 




CO^ = 


I-h 


{2<i) x 


0) 2 = — 


前式对£求导，再将后式代入得 
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h 




iQ ⑴ 2 = 


0*2 =—— 


co 1 = 




其中 




通解为 


o>i = a ) 0 cos{at + e ) 


(o 2 =——— (o x = (o 0 sinCat + e) 


a 


总角速度为 


= co 0 cos (如 + e)i 4 - (o Q sin(at + + Ok 


轴的单位矢量， 


其中 i 、/、* 分别是 


工 1 、工 2 、工 3 


戈3 


0) — 


n 


和13均为常量， a > 和的夹角 <9 = arc cos 7 ；保持不变， 

CU 

围绕 X 3 轴以角速度 a 转动，转动周期为 


0) 


M 


O 


2芄 I 


2 n 


{Iz _ 1)0 

这是轮子运动的大致图像，如图 7. 106所示。但要注 
意^轴是固连于轮子的，不是空间的固定轴.因此 a 虽然 
大小不变，方向也是随时间变化的.因为 M = 0, 故对 O 点 
的角动量/是恒矢量. 


0 


a 


O 


0 


^2 


at 


文 1 


图 7. 106 


J = Ii^O\i Iz ⑴ zj + I3 ⑴ 3k 

= Ico 0 cos(at + e)i + Iw 0 sin(at + e)j + I 3 Ok 


与•/的夹角 


I <4 + hQ 2 


arc cos 


=arc cos 


M = 


J 


n 


a 


比较 


与 6= 


arc cos 一 = arc cos 


0) 




0) 


a<oi + hn 2 y > a 2 aw 0 + i\n 2 ) 


因为 


+ hn 2 


o 


P 〈8 


所以 


> 


戈 3 




J 始终在 OI 与所张的平面内，且在 o > 与之间，如图 7. 106 所示 • 

在空间 ，•/ 的大小和方向都是不变的， w 以与它的夹角户，以角 
速度 a 绕 J 转动.通常取固定坐标^轴沿/的方向，则轮子的定点 
转动是规则进动 :一方 面绕： r 3 轴自转，但自转角速度不是—方 

面自转轴 x 3 又绕？轴做进动，自转角速 度士和 进动角 速度& 之矢量 

和为总角速度 A 如图 7. 107所示.由图可以看出^与 D 方向相反， 

: P 与⑴、 d 、 I、h 的关系可以由图7_ 106的矢量关系求出.这里就不作 


9 


0 


0^M 


M 


O 


9 


图 7* 107 


力学（上册) 


536 




计算了 


7. 5-3 在空间有一刚体,所有外界影响(包括重力）全可忽略. 

(1) 用牛顿定律证明角动量守恒； 

(2) 假设刚体的质心在一个惯性系中静止，它的旋转轴一定要有一个固定方向吗？ 

解 （1) 刚体不受外力，只有内力作用•设刚体内第/个质元的质量为 m ,， 受到第 j 

个质元的作用力为 Fw 则由牛顿运动第二定律. 


iu j 与 


d 2 r { 


X Sf 

x ^F tJ ) = 2 D X 


r t X 


1 士厂 r( 


)=S( 


?( 


d 2 r, 


( 1 ) 


Ti X rrii 


Ti 




由牛顿运动第三定律， 


Fij = — Fj, 

且在 /、 y 两质点的连线上，由图 7. 108可见， 

n X F {j + Tj X F j{ 

=r { X F l7 + X (— F f> ) = (r ( — r ; ) X = 0 

S Lr XF , 中各项都像上述那样成对出现的，故有 


* ih i 


图 7. 108 


S 2 (r, X F,,) 


0 






代入式⑴得 


d 2 r { \ ^ 

0 


E 


( 2 ) 


刚体关于固定点 O 的角动量定义为 


n：i r^) 


d 


d , - d, S X r ) 

t 

= 2 (A X W, A) + D ( r * X m,. ) 

r 

I 

= S (r : 

■ 

I 

J = 常量 

因为固定点 o 可以任取，因此刚体对任何固定点的角动量都是守恒的， 

(2) 在质心为静止的惯性系中，刚体做围绕质心的定点转动，根据上述论证，由于不 
受任何外力，刚体对质心的角动量是恒矢量,而刚体的角速度如一般不与/同向，而只有 
当刚体绕一个惯量主轴转动时，才有///0>，例如2轴（固连于刚体)是惯量主轴，又绕2轴 

转动，则 


X m, /■•,•) = 0 


所以 
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■ 


0 


0 


I zz (ok = I z 


0 


0 




0 I z 

在这种情况下，因为 •/ 的方向不变,转轴有固定的方向. 

说 明：由 于不受包括重力的所有外力，只要在一个惯性系中刚体有一点保持不动，上 
述的结论都是有效的.如果在某个对惯性系做平动的非惯性系中刚体的质心是静止的，由 

于惯性力对质心这个固定点的力矩为零，上述的结论也是有效的. 

7.5.4 —个理想的自由回转仪，即一个 

有旋转对称性的刚体（主转动惯量为 h = h 
</ 3 )，能围绕它的质心自由地转动，运动时 
不受到力矩作用.设 u (0 是 i 时刻沿刚体的 

对称轴(与转动惯量/ 3 相联系的轴）的单位 
矢量.导出用? = 0时的《(0)和初角速度 oi ( O ) 

表达的 / U )( 关于质心的角动量 WO 和《 

G ) 的表达式. 


0 


解方 法一: 通过刚体质心，取两组坐标 

系 ：一个 固定的坐标系轴与初始角动 
量方向一致；一个固连于刚体的坐标系 
Oxyz ,^轴沿刚体的对称轴，选取 
使初角速度矢量在^轴方向的分量为零，即％ (0) = 0,并使叫(0)>0,选取轴时，使 
叫（0) = 0、£^(0)>0.这样选取两坐标系后4 = 0 时，； 四个轴和 a >(0) 共面，两组坐 

标系在^ = 0时的位置如图 7. 109所示. 

列出部分欧拉动力学方程和欧拉运动学方程， 


图 7. 109 


轴时， 


工 、： y 


( 1 ) 


= 0 


^sin 没 sinp + 汐 cosp 


( 2 ) 


(3) 


w z = (pcosd + (p 

其中 e 、< p 、4> 是三个欧拉角，分别为章动角、进动角和自转角 ， 

/ = 0时 9 < P =0 


ct>(0) ^ + o) Z ()k 

因 w (0) 相对于旋转对称轴的位置是已知的.〜和％。是已 知的. 由式 (1) 可得 


(4) 


J = Ii<o x i + h^yj + Is^zk = I x (o x i + + h^k 


因为 J = 常量，所以常量 


(5) 


J = J (0 ) = 


J = Js'indsimpi + Jsin 6 cos<pj 4- Jcosdk 


( 6 ) 


由式（4)、⑹，得 
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J 


sin 夕 sin 0 


(7) 


= — sin <? sin ^ 


co 






sin^cos^ 


( 8 ) 


= 了 sindcosip = 


W 


y 


= Jcos & 


上3叫0 

COS0 = 




(9) 


所以 


J 


+ Ilcolo 


6 = 0 


( 10 ) 


由式 (2)、（7)、（8)、（9)、（10) 可得 


( 11 ) 


(p = 


( 12 ) 


costp 


sm 必， 


w 


a > 


co 


<o 


xO 


: y 


由式 （3) 、 （9)、（11) 及叫: = 叫 ： o 得 


[ 』 3 

<// — 0) z — (jfcosd =1 — "P 


(13) 


CO 


n 


积分式 （11)、（13) ，注意初条件 V = 0 时 ，9?=0， p = v ， 得 


i\<4, + iHo 


(14) 


(p = 


(15) 


(16) 


k 


o >(0 = ( o ^ 0 sin(p i + ( o^cosip j + 


co 


«0 


虽然 0 已由式 (15) 给出 ， i 、 j 、 k 还是 f 的函数，不能说⑴作为 r 的函数关系已经获得.我 


们已经证明了 均为常量4=0,证明了回转仪的运动是规则进动，根据定点转动可形 
象地表示为本体极面在空间极面上纯滚动，已能写出 iU )、 y (0 和 AO )， 我们用 i 、 j 、 k 与 

^°、7 Q 、 r ° 的关系得 iG ) 等， 


sin ^ cos 沒 [cos ^ <p + ~ J + cos ^>7 0 ] 


= cos 0 cosp ^° 十 cos<psin<pTf 4 - sirup sin8 + 

= ( cos ^ cos ^ — sin ^ cos 沒 sin 少） 疗 0 + ( cos ^ sin ^ + sin<pcosdcos<p) 7° + sirupsind (17) 

<P + — icos ^ p ^ 0 + 


7T 


0 


0 + — sin<prj 


COS 


= cos 


+ sin I 0 + yj 


sin ^ ?° + sin 


0 


=( — sin ( pcos<p 一 cos ^ cos ^ sin ^) + ( — sin ^ sin ^ + cos ^ cos ^ cos ^) 7° + cos ^ sin ^ 


(18) 


sin 沒 cos (胥- 


+ sin 沒 cos O — f ) 7° + cos 沒 


indsitupi 0 — sindcos < p 7 f ° -h cosd f ° 


(19) 


=s 
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t 


将式(17)、（18)、 （19) 代入式 (16) 得 


叫⑴= = 60 ^ 81x1 ^ (cos 0cos9 ? — sin ^ cos ^ sin ^) 

+ co^cosip (— sm<pcos<p — cos<pcosdsin<p) + co z0 (sindsin^) 

=_ ^ cos ^ sin ^ + o ^ 0 sin 汐 sin 史 


h ~ I 


^xo^roSin 


V lW x0 + IWzQ 

(o v (t) = 〜 sin#(cos0sin9 + sin 必 cos 沒 cosfO 

+ co^cosipi — sin ^ sin ^ + cos^cos 沒 cos 炉） + co z0 ( — sin ^ cosp ) 

cosdcos<p — co z0 sindcos^p 


—CO 


xO 


Iz — I \ 


(O^w^cos 


h 


co^(t) ^co^smipisinipsind) + oj^cos^Ccos^sin^) + w z0 {cos8) 


+ ^3^4 


- i^io 


0 


sin 汐 + (o z0 cosd ― - 


= 0 ) 


xO 


V iK + IW Z0 


在得到上述结果时用了式 (9) 和式 (14) 

方法二 :直接 用关于 


的欧拉运动学方程, 




Oh ! ' 


= 6 cob<p + ^sin^sin^ 

擎 

o) v = Ssinf — <psindcos(p 


Wt 


(o^ = <p-\- <pcos6 


sh 立即可得 


用已求得的沒 


? 


CO 




1 — V" 


sm<p 


O ) 




zO 


1^ x 0 


如 7 ⑴ 


1 - 女 


cos<p 


^zO 






h^z 


0 


3 


吣 （O 


O ) 




之 0 


不难看出，两种方法的结果完全一致 • 


因为 


J =7(0) 


/地 + iw,o r 

⑴= = k{0 = sin 没 sin 史芒 0 — sindcos<p^° + cosd f° 

(sirup $ Q — cos^7°) + 


/= e/r 


所以 




「/j 




1 ^x0 


r 


如要用 w (0) 来表示 w ( r )， 


因为 


sin 夕 + cosd 


( 0 ) = k(Q )= 


= — sindy 


— cosd 


u 




70 


,osinp^ 0 + u^coscprf + w?0 


u(t) 


u 






由于 C od 已知，$°、矿、?°均为已知的量. 


均匀圆盘绕其质心做定点自由转动，开始时，圆盘绕与圆盘的对称轴成 45° 
的轴线转动，角速度为％.证明在以后的运动中，圆盘的轴线绘出一个正圆锥面，此圆锥 


争 


■ 


面的轴线与初始转动轴的夹角为 arc tan 士，并证明圆盘轴线以等角速士转动 


证明可利用上题结果，取与上题相同的坐标， O 为 


质心，2轴取圆盘的对称轴，沿对 O 点的角动量/的方向 


取 （ 轴， （= 0 时轴与叫共面，如图 7 . 110所示，设 


圆盘质量为 m 、 半径为及 




= a > 0 cos 45 


=⑴0 


七 mR 2 山 = /i + 7 2 = mR 


2 


上题已证明0=0, 均为常量，刚体的定点转动是 


图 7-110 


规则进动4轴和均围绕^轴做等角速转动 d 轴即圆盘 


的轴线绘出一正圆锥，此圆锥面的轴线即？轴，它与初始转轴的夹角为 45° — 沒 


3 ⑺ zO 


上题已求出 


COS^ = 


代入本题的叫。，可得 


cosd = _ ， 

V 5 


tan^ = _r 


tan 45° — tan 夕 1 

1 4 - tan 45 * tan 夕 3 


tan (45° ~ 0)= 


所以圆锥面的轴线(即 （轴) 与初始转动轴(沿图中叫方向）的夹角为 arc tan 士 


圆盘轱线(即^轴)的转动角速度为定点转动中的进动角速度&上题已求出， 


(p = 


代入本题的 H 叫。、叫。，可得 


~ v ^ To ^ 




0 


一个质量为 m 、 半径为 a 的均质圆盘绕通过质心与其垂线成 a 角的轴以角速 

度转动，圆盘突然被释放，让其绕质心自由转动. 




« 
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此题也可利用 7. 5. 4题解得的结果. 

证明 （1) 7. 5. 4题已证明具有旋转对称轴围绕其质心的自由转动是规则进动，这 

就证明了本体极面和空间极面都是正圆锥面.转轴在空间描绘出的是空间极面，转轴相对 
于圆盘描绘出的是本体极面，这就证明了所要的 结论: 转轴在空间描绘出正圆锥，相对于 
圆盘也描绘出正圆锥. 

(2) 转轴在空间描绘圆锥的角速度为圆盘的进动角速度 

今取 7. 5. 4题解的两组坐标，已得 




/fo>io + I\wl 


<p = 


这里， 


I\ = ~ma 2 fl 3 = ma 


= Osina f 


Ocosa 


⑴ zQ 




ma 2 Osina + {ma 2 OcosaY = V 1 + 3cos 2 a 


9 = 


—ma 


转轴在空间描绘圆锥一周所需的时间为 


2n 


tn 


T , = 


1 + 3cos 2 a 


9 


(3) 转轴相对于圆盘描绘圆锥的角速度为圆盘的自转角速度0，用 A 5. 4 题得到的结 


果 


Ocosa = — Ocosa 


0 


1 - 


1 — 


ma 


转轴相对于圆盘描绘圆锥一周所需时间为 


2 n 


2n 


T 


Ocosa 


<P 


7.5.7 —回转仪可绕其质心做定点自由转动，若 A=/ 2 = «/ 3 d = 0 时，对称轴与进 

动轴之间的夹角为札，证明： 

(1) 刚体作规则进动； 

(2) 自转角速度》与进动角速度^间有如下 关系： 

蠡 * 

= (w — 1) ^PcosOq 

证明 （1) 本题也可用 7. 5. 4题的结果，那里已证明了4=0,均为常量,足以说 

明该定点转动是规则进动，这里不再重复. 

(2) 像 7. 5. 4题那样取两组坐标系，也可利用 7. 5. 4题解的 结果： 


(1) 


?= 
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( 2 ) 


^ = 1 — 


0) 


zO 


3^*0 


(3) 


COS^ = cosd 


0 


由式(1)、（3)，可得 


I 


3^0 


COS^o = 


II ? 


^ 3^0 

I x cos0 0 


(4) 


(p =i 


由式（2)、（4)，得 


,3 


1 — 


jr — 1 1 COS 汐。 


±- 


h 


9 


I x cosd 


0 


代入上式即可写为 


ip = (n — 1) ^ cos^ 0 

若刚体关于质心的三个主转动惯量不相等，且 AS /2 S /3, 刚体绕质心做定 
点自由转动时，如让刚体绕一惯量主轴转动，它将继续围绕该轴转动.如果初始的转轴非 
常接近某一惯量主轴但不与之成一直线，以后转轴会不会远离这一惯量主轴，如不远离， 
围绕这惯量主柚的转动是稳 k 的，用欧拉动力学方程证明 :绕与 A 和 w 它们分别是最大 

和最小的主转动惯量)相应的惯量主轴的运动是稳定的. 

证明设分别是角速度沿三个惯量主轴的分量，由欧拉动力学方程 • 




■ 


I x 0) 1 — (/ 2 — / 3 ) ⑴ 2⑴3 = 0 

ll _ (^3 — — 0 

A ⑴3 — (!1 — 了 2) ⑴1 出2 = 0 


设初始时刻转轴非常接近 I 轴.即 f = 0时 

0) = O 0 + d Q )i + £o7 + ^ok 


do , e 0 ^ 0 均为小量.以后的角速度表为 


(⑴。+ "h <^k 

如占、 e 、 cr 仍保持小量，则绕与 A 相应的 x 轴的转动是稳定的，如不能都保持小量，则是不 
稳定的. 




设 Ae 、< r 均为小量，代入欧拉动力学方程， 

Il ( ⑴。 + 沒）一 (^2 — ^3) £<7 = 0 

1% £ — {1% _ Ii )( j {( o 0 + (5) = 0 

蠡 

/ 3 <r — (/j — / 2 )(o» 0 + 办 )£ = 0 

注意心= 0,并略去二阶小量 e < r 、 必、&，上述三式变为 

* 

I,d = 0 


( 1 ) 
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Iz e — (^3 — Ii)(o Q a = 0 


(2) 


— (1\ — / 2 )^ o e = 0 


(3) 


a 


对式 （1) 积分，用初始条件得8 =札，即 


co 0 -\- S = (O 0 -\- d 0 


(O 


X 


式 (2) 对 r 求导，再将式 (3) 代入得 


(/i - / 3 )(/i 一 / 2 ) 


< o\e = 0 


(4) 


hh 


同样，式 (3) 对 《求导 ，再将式 (2) 代入得 


H \ — ^ 3 ) (^1 ~ Iz ) 


• _ 


co 2 0 a = 0 


(5) 


hi 


因为 


h > hJ ,> I 2 

— / 2 ) 


所以 


^ o >0 


hh 


只要初始条件为小量，由式 （4)、（5) 可知，以后 e 、< r 均为小量.这就证明了绕相应于 

最大主转动惯量的袖的定点转动是稳定的. 

讨论绕相应于最小主转动惯量的轴的定点转动是否稳定的问题，可以不必另列欧拉 
动力学方程，仍可利用上面的式(4)、（5)，把的大小关系改为即可， 
此时， A — j 3 <0, a — J 2 <0. 但仍有 


ill — / 3 ) {II — I 2 ) 


col > 0 


hh 


因此相应于最小主转动惯童的轴的定点转动也是稳定的. 


如八 >/ 2 ， A < a 3 或都有 

大又不最小的主转动惯量的轴的定点转动是不稳定的. 

7. 5-9 一 个物体围绕其质心做定点自由转动，主转动惯量 h > I 2 > h . 若开始 时，％ 
>0, a ^<0, 且有，= 2/ 2 了，其中是对固定点的角动量，: T 是动能. 证明： 

I 2 (/l _ / 3 ) 


4<0, 因此绕相应于既不最 


hi 


0 


1/2 


sechr 


a ) 


X 


J 


= 7tanhr 


co 


y 


1/2 


J [12di - /a) 

■ 

I2 L, 3 (ll _ ^3) 

J f (^1 一 ^ 2 ) (^2 一 1 3) 


sechr 


(O 


z 


1/2 


其中 


L - ， 


IJ 


当 f 趋于无 穷大时，将发生什么情况? 




I\ — (^2 — I%) a) y a) z = 0 


( 1 ) 




— (^3 一 0 


( 2 ) 


CO 


y 


I 3 W z — (Il — / 2 )^x^= 0 

J 2 = IW X + Ijcol + / 


( 3 ) 


(X) 


z 
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= 21 2 T = I z U\^l + h(o 2 y -f I 

ll(A — 1%)°^ 4 - 1 3(1 3 — ll) 


所以 


= 0 


O ) 


z 


工 3(^2 — ^3) 

/；(/； - 7；) 

(只取负值是考虑到初始条件叫。>0,0^<0. ) 


( 4 ) 


CU 


CO 


X 


« 


再用将％表成 a 的函数， 

7X= J 2 - I\col- IW Z 


Hd — D 

I\ ~ h 

I 2 I^(I\ — Iz) 

—h—h 


- iw . 


O ) 


z 


= J 2 - 


O ) 


z 


hih - h ) 

^2(^1 一 12) 


J 


a) 


(O 


z 


y 


J 2 hih - 12) 

II / 3 (/l - / 3 ) 


/ 3 (/l - / 3 > 

^ 2(^1 一 II ) 


(5) 


0) 


z 


将式 (4)、（5) 代入式 (3), 


( I \ 一 / 3 )(/ 2 — ^3) 


J 2 1 2 dl 一 ， 2) 

n 13Ui -/ 3 ) 


O ) 




U 2 


z 


dco 




z 


dt 






2 、 1/2 


< o z (a 


) 


(O 


z 


_ j 2 /, g 1 -/ 2 ) 

1 2 ^3(^1 一 A) 


其中 


a 




a 


用积分公式 


—— arc cosh 


(a 2 — u 2 ) l/2 


a 


u 


u 


(A _ D (1 2 一 D 


a 


cosh 


— arc 




hi 




a 




arc 


a ; 


z 


J / / 2 (/l — II) 

~/ 2 Vac/x-Zs) 

J I (I l ― 1 z) (J t ~ ^ 3 ) 


(A — ,3) (^2 一 ^3) 


hh 


IJ 


J U\ — Iz) Hz — 1{) 


令 


IJ 


3 


J_ 12 (I l — D 
Iz V Is (I\ — 7 3 ) 


=coshr 


w 


z 


J_ hih-h) 

I 2 V 73(/1 — ,3) 


sechr 


<0 


z 
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肇 


// 3 (/ 2 - / 3 > 

V Il ( I ! - / 3 ) 

Z 3 (/i — / 3 ) _ J 2 ^2(^1 — ,2) — ;2(A — Ii) 

l2{I\ — Iz) L/l /3(,1 — ,3) I\ ,3(,1 — Z 3 ) 

当 oo 时， sechr—►0 ， tanhr—1 ，所以 oj x ^O f a) y 

最终将变成围绕固连于刚体的过质心的轴（主转动惯量居中的惯量主轴）以恒定角 

速度<转动，^轴的正•向与/的方向一致. 

一个直径为 20 cm 、 密度为 5 g / cm 3 的球在自由 

空间以 27 rrad / s 的角速度转动.有一只质量为 l ( T 3 g 的聪明 

的小跳蚤居住在固定在球面上又在转轴上的一所无质量的 
小房子里，如图 7. 111所示，为了让小房子位于原赤道处，小 
跳蚤很快地跳到纬度45°处，呆在那里等适当的时间，问要等 
多长时间实现这种转移. 

(注意：忽略小跳蚤在球面上跳动期间发生的微小进 


J // 2 d — D 

h V 11 (/i -io 


sechr 


aj 


(O 


sech 2 r 


J 


=*^tanhr 


(V 


J 


0 




2 


动. ） 


自由空间是指系统在空间中不受任何外力，系统以 
一定角速度转动，必然是在一个惯性系中围绕通过质心的某 

个惯量主轴做恒定角速度的转动. 

忽略由于小跳蚤跳到纬度45°这一过程引起的微小进动，可把跳蚤跳到45°处时视为 

£ = 0,原来的角速度<«视为初始条件，考虑系统(包括球和跳蚤）以后的运动4 = 0时，0>不 
与系统的一条惯量主轴共线，转轴不能保持原来的方向，或者说如将随£发生变化.由于跳 
蚤的质量比球的质量小得多，可认为球心是系统的质心，以后的运动是围绕球心的定点转 
动，围绕质心的定点自由转动是欧拉情形.由于系统有旋转对称轴，取适当的动、静两组坐 
标，它将是规则进动. 


取图 7. 112所示的两组坐标系 ，0冰 为静系， f 轴 
沿原来的方向, ar：^ 为动系，固连于球， z 轴通过跳 
蚤的新 位置， £ = 0时，: r、$、2r 和（轴共面，图 7. 112画 

的就是£ = 0时的情况^轴不仅是惯量主轴，而且是旋 
转对称轴,1=72,欧拉动力学方程为 




I \ _ (A — = 0 

辛 

I \ — (^3 — 


( 1 ) 


( 2 ) 


= 0 


0) 


I3 叫 = 0 


(3) 


由式 （3) 积分得 


图 7. 112 


CO 


— 叫 0 


代入式(1)、 （2) ，联立两式消去％可得 
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+ {2 2 ( o x — 0 


0) 


X 


71 ^^ 。 , 这里厂 >/ 3 , 


其中13 = 


= Asin(Ot + a) 


(4) 


0) 


X 


= AcosCOt + a) 


(5) 


CO 


-=： O) 


n 


y 


X 


其中 A、a 可由初始条件决定， 

欧拉运动学方程为 


— <psindsin<p + 6cos<p 

學 • 

= ^sin^cos^ 一 dsirup 


OJ 


x 


a) 


y 


=^pcosd ~h <p 


(O 


Z 


j z 


又有 J 和人=/3叫。为常量 •故 COS0= ■^为常量， =0. 

欧拉运动学方程在此情况下可写成 


— <p sxnd ^sixup 

= psin 汐。 cos0 


( 6 ) 


O) 


X 


(7) 


(O 


: y 


比较式 (4)、(5) 与式 (6)、（7)， 可得 


h~I 


ip = ^2 




由图可以看出，当 


7 T 


K 


1^1 (/jl — I^^zQ 


\<P\ 


时，跳蚤居住的小房子到达原赤道的位置. 

今球的质量为 


M =~ kE 3 p(R 为半径) 


h = -^ MR 2 + mR 2 (m 为跳蚤的质量) 




/ 3 = ^ MR 2 ， 


o 


<o z0 = (w 0 cos45 


⑴ o 


4 


2 


^ MR 2 + mR 


f x t 吻 

VT 


7 t 


7 V 




^2 


mR 






代入及 = 20011 ，户 =5 舀 /011 3 ,7/1 = 10- 3 § ， 0>。= 2 ； 0^(1/8 ，可得 t = A* 7X10 7 s. 

说明:所谓“忽略小跳蚤在跳动期间发生的微小进动”，是指可以近似采用我们用的初 
始条件.实际上跳动的结果不仅引起了以后的规则进动，也使 （=0 时的角速度偏离了 ^ 

轴方向，因为系统的角动量是守恒量，跳动前后均沿？轴方向，跳动后，转轴不沿惯量主 

_ 

轴，角速度方向不再与角动量一致，而是围绕？轴(角动量方向）做进动 .£=0 时已具有了 
自转角速度和进动角速度，它们分别沿2轴和 T 轴方向，角速度方向将偏离 T 轴，但自转 
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角速度很小，偏离 t 轴也很小，所用近似还是合理的. 

7. 5.11 质量为 M 、 半径为 i ? 的均质球固连在一根长度为/(/»及)无质量的刚性杆 

的一端，球可以绕杆自转，被置于地球的均匀重力场中，球和杆可以围绕杆的另一端做无 
摩擦定点转动.若此杆和球绕竖直轴以不变的角速度如转动，方向向上，没有章动，球和杆 
又绕杆以的恒定角速度转动，方向沿杆指向外，求章 动角久 

这是拉格朗日情形,刚体又做规则进动,且有旋转对称轴,可取 NKZ 坐标系， 

摯 

il ^ lzO y O) z — 


= M 


CO 


z 


y 


X 


I z O x ( o z = M 

注意式中 的如与 均不是题目中的0>与/3,这里的是 A ^ TZ 坐标系的角速度，它随刚体进 
动，即是题目中的 A 这里的如是题目中的如 + H , 不要混淆.在导出对本题有用的公式以前 

都不改用本题的符号. 

一般情况， iVKZ 坐标系还随刚体进动和章动，不随刚体自转，总可使工轴与 W 轴重 


( 1 ) 


(O 


z ⑴工 




:V 


y 


I 3 W z + 了 1 ⑴ 


0) 


X 


y 


合 


— G ， — (p sinff ， — (p cos0 


( 2 ) 


=di + ^sin^y + (pcos 没 + <p)k 

外力矩是重力产生的，取竖直向上为 f 轴正向，设质心的坐标为 (0,0, o , 

M= Ik X mg(- T) 

=Ik X ( — mgsindj — mgcosOk) = mglsindi 


(3) 


(4) 


将式 (2)、（3)、（4) 代入方程组 (1)， 


I'd + I s C<psind) (<pcosd + ip) — 1 1 <p sin^cos^ = mglsind 


(5) 


d 


Ii 石 ( 9 ? sin 沒） + I'(<pcosd) 6 — I z ❹ （<pcosd + 0) — 0 


( 6 ) 


d 


h ~^<i<pcosd + 0 ) = 0 


(7) 


由规则进动，0=氏，故 0 =0 =0,式 (5) 简化为 

* * _ * 

/ 3 <pOpcosd + 必 ）— Ii 9^cos ^ 0 = mgl 




今 


/ 3 -十 MR 


<p = O , 


= M 


<p = O)’ 


代入上式， 


MR 2 + Ml 2 o> 2 cos ^ 0 = Mgl 


—MR 2 (o(cocosd 0 + fi)— 


解出 


COS^o 




51 2 co 
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do = 


arc cos 


5/ 


OJ 


7. 5. 12 垃圾箱上有一锥形盖由一个安在盖中 
心的轴支承着 . 假定使盖的圆锥倾斜，并使它很快地绕 
自己的对称轴旋转，如图 7. 113 所示 . 问对自旋方向 oj 
而言，盖进动的方向相同还是相反？并求进动角速度 . 

方法一 : 垃圾 箱盖具有旋转对称轴，可采用 


0) 


|\ 




支 




承 


NKZ 坐标系，取 2 轴沿对称轴，（轱竖直向上，如图 

7. 114 所示，图中 C 为质心，设离固定点 O 的距离为 /. 

取 7VKZ 坐标系，可使 


嘛 


轴 


图 7. 113 


轴保持共面.（设盖的 


m 




质量为 m )， 


M=- Ik X mg{- ?°) 

Ik X (— mgsind j — mgcosdk) =— mglsindi 


用上题得到的式 (1) 、（ 2) 、（ 3 )， 


* 2 


d + / 3 <psind{<pcosd + #)—/! <p sin^cos^ = — mgl^inB 


2 


( 1 ) 


d 


+ I x <pd cosd — I 3 d(<pcosd + 0) = 0 (2) 


O 


d 


h 石 ( 屮 cosd + ^) = 0 


(3) 


c 


由式 （ 3 ) 得 


mg 


<pcos8 + 0 = 


(4) 


0) 


zO 


图 7. 114 


因为⑴很大，在不长时间内 


(5) 


ip ^ 


w 


近似为规则进动， 


6^9 


6 ^ 0 j 


6^0 


( 6 ) 


0 ， 


由式（ 1) 、 （ 4) 、 （ 6 ) ，进动角速度峨似满足下列方程 


•2 


h f cos^o — I 3 <o z0 <p — mgl 


0 




± V /f^o + AlintgicosOo 


3 ⑴; 0 


9 i 




2/iCos^o 


今 0<&<f . 故 cos4>0, 从 Af 沿 一 !• 方向可知 ^<0 ,故只能取 


IWzo + 4/img/cos^p 

2licosd 0 


J 




< P ^ 


因为 w 很大，由式 (4) 和式 (5 )， 


(O z0 ^ O) 
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》 4/im^/cos^o 


2ljmglcos0 o 

~ " ih^o ~~ 


— h^zol 1 + 


( p ^ 


O ) 


2/ iCOS^o 


2limglcosd 0 

2/iCOs^ 0 • I 


m&L 




3 w zO 


从上往下看，自转做逆时针转动，进动做顺时针转动，两者转向相反. 
方法二 :用高 速陀螺的初级理论. 

因为很大，可用高速陀螺的初级理论， 


J ^ I 


dj 


子 = M 


d 玄 


ay 


X J ^<p^° X h<o z0 k = I 3 (i) z0 f f° x 


dt 


其中％是进动角速度， 


M = - Ik X (- ng r) = — rnglf X 

— mgl 


所以 


I 


mgl 

hco 


mgl 








zO 


7 . 5 . 13 —个刚性、方形的无质量框架包含四个转动着的圆盘，如图 7. 115 所示.每 
个圆盘的质量均为 m 、 转动惯量均为/，转动角速度均为叫.框架的一个角装上枢轴绕支 
座自由地转动时框架是水平的，求迸动角速度. 

解取固连于框架的 


坐标如图 7. 116所示 a 轴竖直向上.设框架的进动角速 




度为 d 


Z A /3 


y 


/阳 0 




n 


o 


如0 


M ) 


4mg 


4mg 


7. 116 


7. 115 


计算四圆盘对 o 点的角动量，先计算四圆盘对质心 c 的角动量， 


Jc =Io) 0 i + r\ X m{Qk X r\) + Ia) Q j + r\ X m(S2k X r r 2 ) 

+ I<o 0 i + r\ X m(Ok X r f 3 ) + Iw 0 j + r\ X m{Qk X r\) 


D 


D 


D 


D 


代入上式，经计算得 


其中 〆 1 = — v ) 


» 


Jc = 2lco 0 (i + j) + mD 2 Ok 
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现在计算四圆盘对 O 点的角动量， 

J =7 C + OC X Am (Ok X OC) 

= J C + 4m[X3fc(Of - OC) - OCCOC - fiJk)] 

=Jc + 4 m ( OC) 2 nic = 2 l < o 0 (i + y) 4 - 3 mD 2 nk 

dJ + X J 


dt 


dt 


= 0 + fi/c X [2/ct» 0 (i + y) + 3mD 2 f2fc] 
= 2 l ( o 0 O(j — i ) 

M =OC X ( — A ^ ngk ) 


D 


—(i + 7)X(— Amgk ) = 2 mgD{j — i ) 




dJ 


因为 


= M 


dt 


所以 


2 l (^ oO(j — O = 2 mgD(j — O 

a = ^ 


/< w 0 


进动角速度的方向竖直向上，从上往下看做逆时针转动. 

7. 5. 14 在北纬45°处,将一个回转仪安装在轴承上，轴承给予的约束使对称轴只能 
在水平面内运动，此外，无其他外力矩.考虑地球的自转，证明对称轴沿当地的南北方向时 
的运动是稳定的，假定转子可近似为一个薄圆环(即轮辐和其他部分的质量可忽略），求对 
称轱围绕这个南北方向的小振动周期. 


取坐标系原点 O 在转子中心，动坐标系 Oxyz 既部分固连于转子, Z 轴为转子的 

轴的转动惯量为 /hA、 入 


对称轴，又部分固连于地球^轴竖直向上 • 转子围绕 
轴与正北方向的夹角为 化如图 7. 117所示 .：y 轴、 z 轴和南北方向均在水平面内 • 

设转子的自转角速度为 A 转子的角速度为 


，之 


工、： y 、 之 


di + 


转子的角动量为 


J = Ii di + I^cok 

设地球的自转角速度大小为 D， 地球的角速度 


为 


^2cos45°i + i7sin45°(sin^ i / + cos ^ k ) 

VJ 


Q{i + sin^j + cos 涨） 

这是用动坐标系表达的对惯性系（随地球公转的平 
动参考系）的角动量. 

动坐标系相对于地球的角速度为心，对惯性系 
的角速度为 




图 7. 117 
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Ji + ^^< Q ( sin ^/ 


VY 


oJ = Q -\- di 


+ cos8k) 


if 3 + 夕 




对惯性系中的固定点 O 的角动量定理 


dj 


(1) 


= M 


dt 


dj 3/ 


子 + o / X / 






dt di 


VY 


I\ I z <ok + I S 11_ + 


O(sin0j + cos0k) X di di + I 3 <ok) 






I 1 6 + ^^I 3 0<osind\ i + v 0 ^ I\Q ❹ cos ❹一 I 


VT 


n + e\ j 


CO 


: ~I i n dsmd\k 


( 2 ) 


CO — 


作用于转子的外力有重力和轴承处受到的作用力，重力作用于 o 点，对 o 点的力矩为零， 
轴承处受到的力是使转子的对称轴限在水平面内的力，必沿 X 轴方向，且与 Z 轴相交，故 


有 


M x - 0, 

用式(1)、（2)、（3)，写式(1)的三个分量方程 


M z = 0 


(3) 


Ii 6 1 3 Ocosind = 0 


(4) 




^iiO 6cos6 - IM + e\ = M y 


(5) 


vy 


IiO ^sin^ = 0 


( 6 ) 


cu — 


常量时，式 (4)、（5)、（6) 均能满足.说明这种运动是存 


可以看出，当沒=0，0=0，0 =0 

在的. 


， w= 


对于0很小的运动， sin ^^9，0 j 均为一级小量，由式 (6) 可知 o > 也是小童， 

e 为一级小量. 

在上述运动 (0=0 、0=0。)受到微扰时，式 (4) 保留一级小量的方程为 


=⑴。+ £， 


0) 


^2 


lid-}- - -~ i 3 O(o 0 d = 0 


^v/ 2 In 

- rr - u 


= 0 


2 h 


这是一个简谐振动的微分方程 4 将继续保持为小量，这就证明了上述运动是稳定的. 

A ‘ 


小振动的角频率为 


小振动周期为 


T = 2n 
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若把转子近似为薄圆环，设质量为 W 、 半径为尺，则 Ii = — mR 2 J ^ mR 2 J 


2 tt 


T = 


7. S . IS —个有固定点的重对称陀螺，以恒定的角速度绕竖直轱进动，章动角为 
d 0 不变，陀螺质量为 m , 质心离固定点的距离为 A ， 对固定点的三个主转动惯量为 / i ./ 2 = 


人和/ 3 ,求自转角速度必 

取 t 轴竖直向上^轴沿对称轴， 

M =hk X ( — mg f °) 


畢 




hk X (— mg){s\n8sixupi + sindcosipj + cosdk) 
= mghsindcosipi 一 mghsindsimpj 




ghsindcosip 
ghsindsin^ 


(1) 


/l ⑴工一 (/l — 


O ) 


: y 


Z 


11 ^>y — (I 3 — D ⑴ 




m 


( 2 ) 


,3^ = 0 


由式 (1)、（2) 可得 


=mg/isin 沒 cos 必 

« 

=^asin 汐 sin# + dcos^p 

響 * 

= ifsindcosip 一 8sin<p 


(3) 


l x 0) x — {I I — I z )co 


y^zO 


(O 


X 


0) 


: y 


=(fCOsd + (p 


(O 


Z 


今沪=<0,没=沒 0 不变，即夕=0,则 


= f3sin^ 0 sin^ 

= Dsin6 0 cosip 


O ) 


X 


(4) 


CO 


: y 


= {2cos6 0 + <p 


(5) 


O ) 


z 


=I2sin^ 0 cos^ (p 


( 6 ) 


O ) 


X 


将式 (4)、（5)、（6) 代入式 (3), 并代入0=沒 0 , 


IxQ tp^ind O cos<p — (/! — / 3 )iHsin^oCos^(tQcos^o + 0) = m^Asin^oCOS^ 


可解出 


0 = [(/i — / 2 )fi 2 cos^ 0 + mgh~]/I z Q 

7 . 5 . 16 六个质量均为 m 的质点位于三个长度为 2 Z 、 互相正交的无质量的刚性杆的 
两端，如图 7. 118所示.绕 O 点做无摩擦定点 转动. 要使此系统能绕竖直轴(即 <9=0)稳定 

地自转，其自转角速度$应当多大？ 

解以固定点 o 为原点，选取两组坐标系，静系（轴竖直向上，动系 Z 轴沿旋转对称 


轴， 


(2/) 2 + 2ml 2 + 2m I) 2 = 10m/ 


,1=^2 
I 3 = 4m/ 2 


m 
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M =lk X (- 6 mg) T 

/Jk X ( 一 (sin 沒 sin# + sin^cos^y 4 - cosdk 、 

=^mglsindcosipi — Qmglsindsimpj 

由欧拉动力学方程得 




m 


m 


0 


m 


_ 6^ 


m 


sin 汐 cos 必 


( 1 ) 


10 0) x — 6^o y oj 


z 


m 


0 nr . * 

10 ^ + 6^^ = — 千 sin 汐 sin 必 


m 


( 2 ) 


o 


图 7 * 118 


( 3 ) 


= 0 


OJ 


Z 


式 （1) Xcos 必一式 （2) Xsin 0， 得 




sin 汐 


(4) 


10 (o x cos<p — lO^sin^ — Qoj y co z cos<p — Qco x co y sirup = 


= ^>sindsin<p + 8 cos<p 

螫 幸 

= 9? sin ^ cos ^ — Q sin 必 

畢 t 畢_ _鼉 •_ 

=<p sin ^ sin ^ + <p 0 cos 沒 sin 必 + 炉 必 sin 沒 cos 必 + 汐 cos<p 一 Q <p simp 

_• 蜃# * • • * __ 

= psin 没 cos ^ + q >6 cosdcosip + <p 中 sindsirup — 6 sin 必 一 6 <p cos(p 

式 (7) Xcosp — 式 (8) Xsinp ， 得 


(5) 


co 


X 


( 6 ) 


(O 


y 


(7) 


w 


x 


( 8 ) 


(i) 


y 


w x cos<p — a^sin0 = (pipsinO + 0 


(9) 


式 （6) Xcos 必 + 式 （5) Xsin 必，得 


( 10 ) 


cosp 十 o> x sin^ = <ps’md 


co 


y 


用式 （3) 得 


( 11 ) 


CO 


CO 


之 0 


z 


用式 (9)、（10)、（11)， 式 (4) 可改写为 




( 12 ) 


5^+5 <p<psind — 3 <pco z0 sind = 


sin 汐 


设迸动角速度^=如，自转角速度 0= h 要绕竖直轴 (0=0) 稳定地自转，偏离 d = Q 要很 


/J 、 o z0 = <pcos 6 s 


在沒很小时:式 （12) 在代入上述各近似式后得 


3^ 


5汐 + 2 <os — 3⑴ 2 — 


<9=0 


在沒= 0 稳定自转，要求自转角速度5满足下列关系: 


3^ 


> 0 


2⑽——3⑴ 


3£ 


3 




2^/ 


是进动角速度，满足上式的自转角速度可保持在 々二 0附近运动. 

证明上题的转动系统围绕 o 点做规则进动时，如章动角为60°，则角速度作 


W 


7. 5. 17 
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_ 


对称轴上的分量不小于 V I . 

证明用上题导出的式(12)， 




5 汐 + 5 <p<psin6 — 3 = 


sin 夕 


今做规则进动，<9 =0,且有0=60°， 


3^ 


( 1 ) 


5 9^ ^ 3 ^P^zo 


=0 + 和 os60 o = ^ + — 


CO 


z0 


<P = °^zo — IT 9 


( 2 ) 


将式 (2) 代入式 (1)， 


3^ 


5 <p 


一了 9 — 3 (pco z0 = 


0) 


zQ 




•2 


一 IT ^ + 2^o 9 一 


= 0 


要有实数解必须其系数满足下列不等式 


_鉍 


(2 叫 。） 2 — 4 


^0 




15^ 


所以 




21 


个由四叶片螺旋桨推进的飞机，相对于惯性系以不变的角速度 G 在一个 

水平圆周上做逆时针飞行(从上方看），螺旋浆以不变的角速度 o > 做顺时针旋转（由驾驶 
员看) • 要保持这样的飞行,轱承加在螺旋桨上的力矩应多大？方向如何？ 

方法 一:螺 旋桨为系统，坐标系原点在螺旋浆的中心4轴沿对称轴，: Td 轴在叶 
片上， Ouz 固连于螺旋浆. 

螺旋桨的角速度由两部分 组成: 一部分是自转角速度〜另一部分是做水平圆周运动 
的角速度 a 

中心主转动惯量为 


18 




1 \ = ,2 ， ^3 = 2/i 

为了不发生螺旋浆的角速度与上述的自转角速度混淆，我们用 W 表示螺旋浆的角速度. 
欧拉动力学方程为 


⑴’： + /« = M 

I 2 ( o f y 一 = M 


( 1 ) 


X 


( 2 ) 


y 


2I X (o f z = M z 

系统的运动是已知的，今 = 〜 取时间的零点，可把写成 


(3) 


co f x = Osincot 
aA = Ocoswt 




第七章刚体动力学 


555 




写上述两式时，考虑到题目中讲的“螺旋桨以不变的角速度 O ) 做顺 

时针旋转”图 7. 119中画出了 t = 0 时驾驶员看到的 
轴竖直向上. 


轴的位置， 


X 


y 




:V 


(O f x = Otocoscot = 

. =— Dcosiruot =—— 


将 «、 uJ x 、 w’ y 及 0>〜= 0>代入式(1)、（2)、（3)，得 


M x = 2l\(o<o[ 

My = — 21^(00)^ =— I 


I 3 coo) f 




0)(0 


M z ^ 0 


M = = Ji — I X J 


因为 


= (O f j + W’yj 


X o) = (co r J + (o f y j) X (ok = coa) f 

M = O y, (o 

方向竖直向上， m 方向向前，故 M 的方向在驾驶员看来是向左的，从上往下看，飞机在 

水平面上做逆时针的圆周运动，因此 M 的方向指向圆形轨道的 中心. 

M = (因为 j (o ) 

方法二 :直接 用角动量定理的矢量式更加简单， 

J — 了 1 1^3 + 了 3如 


所以 


dj _ dj = 


dt 


dt 


dj 


O X h<0 


M = 




dt 


M — I^coO 

说明•.我们采用的是质心平动参考系，虽然它是非惯性 
系,但在这个参考系中对质心的角动量定理有与对惯性系中 
的固定点的角动量定理不仅有相同的表达式，而且无需考虑 
惯性力.因此，以上两种方法求得的力矩均是真实外力的力 


矩 


7 . 5. 19 —个高度为 A 、 底面半径为 a 、 质量为 m 的均质 

正圆锥绕其顶点做规则进动，对称轴与铅垂线的夹角为乳， 

围绕对称轴的角速度为■«，求进动角速度％. 

解 由 7. 2. 7题解得的关于图 7. 120中5点的惯量张 


m 7 . 120 
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奉 


~m(3a 2 + 2h 2 ) 


0 


0 


20 


~m(3u 2 + 2h 2 ) 


0 


KB ) = 


0 


20 


0 


0 


—ma 


10 


取对称轴为 z 轴，质心 C 的 z 坐标为 


h 


2 


p7r(ztana) 2 zdz = ^^^7r/i 4 tan 


a 


z 


C 


m 


o 


其中^为正圆锥的半顶角， 


p7t(zteinaydz 

J 0 


^7r/i 3 tan 


2 


a 


m 


=—h 


所以 


z 


C 


4 


因 2 轴对 c 点和 o 点都是惯量主轴，而且是旋转对称轴，对 C 点和 O 点，与 Z 轴垂直 
的轴都是惯量主轴，先后用平行轴定理，依次可求出关于 C 点和 o 点的惯量 张量： 


2 


h 


(3a 2 + 2h 2 ) — m 


0 


0 




—m 


4 


20 


h 


—mOa 2 + 2A 2 ) — m 


0 


(C) 


0 




4 


20 


0 


0 


ma 


10 


m{\%a 2 + 3h 


0 


0 


80 


(12a 2 + 3A 2 ) 


0 


0 






80 


0 


0 


—ma 


10 


~ m {\2 a £ + 3 A 2 ) + 


0 


—h 


0 


m 


4 


80 


(12a 2 + 3/i 2 ) + w t/i 


0 


1 ( 0 ) 


0 






4 


80 


0 


0 


—ma 


10 


U 2 + 4/i 2 ) 


0 


0 


—m 


20 


—m(a 2 + 4/i 2 ) 


0 


0 


20 


0 


0 


—ma 


10 


欧拉动力学方程为 


( a 2 + Ah 2 ) ⑴ x 


二 m(a 2 + Ah 2 ) 


= M 


—ma \oj v a) 


—m 






X 


y 


z 


10 


20 


20 
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—m(a 2 4- ih 2 ) 


2 


— —m(a 2 + 4h 2 ) 


0) 


— M 


ma 






20 


:V 


10 


20 


y 


= M z 


—ma^ (o 


z 


10 


其中 


M = 


hk X (— mg) f 


0 


4 


— —hk X (— mg) (sindsimpi + sin^cos^y + cos8k) 

3 o 

= —mghsin8cosipi — —mghsindsimpj 


可得 


(O 


0) 


zO 


z 


(< 2 2 + 4A 2 ) co x + (a 2 — Ah 2 ) 
(a 2 + 4h 2 ) 


= 5ghsinffcos<// 
= — 5ghsin0sin^ 


0)^0) 


( 1 ) 


y 


_ (a 2 — 4 九 2 ) 


O ) 


山 z0 ⑴ 


( 2 ) 


y 


X 


欧拉运动学方程 


=穸 sin 夕 sinp + 6cos<p 

* * 

= <p&indcos<p —❻ sirup 

♦ « 

=0 + (pcosd 

* _ % 9 

^<psmdsin<p + <pd cos^sin^ + f ^sin^cos^ + $ cos<p ——Q ^sin^ 

= <psindcosip + <p8cosdcos<p — <p^sin8s\n<p 

* - I • 

— OsilUp — 8 ipQOSip 

式（1以(^0-式(2)乂3丨1^，并将式(3)、（4)代入，得 

(a 2 + 4h z ) <pifmmd + (a 2 + 4h 2 ) d (a 


OJ 


x 


O ) 




CO 


z 


(O 


(3) 


x 


O ) 


y 


(4) 


— ih 2 )aj z0 tpsind — Sghsind 


今为规则进动， <9 =0 = 要 求&即叫 ，代入上式，得 

(a 2 + 4h 2 )co p nsin0 0 + (a z — 4h 2 )a) p (0 + (o p coOin& Q = Sghsin6 0 


整理后得 


(a — 4A2)sin^jCOs^)Co》+ (2^i 2 fisin^o) _ S^/isin^Q = 0 

(a 2 — 4A 2 )cos 没 。 cog + 2ci^{2(Op — S^h = 0 


<2 2 »0 士 V a A Q 2 + 5gh(a 2 — 4A 2 )cos^ 0 

(Ah 2 — a 2 )cosd 


出 p = 


0 


一个半径为 a 的均质圆盘围绕其对 
称轴的角速度为 d ， 同时对称轴又在水平面内围绕 
竖直轴做进动，若圆盘的中心离固定点 o 的距离为 
/，如图 7. 121所示，求进动角速度 

方法一 :取圆 盘的对称轴为 z 轴， （ 轴竖直 


20 


P 


图 7‘ 121 
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« 


向上， 


+ ml 2 , / 3 


h 


—ma 


—ma 




■ 




4 


由欧拉动力学方程，可得 


? nl ^ — 


mglsindcosip 


+ ml 


( 1 ) 


(O 


—ma (o^o) 


—ma 


X 


y 


z 


4 


4 


2 


2 


glsindsimp 


—— ml 


--ml 


( 2 ) 


60 


一 ma I (o z a> x 


—ma 


y 


4 


4 


(3) 


= 0 


co 


Z 


欧拉运动学方程 


=^sin^sin^ + 6co^<p 

_ _ 

= <psin6cos(p — dsirnp 


(4) 


0) 


X 


(5) 


0) 


: y 


= 0 + (fCQsd 

像上题那样，用式（1)、（2)、（4)、（5)及式(4)、（5)对£求导的式子，可得 

~ma 2 + ml 2 \ ( d + (p<psind) — f ml 2 — 


( 6 ) 


0) 


z 


ipco z sind = mglsinO 


—ma 


4 


4 


7 t 


7 T 


考虑规则进动， 0 = 0,且 ，^ = if 2, 再积分式 （3) ，用式 （6) 和得到的 o) z = ( o z0 = <p 
= D , 上式化为 


+ ml 2 1 O <p — I ml 2 — — 


2 


O < p = mgl 


a 


m 


—ma 


4 


9= 

• 9= % 


所以 


⑴ p = 


<P>0 说明的方向竖直 向上. 

方法二:直接用角动量定理的矢量式比较简单. 

J = I^ p ^ + hOk 


dj 


dk 


X k = I d O<o p X k 

gl^Xk 


^ = hQ 


dU 


dt 


p 


M = lk X (- mg^°) 




dj 


= M 


dt 


hOco p Xk = mgl^° X 

I^O(Op = mgl 


所以 


O) 户 = 


a 2 0 


/ 3 /2 


— ma z O 


= Mi 

— a 2 n 


o 


P 
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7. 5. 21 一 个有旋转对称轴的刚体质量 m = lkg ， 绕对称轴上一点做定点转动，对此 
点三个主转动惯量分别为 /i = / 2 = lkgm 2 ，/ 3 = 2kgm 2 , 质心离固定点的距离/ =0. 2m, 

0时，史。0，0。^ 100 s 1，0 0 = 2 s 1 ，0。二30°，质也、位于固定点的上，求运动中章动角的上 

下边界，并画出对称轴上一点在空间中描绘出的曲线的草图. 

定点转动的刚体具有旋转对称轴,可以取 NKZ 坐标系，此坐标系的2轴为对称 
轴，坐标系随刚体进动和转动，: t 轱与 W 轴 Cry 平面与幼平面的交线,与的方向 
一 致).设为坐标系的角速度，则 




= di -<psindj + <p cosQk 


( 1 ) 


刚体的角速度 


沪+沒+0 =打+沙 

—di + + i<pcos6 + <p^k 




( 2 ) 


刚体对固定点的角动量 


J — 十 + ^3 

刚体对固定点的角动量定理，用坐标系表达为 


0) 


Z 


fi o) x 4* hO y < o z — I x Q z ( o y = M x 

j- 

Ii ^>y + IlO z €O x — I Z Q x CO £ = M y 

D y a) x ) = M z 


(3) 


a) z + I x (il 


V 


因为 1 轴总与 c 轴垂直 9 


f° = sin^j + cosdk 

刚体受到的外力矩仅由重力引起，取 t 轴竖直向上， 

M =lk X (- mg^°) 

Ik X ( — mgsinOj — mgcosdk) 
= mglsindi 

将式(1)、（2)、 （4) 代入方程组(3)，得 




(4) 


•2 


汐 + ^^(psin 沒 ）（ f>cos 沒 + 0) - Ii <p sin^cos^ = mglsind 


(5) 


a 


/i 石 (psin 汐 ） + I l (<pcosd) 6 — I 3 6(<pcos6 + 必） = 0 


( 6 ) 


d 


h ^(^cos<9 + 0) = 0 


(7) 


由式⑺得 


<p cos ❹十 <p 

将上式代入式 (6)， 然后两边乘以 siM ， 可写成全微分形式， 


(8) 


⑴ ZQ 




d 


I^ind ^{<p sind) + I x (psindcosd 6 — I 3 co z0 dsind — 0 


d 


tt(/i <fsin 2 6 + I s w z0 cos8) = 0 
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Ii <psin z 8 + Iz^zo^osd = 


(9) 


a 


为常董，也可用/在 （ 轴的分量为守恒量得出， 


a 


/ • = 7 \o^sin 汐 + I s <o z 0 cos 6 = 


a 


式 （5)X0 + 式 （6)X 9^sin0， 可得 


d 


I Y 0 d -\- I x ^sin^ ^(<p&ind) — mgl dsind 


积分上式得 


汐 + ~/i <p sin 2 6 = — mglcosd + h 


( 10 ) 


其中 /i 为常量， /i 与机械能有关，两边加士 / 3 W。， 则有 


d + f sin 2 0 十 vAWo + mglcosd 


= E 


( 11 ) 


3^0 




左边前三项是刚体的动能，第四项为势能，故 £ 为机械能. 


用式 (9) 解出&代入式 (11) 得 


o — I 3 co t 0 cos 6 ) 

2/ x sin 2 ^ ~~ 


々 he + 


+ mglcosd = E 


( 12 ) 


3^0 


令 ^ = COS 汐，则 


u = 


u 


0 = 


(1 - 汉 2 ) 1/2 


引入 u—cosd 和汐 = 


可将式 （13) 变量 a 和 &满足 的方程，解出V得 


u ， 


a - u 2 y /2 

1 - 


2 


U 


(2£ — 2 mglu — K) — 


万 O — I 3 a) z 0 u) 


u 


由& = 0,即 


1 — u 


(2£ — 2 mglu — / 3 ^ 0 ) — 7i( a — I3 〜 w) 2 = 0 


(13) 


即可求出<9 = 0的两个 a 值，因为 


^也就得到了章动角的上下边界. 

今 /i = lkgm 2 ,/ 3 = 2kgm 2 > m = 1kg ? Z = 0. 2m，f = 0 时 ，外 = 0，> 0 = 100s 一 1 ， S 0 = 2s _1 ，没 0 

= 30°，r e = 认(质心在固定点的上方). 

由式(8)， 


u = cos 


<po + ^bcos^o = 100s 一 1 


CO 




zO 


由式⑼， 


I\ %sin 2 6 0 + I 3 (o z0 cos6 0 = 173 * 2kgm 2 s _1 


a 




由式 （ID, 


<J X d\ + I x %s\n 2 d 0 + K) + mglcosdo = 1, 000 X 10 4 Nm 


E 






由式 （13)， 
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(1 — u 2 ) (7. 370 — 3* 92u) — (173* 2 _ 200 w) 2 = 0 


用逐级近似法可求得 


= 0. 8609， 


u 2 = 0. 8709 


相应的 


A = 30. 58 

由式 (9) 可算出在两个章动角边界时的进动角速度为 

〆 夕 1 ) = 3. 94s _1 ， 


d 2 — 29* 44 


0 


0 


< p (0 2 ) = — 4. 06 s 一 1 


注意：在 UP 4,9?<0;在久^即 d ly <p>0. 对称轴上一点 

在空间描绘出的曲线的示意图如图 7. 122所示，注意箭头 


方向. 


7.S.22 求上题的刚体运动中最小的自转角速度及 

其相应的章动角. 

解由上题式(9)， 


^sin 2 ^ + I 3 oj z0 cosd = 


a 


— I 3 (Q z0 cosd 
Asin 2 没 


— ,3 ⑴ z0“ 


a 


a 


9 = 


hi \ - U 2 ) 


由上题式 (8)， 并代入上式， 




a 


u 


0 


<o zQ ——<jfu = 


(O 




z0 


1 —— u 


由 ¥=0 求 ^ 的极值， 


d 




u 


— —■ A 


= 0 




du 


1 — 


u 


经计算可得 


— au 2 —* 2 / 3 ^ 0 ^ + a] = 0 


u 


a 


上题已算得 

题目给出的 J 3 = 2kgm 2 , 代入上式得 


^o = 100s _1 ， 


= 173. 2kgm 2 s 一 1 


a 


u = 0.5774及“ =1.732 


u I = | cos^|^1 , 只能取 u — 0* 5774 ， 


Q = arccos (0. 5774) = 54. 73° 

这个章动角已超出了上题算出的章动角的取值范围，说明无极值. 


用章动角的上下边界相应的两个 m 值代 入一 [⑽ 2 —+ 均得大于零，说明0在 


运动所允许的 u 取值范围内是随〃的增大而单调递增的，故在 M 的最小值处，0有最小值. 

0. 8609^=^1 = 30. 58。时， 


即在 


U = U\ 






a 


Ui 


— 1 


<P = 必 min = 


= 96. 6s 


CO 


zO 


1 — uf 


A 
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由于在刚体运动范围内4随扒或 W 单调变化(无极值），可计算章动角的上下边界处相应 

的0得到上述结论，在 ^ = ^2 = 29 • 44° > ^ = 0 max = 103. 5 s 

7. 5. 23 一个有旋转对称轴的刚体，质量 m = 10kg, 绕对称轴上一点做定点转动，对 
此点三个主转动惯量分别为/1=乃=11^111 2 ，忍= 21^111 2 ,质心离固定点的距离 Z = 0. lm ， 


一 1 


位于固定点的上方= 0时，^ 0 = — 10 s _1 ,100 s _1 , ^0 = 0 , ^0 = 30°. 求运动中章动角的 

上下边界，并画出对称轴上一点在空间中描绘出的曲线的草图. 

解 由 7. 5. 21题的式(8)，有 

= <po -\- = 100 + ( — 10) cos 30° = 91. 34 s 


-1 


CO 


zO 


由 7. 5. 21 题的式 （9)， 


/i <fbsin 2 d 0 + I 3 co zQ cosd 0 

r 

= 1.(— 10)( sin 30°) 2 + 2. 91 • 34 cos 30° = 155. 7 kgm 2 s _1 


a 




由 7. 5. 21 题的式 （11)， 


E = — (/i Q\ + I x ^sin 2 ^ 0 + + mglcosdo 


=今[1 X ( — 10) 2 sin 2 30° + 2 X (91. 34) 2 ] + 10 X 9.8 X 0. Icos 30° = 8364 Nm 

由 7. 5. 21 题的式 (13)， 

1 —— u 


C2E — 2mglu — ^ 3 ^ 0 ) — 


I3 〜汉 ) 2 


= 0 


可得 


w 3 — 1705 V + 2902 m — 1235 = 0 


题目给出的0=0。= 30°时，0 = 0,显然是章动角的一个边界，因此 w = cos 30° = 0. 8660必为 
上式的一 '个解 ，用 m — 0. 866除上式，得 


— 1704 u + 1426 = 0 


u 


= 852 - V (852) 2 - 1426 = 0. 8373 


U 


已将另一个 U > 1 的解舍去，故另一个边界为 ^= arccos 0. 8373 = 33. 15 

由 7.5. 21题的式(9)， 


0 


— 13 ⑴ ZQCOS0 
1^ 2 8 ~ 


a 


(p = 


可算出 


-1 




= ——10. Os 


沒=30 


一 1 




= 9, 2 s 

对称轴上一点在空间中描绘出的曲线的草图如图 7. 123所 

示，与 7. 5. 21题的曲线相似. 


卜 33. 15 


7. 5. 24 一 个有旋转对称轴的刚体质量 1kg, 绕 
对称轴上一点做定点转动，对此点三个主转动惯量分别为 


S 1 . 123 



第七章刚体动力学 


563 


奢 


/ i =/ 2 = lkgm 2 , J 3 = 2 kgm 2 , 质心离固定点的距离/ = 0 . 5 m ， 位于固定点的上方，£ = 0 时， 
fo —O,0o = lOOs _1 ,^o = lOs _1 ，札 = 60°. 求运动中进动角速度的最大值和最小值(考虑代数 

值），它们相应的章动角为何值？在此两时刻，自转角速度多大？ 

解由 7 . 5 . 21 题的式( 8 )， 


ipo + 9%cos 沒 。=100 + 0 = 100 s _1 


0) 




z0 


由 7 . 5 . 21 题的式 （ 9 )， 


/i % sin 2 6 0 + I z < o z 0 cosd 0 = 0 + 2 X 100 cos 60 ° = 100 kgm 2 s 一 1 


a 




由 7 . 5 . 21 题的式 （ 11 )， 


E = —( I Y 81 I x 痛 sin 2 % + h < o 2 z0 ) + mglcos 6 0 


2 


士 [1 X 10 2 + 0 + 2 X ( 100 ) 2 ] + 1 X 9 . 8 X 0 . 5 cos 60 


O 


=!• 0054 X 10 4 kgm 


由 7 . 5 . 21 题的式 ( 13 )， 


1 


u 


{ 2 E — Imglu — K ) — tjO — I s w z 0 u ) 2 = 0 


n 


可得 


u 3 — 4092 . 7 w 2 + 4080 . Su — 1009 . 4 = 0 


由逐步逼近法解得 


d l = 62 . 92 
0 2 = 57 . 14 ° 


o 


u x = 0 . 4553 , 
u 2 = 0 . 5426 ， 


由 7 . 5 . 21 题的式 （ 9 )， 




a 


9 = 


A (1 — “ 2 ) 


求 〆 〃) 的极值位置， 

__ I 




a — 

/id — u 2 ) /id _ u 2 ) 2 


3^0 


( — 2 u ) = 0 


du 


)+ 2 u(a — I 3 co z 0 u ) = 0 
+ 2<^u — Iz<^ z o — 0 

)( — i 3 ^ 0 ) = (2 X 100) 2 - 4 X (2 X 100) 2 < 0 


13 ^ 0 ^ — 


U 






— 


所以 


4 ( - I 


( 2 a ) 


3^0 




0 无实根，故在 u x ^ u ^ u 2 间 P 无极值 , 9 Wx 和 9 W 必在 M 或 0 的上下边界，分别计算 f 




d 対 


(的 ）4( 仏）可知， 

在 ^=^i = 62 . 92 。， 


9 = = 11 . 28 s — 


在 d = d 2 = ^ 7 . 14 °， 


-1 


9 = = — 12 . 07 s 
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由 7. 5. 21题的式 (8) 得 


ip — (O^ — 


< p(dO = 100 — 11, 28 X ()• 4553 = 94- 86 s 一 


ipidz ') = 100 - (- 12. 07) X 0- 5426 = 106. 5 s 一 

7.5.25 求上题运动过程中自转角速度的最大值. 

在 7. 5. 22题已由 






h 


1 - 


^ = 0 




得出分的极值位置在 


100 s - S 舍去 m >1 的解， 


代入；3 = 2 kg 


一 1 


，叫 O = 100 s 




6 = 


= 74. 46。 

已超出运动中章动角的取值范围，说明在运动中，只能出现在章动角的上下边界，比 
较士说)和 >0? 2 ) 是找么 _的最简单的办法，上题已算出 ，可知 

0 majt = 0(^) = 106. 5 S _1 

7. 5. 26 在一个绕铅直轴以恒定角速度 D 转动的水平面上,置一个质量为 m 、 半径 
为 a 、 围绕过球心的任何轴转动的转动惯量均为 J 的球，球与水平面间的摩擦力使球在水 

平面上做纯滚动.证明 ：不论 给球一个什么样的初始条件，在静参考系中，球心必做圆周运 
动，且做此圆周运动的角速度叫仅与转动平面的角速度以及球的质量分布有关,具有下 


u r= 0* 2679， 


arccosw 


式: 


n 


ma 


证明 用静参考系，并取静坐标系,其原点 O 取在转动的水平面的固定点 
水平面上的 P 点对 O 点的位矢为 r P ， 其速度为 


X r 


v P = 


设 f 时刻，球心的位矢为 r ， 球心的速度为 h 则此刻，球与水平面接触点 （因球 做纯滚 
动，此接触点既是球上的点，又是水平面上的点）的速度为 


t ;, = r + (o X R 


其中 0 是球的角速度，/?是接触点对球心的位矢， 


X T 


上式等号两边对£求导，注意亡=0,央= 0， 

r-\-a)XR~OX 


(1) 


由质心运动定理， 
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t 


(2) 


mr = F 


F 是作用于球的摩擦力. 

在质心平动参考系中对质心的角动量定理 


dj 


(3) 


X F 


dt 


由式（2)、 （3) 消去 F ， 然后解出0>， 


X m r 


m 


(4) 


X r 


将式 (4) 代入式 (1)， 


+ ^(R X r ) X 


X r 


)—RCR - r ) = rR 2 = a 2 


因为 


iRXr ) X R = f(R 

r = 0 . 




这里考虑到及丄 H ， 故有 

上式可改写为 




a 


(5) 


(1 + 


X r 


式 (5) 两边点乘沁 •• •混合积… X/O = 0, 可得 


r = 0 


所以 


球心的加速度与球心的速度垂直，说明质心加速度只 （ T 法向分量，没有切向分量，球心的 
速率不变，即 IH = 常量. 


d | r I 2 


d r 


= 0, 1 H = 常童，再考虑 


另一种讲法:户 • 
式 (5) 两边大小相等， 


= 0， 


0, — X 


0 ,r 


争 






dt 


dt 


dt 


ma 


j r I = j /3 X r I = if 21 r I 


( 6 ) 


7T 


7T 


这里用了丄与 ^ 的夹角为 y，sin y = l . 

前已证明了 I 常量，则由式 (6)， 因为卬 H = 常量， 

丨 >•’ I = 常量 

r 只有法向加速度，上式也说明了法向加速度不变 • 由速率、法向加速度和曲率半径之间 
的关系，因速率和法向加速度均不变，可得出曲率半径不变，这就证明了球心将围绕一个 
固定的中心做圆周运动，我们用的是静参考系，又用静坐标系表达，这固定的中心当然是 
对静系而言的，但固定的中心一般不会是水平面的固定点，与所给的初条件有关. 

下面接着求球心做圆周运动的角速度 
球心既作圆周运动,其位矢可写成 


co c 


r = r a + p 

其中 o ' 是静系中的固定点， P 是球心对以点的位矢.取以点为球心做圆周运动的中心，则 
P 就是所做的圆周运动的半径. 



力学（上册) 


566 


r a P = P = 


(7) 


X p 


c 


d 




X p + <o c X p 




X O c X p) = o> c (o> c • p 、一 pi 






c 


c 


c 


( 8 ) 


p 


c 


这里用了 co c _Lp ， 

将式 (7)、（8) 代入式 (6)， 


p =0 


c 


ma 


— <^lp I = 0\ w c X p 


1 + colp = Oco c p 


n 


⑴ c = 


ma 


1 


初始条件不同，球心做圆周运动的中心不同，圆周运动的半径也不同，球心做圆周运动的 
速率不同，但做圆周运动的角速度是相同的，与初始条件无关，它只决定于水平面的转动 

角速度和球的质量分布对于均质球，/ = | m <2 2 ， 


ma 


j ; 对于均质薄球壳，/ = 

= f . 两者不同是因为质量分布所致.虽然，这两种情况有¥等于一个与质量 
和球的半径 Ci 无关的数,但不能说“球心做圆周运动的角速度和球的质量、球的半径都 




2 


ma 


—ma^ 


m 


ma 


ma 


无关，质量分布不同， 

既与&有关又与^有关》 

7半径为 a 、 责量 

滚动. 试证其在铅直方向的运动将是简谐振动. 

证明 用静参考系，用图 7. 124所示的动坐标系，动系原点取球心 C ， z 轴竖直向上， 
轴永远指向球与圆柱的接触点，动系只有 C 点固连于球 ，一 方面随着原点 C 做平动，另 

一方面又以 > Q ； k 的角速度绕固定的 （轴 转动. 

用 x 、3；、 （表示球的质心的位置坐标. 


等于不同的数”，例如内半径为6、外半径为 a 的均质球壳的 




的球在半径为匕内面粗糙的固定竖直圆柱内壁上做纯 


3 m 


# 




x 


Cb 一 ^3 )if2 2 ， 


(b — a) 

这是考虑到 C 点在 a 平面内绕？轴做圆周运动写出 


• _ 

X 




y 






的 


由质心运动定理， 


ib — a)Q 2 =- N 

(b — u^) tl 


m x 






-f 


( 1 ) 


m y = m 




C = /i 


( 2 ) 


— rng 

其中 / i >/ 2 都是摩擦力，如图 7. 124 所示 

在质心平动参考系中用对质心的角动量定理，先 


m 



第七章刚体动力学 


567 


计算球受到的对质心的外力矩, 


M = ai X Cfik — / 2 y ) =— af\j — af 2 k 


再计算球关于质心的角动量， 


/ = H<o x i + 


j + ⑴ JO 


CO 


: y 


其中 


2 


~ma 


dJ =^ + X / 


d £ 


dt 


= + a> y J 4 - <o z k) + Ok X I{oj x i + < o y j 十 

— IOco y )i + (/ w y 4 - IOco x )j + / 


CO 


z 


-a 


(V 


a: 


dJ 


由 


子 =M 


dt 


I (O x — IOco y — 0 

1 <o y - IOa) x = — af j 


(3) 


(4) 


I < o z af 2 


(5) 


由纯滚动条件 w c + o > Xai = 0 得 


{ 2 k X (.b — a )/ + ( + (<^1 + (£) y j --h <^ z k ) X 

{b — a^Clj + ( fc — 

{b — (2)/3 + a < o z = 0 


0 


+ ao) z j = 0 


ao > 


y 


( 6 ) 


^ — a < o y = 0 


(7) 


由式 （1)、（5) 消去 A ， 得 


ma{b — a ) O — I co z 


( 8 ) 


0 




由式 (6)、（8) 可得 


— ct) 之 * — 0 

这里用了两式的系数行列式不等于零，所以均为常量 
由式 (2) 、 （4) 消去 / i 得 


^ + IQw x = 一 mga 


(9) 


ma 


由式⑶、⑺ 


— L 


( 10 ) 


w 


y 


a 


n 




a) 


X 


y 


a 


n 


= 气 + 常量 


(id 


CO 


x 


a 


将式 (10)、（11) 代入式 (9)， 可得 


(/ + m ^ 2 ) C + m 2 K =常量 
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代入/= 7 wa 2 ，上式改为 


r + 常量 


上式是简谐振动的微分方程，其解为 


2 


?=常量 + C 


COS 


— Ot + a| 

28 一 质量为 m 、 长度为 2 a 的均质棒被两根长度均为 
2 a 的、不可伸长的、平行的绳子系于两端悬挂起来，在水平位置 
处于平衡状态，突然给棒一个绕过其中心的竖直轴的角速度〜 
如图 7. 125所示 •求： 

(1) 棒上升的高度； 

(2) 每根绳子中的张力的初始增量. 

解取图 7. 126所示的固定坐 

标系，原点取在£ = 0 ( 棒刚获得角速度的时刻 ） 时棒的中心所在 

位置 . 2轴竖直向上,工轴沿 t = 0 时榉的方向，向右. 

(1) 取在 巧平面上即^ = 0处为棒的势能零点.在£ = 0 

时，棒的机械能只有动能， 




_ 


图 7. 125 


E = ~~ Io ) 2 = ~ma 


这里用了 J =^ n (2 a ) 2 = fma 2 , 

在棒上升过程中，绳子张力不做功（因为绳子不可伸长，棒端在绳子张力方向无位移， 
得此结论），引入重力势能，机械能守恒，当时，达到最大高度，此时动能为零, 
势能为 mgh . 


—~ ma 2 co 2 = mgh 


a 2 <o 2 


h = 


6 ^ 


(2) 在运动过程中，棒始终处于水平面上，即棒上各点在同一时刻都有相同的 z 坐 
标，棒的中心始终在 Z 轴上•设 f 时刻，棒的中心坐标为(0,0,2：)，棒与: C 轴的夹角为0，则 

图 7. 126中 A 点的坐标为(沉03<?，郎^1(?，；0，悬点 A 的坐标为 ( a ，0,2 a )， 绳子不可伸长， 

距离不变. 


a 2 (l — cos 0 2 ) + ( — asindy + ( 2 a — z ) 2 = (2 a ) 


即 


— Aaz + 2<2 2 (1 — cosB } = 0 


上式对£求导两次，得 


— 2 a 2 ： + i 2 + a 2 ^ sin ^ + a 2 d z cosd = 0 


在 / = 0 时 9 z = z = 0 9 6 = 0 ^ 8 = 0 ， 0 = 代入上式，可得 
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_參 

Z t 


—ao) 


在 ^ = 0 时，用质心运动定理， 


z l^o = 2T — mg 


T = — (mg mz\ t = 0 ) = — + —maoy 


2 


4 


在棒获得角速度前，每根绳中张力为 T^—mg 

t = 0 时，每根绳中的张力增量为 


at = T - To 


—maoj 




4 


29 一根长 2a 、 质量为 m 的均匀杆铰接于 A ， 

可在图 7.127 所示的 : rz 平面内绕 A 自由运动.在轴上 
的 d 端随 : r 轴以恒定角速度 a> 绕竖直的 2 轴做圆心为 
5 、半径为 6 的水平的圆周运动，杆与竖直线的夹角为心 
地球的重力场在竖直方向 . 

(1) 用 (9 、太 0 表示杆的动能和势 

(2) 找出杆的可能平衡泣置的一般表 达式； 

(3) 用图解法解 （ 2) 问中找到的表达式，找出 0 从 0 

到 2 ； r 每个象限中的平衡位置， 

(4) 哪些平衡位置是稳定的 ，哪些 是不稳定的？对于 <9 的每个象限，平衡位置是否存 
在，与参量 a> 、 6 和 a 有何关系？ 

(5) 在的每个象限中画出受力图以定性证实平衡位置的存在和稳定性 . 

解 在静参考系中，杆的运动是刚体的一般运动，今讨论平衡问题，采用以恒定角速 
度⑴绕 2 轴转动的参考系，图中的坐标都是固连于这个参考系的 U 轴对静参考系也 
是固定的 ）. 

(1) 杆在此参考系中做定轴转动，动能为 


7 


7. 127 


~m(2<2) 2 6 = —ma 2 6 


t = ^ie 


此参考系是非惯性系，需考虑惯性力，可以引入惯性力势能 . 

考虑杆在 0 位置时，杆 从 / 至 l+dl 段质元所受的惯性离轴力为 3(6+kin(9WcU ， 从 
没到 0+ 狀运动时，该惯性离轴力对质元所做的功为 


W = —{b lsin8)oj 2 dl • cosdldd 


2a 


取杆位于 0=0 处为惯性离轴力势能的零点，杆处于 0 位置时的惯性离轴力势能为 


f 


d 沒 — (^ + Zsin^)/a; 2 cos^dZ 




2a 


= — ma(o z sin6 b + —asind 
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2 


V = —— mao) 2 sind[ b + ~ asin ^ —— mga(l —— cos (?) 


dV 


(2) 杆的平衡位置满足关系& = 0,得到平衡位置必须满足的一般表达式为 


4 


h - f - —^ sin ^ cos0 + gsind = 0 


a> 


4 


2 


gt&nd = 


—+ 子 siM 


— aco 


a 


(3) 用图解法解 （2) 问中得到的平衡位置 0 满足的方程，横坐标为心纵坐标为力和 


: H 


bo/ 4：a<v z . n 

—— — — sine / 


— tan 沒 , 


yi= — 


y\ 


3茗 


8 


画出两条曲线^(幻和两条曲线的交点的$值为平衡位置，％曲线我们画了两种 
情况：一种情况，;另一种情况4^>匕 


>Vh 




2 


0 


n 


2苁 0 


K 


2 


bo ) 2 


y 2 


y 2 


图 7.128 


由图 7. 128 可见 J 在第一象限没有平衡位置，在第二和第四象限各有一个平衡位 
置，在第三象限，可能没有,也可能有一个，有两个平衡位置.如没有平衡位置，如 


3 


4 


>6,可能没有、可能有一个、也可能有两个. 


~a 


(4) 在平衡位置处，如3士>0,则该处的平衡是稳定的；如^<0,则该处的平衡是 


d 2 V 


dd 2 


不稳定的. 


dV 


b + — asin ^ cos 夕 —— magsin& 


=— maco 


dd 
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d 2 V 


4 


4 


6 + ~as\nd sin 沒 —— —ma 2 co 2 cos 2 6 —— magcosd 


— mao) 


dO 2 


dV 


在平衡位置,@ = 0, 


用 


ma^sin^ =— 


b + ~asind\ cosd 


aco 


d 2 V 


cosd 

sind 


4 


4 


b + —asind sind — —ma 2 co 2 cos 2 0 + 


b + —asm8 cosd 


= maoj 


maco 




dd 2 


4 


~maba) 2 csc8 + —ma 2 (o 2 sin 2 8 


( 1 ) 


也可表成 


d 2 V 


4 


= — magsecd — ^rma 2 (o 2 cos 2 0 


( 2 ) 


d 护 


在第二象限，用式 (1)， 因为 CS M >0, 第一项、第二项均为正值, g >0, 故平衡是稳 


定的 


在第四象限，用式 (2), 因为 Se M >0, 第一项、第二项均为负值，^<0,故平衡是不 


稳定的. 


在第三象限， CS d 9<0， Se d <0, 如果有平衡位置存在，无论用式 (1) 还是式(2)，都是一 


项正一项负 ,^ T >0 还是<0都可能，与参量 a 、6 和⑴都有关 


从图 7.128 看，平衡位置与参童和0的关系如 下:在 第二象限和第四象限，平衡 
位置各有一个，与参量 aj 和0>均无关;在第三象限平衡位置是否存在，存在一个还是两 

个，与参童 a 、 纟有关，与无关. 

(5) 在每个象限中，杆受力情况如图 7.129( a )、( b )、( C )、( d )、( e # Jf *，（ C )、（ d)SS 
在第三象限的无平衡位置和有平衡位置的两种情况， mg 是重力，作用点均在质心 C , F 为 
惯性离轴力，作用点一般均不在质心 C ， 其大小等于各质元所受惯性离轴力之和，其作用 
点可由各质元所受惯性力对质心的力矩之和等于合惯性力对质心的力矩来确定，由此可 
以确定它的位置向何方偏离质心; iV 为铰链对杆的作用力， ( b ) 、 ( d ) 、 ( e ) 是在平衡位置 ， iV 
一般不沿杆的方向，在平衡位置，的作用线交于一点，如图 7. 129 


N ^ 


0 


F 


A 


C 


mg 


⑹ 


(e) 


( b ) 


(c) 


( a ) 


图 ？• 129 





力学（上册) 


572 




所示，平衡时， m 客和 F 对 A 的力矩大小相等、方向相反.由此可见， （ a )、（ c ) 的情况不可能 
有平衡位置，这就说明了在第一角限没有平衡位置，在第三象限可能没有平衡位置， （ b )、 
( d )、( e ) 的情况说明在第二、第四象限均有平衡位置，在第三象限可能有平衡位置. （ a )、 
( c ) 图不是平衡位置，铰链对杆的作用力 W 的方向不好确定，图中就不好画了. 

考虑杆的位置少许偏离平衡位置，对于第二象限的 ( b ) 图，如0减小, mg •大小不变， 
力臂增大, F 变大，作用点可能少许外移,但力臂不一定增大, F 对 A 点的力矩的绝对值 

可能变大也可能变小， mg 对 A 点的力矩的绝对值一定增大，合力矩可能是恢复力矩(定 

_ 

性地不能说明一定是），因此这里定性地说，可以理解在第二象限的平衡是稳定平衡.对于 
第四象限的 ( e ) 图，如0增大， F 增大，如略去其作用点的移动，力臂增大， F 对 A 点的力矩 
的绝对值增大，而 mg 对 A 点的力矩的绝对值减小（因力臂减小了），因此合力矩将使偏离 
加剧，在第四象限的平衡是不稳定的.考虑作用点的移动，是向质心方向移动，更是使力臂 
增大，因此定性说明也能作出第四象限的平衡不稳定的结论. （ d ) 图在第三象限的平衡，定 
量的表达式不代入参量值前都无法说明稳定还是不稳定，定性地看自然也不能得出肯定 
的结论. 


30 由于两极处略扁，地球绕极轴的转动惯量比绕赤道轴的转动惯量稍大，假定 

极轴是旋转对称轴. 

(1) 证明在地球表面外的引力势(即单位质量质点具有的势能)的主要项可展成 

GM e f C _ A 

1 — 2M e a 2 


7 


1) 


a 


(3cos 2 没 — 


JJ = — 


其中 C 和 A 分别是地球绕极轴和赤道轴的转动惯量，紙是地球质量， a 是地球的平均半 


径， r 是到地球质心的距离3是/•与极轴的夹角，系数〜 1 CT 3 ; 


(2) 第二项对于围绕地球做圆周运动的卫星有什么长期效应？ 

(3) 如果卫星的运动平面的法线与地球的极轴夹角为取圆形轨道的时间平均导出 
这个效应大小的表达式. 

(1) 取极轴为 z 轴，赤道面为: *：： y 平面，原点取地球中心，/表示卫 


星的位矢， r ' = x f i + y f j + z f k 表示地球一质元 dM e 的位矢，质元与卫星的距离为 | r -/ 

引力势(卫星的每单位质量的势能)为 

GdM e 


GdM e _ 

(r 2 — 2/* • 〆 + r f2 ) l/2 




ft 


U 










r f 






2 r 


r 


dM 


1 — 






e 


作泰勒展开，略去 = 及更高级小量， 


r 


/2 


a] 视 


G 




r 


U =— 




2r 2 


4 


2 


r 


积分中 r 是常矢量，又假定地球是一个旋转对称的椭球， 


r’dM e = 0 


r f dM e 


r 


r 




# 




第七章刚体动力学 


573 




GM e Grr 3 (r - r f y r f2 


AM 


U = — 




e 


r 


GMe 


dM 


e 


3 


2r 


由于对称，含¥夂0^、//诸因子的项的积分都为零， 


dM 


u = — 


2r z 


e 


又因 x 和^轴的选取可以是任意的（只要在赤道面上），含 y 2 项和含 y 2 项（系数是相同 
的常量)的积分相等，例如 [ f ^ y r2 dM 

J ^ 


[5- 

J 2r 


dM e ，于是 


；2 




e 


GM 


e 


dM 


U = — 


e 


2r 


r 


dM e 


2r 2 


r 


GM e G 「 (3z 2 - r 2 )(z n - x f2 ) 


dM e 


2r 2 


r 


2 


GM e G 「 3 之 


士（之 /2 + y 2 —: ， 2 -y 2 )dM e 


2 


2r 


r 


GAf e G f 3^ 


2 


_ 1 I (L — Izz) 


2r 


r 


又因 Ixx = !zz = A fIzz~C fZ = T ^ COS 0 t 

GMe G 


—^ (3cos 2 ^ — 1) iA — C) 

2r 6 

C - A 

2M e a 


y =— 


GM 




a 


(3cos 2 没— 1) 


e 




2 


(2) U 的展开式中的第二项为 


2 


Zz 


U 2 = G(C — A) 


2r 5 2r 3 


它对卫星的每单位质量引起附加力 


F =- S7U 


3r 


^y, Vr~ 3 = — S7z 2 = 2zk ， 


因 ▽ 


一 5 _ 


，Vr 




r 


r 


3G(A - C) 


5 之 


1 - r + 2 妖 


F = 


2r 5 


方括号中的第一部分仍是有心力，但它不是与距离平方成反比的有心力，它不会改变卫星 
关于地球中心的角动量(大小、方向均不变），因而不影响轨道平面，只是使卫星稍偏离圆 
形轨道，第二部分的力 


3G(A - C) 


zk 


F 2 


r 


不是有心力，它使轨道平面绕 z 轴进动， 

(3) 由于卫星的运动非常接近于绕原点为圆心的匀速率圆周运动，由对称性，在卫星 
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3GCC — ^4)sin2^. 


M =—— 


4 r 


设轨道平面的进动角速度为也是 Ouz 坐标系绕 2 轴的转动角速度 , 

57 3 / 




+ DX J = M 




dt 


ay 


所以 


(2X J = M 


f = 0, 


dt 


式中 / 为卫星单位质量的对地球中心的角动量， 


J = r 2 o >( — sinaj + cosa ^) 


3 G(C - A ) sin 2 a 


k X r 2 < o ( — sinaj + cosak ) 






4 r 3 


3 G(C — A)cosa 

2 r b (o 


iQ = — 


结论是取圆形轨道的时间平均，卫星的运动平面的法线与地球的极轴的夹角 〃 不变，但法 
线将以 n — 3G(C ~^ COSa k 的平均角速度绕极轴进动，这个 |Z3| 是非常小的.设卫星以 


C-A 




紧靠地球表面做圆周运动，其角速度 


— 3 


、用 


1CT 3 , 可算出 


10 




0 )= 


S 


M e a 


a 


|D| 〜 1(T 7 s. 比卫星做圆周运动的角速度小得多 . 

31 (1) 一 个有限的轴对称物体，质量密度为 /«= />(1,3 ；，幻 =^;*, 幻 0 、 <9 为球 

坐标），在距离物体比较远的地方，引力势形式为 


7 


gm t fm 


u =- 




其中 


M — p { x ! ,y 9 z f ) dj：^dy ds ：^ 


= 27t\piir f ,d f )r f2 sind f dr , dd f 


是总质量 . 求 fid) ? 

(2) — 个小的检验体，密度为 aCr ， 3r ， 2), 被放置在引力势 t/Cxa^) 的地方，求小检 
验体的引力势能； 

(3) 若上述小检验体放在一个球对称的引力势 U 

的势场中，使检验体的质心在 （ 0,0 ， n >)， 试 


Z 


尸 


GM 




P(r\0") 


证 : r 。 足够大处引力势能为 

mMG , d 


e 


e 


+ 1 + O(l/ro) 


rg 


r 0 


O 


其中 


a(jo f yjz)dj ：dydz ，并求 d 


m = 


(1) 题目已经要求取对称轴为 z 轴，在图 
7. 131 中远离物体的 P 点的引力势为 


图 7. 131 
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检验体的引力势能为 




GM 


c < y ，汐’， 〆 ） 

J ^ L 


1 ——— cos0’ + O 


r 0 


厂 0 


GM 


a<y ， ff ， 9Or f3 cosysin0 / dr / d~ / d^+ O 


^0 Jr 


r 0 


r 


0 


d 


+ 今 + o 今 


r § 


r 含 


r 0 


GM 


其中 


a{r f ，❹ f )r /3 sin2^ ; dr^d^dff 


d = 


第八章流体力学基础 


8. 1流体运动学 


M 已知流体运动的速度场为 


= y + 


— 0 


=X + 之， 


v 


V 


V 


z 


y 


X 


求用拉格朗日变量表示的速度分布. 


dx 


ck 


dx — (x + t)dt = 0 


设有积分因子即 


(p{t)dx — O + t)<p(0dt = 0 


为恰当微分.由全微分条件， 


乜— 


=- (p 


di 


积出 


(pit) = 

e -t d:r — xe~ l dt — te~ l dt = 0 


dUe~0 + d (— te^dt^ 

V 


= 0 


e~ £ dt = (t + l)e 


te~ l dt = = te 






d[0 + ? + l)e _f ] = 0 

Cr + t + DeH^CCC 为常量) 

= Ce l - (^ + 1) 

C = «r 0 + 1 

=(x 0 + l)e f — 0 + 1) 

= O 0 + l)e ( — 1 


x 


若 f = 0 时，工 = 工。，则 


x 


V 


X 




同样解微分方程 

若 P 0 时 ,: y = 3/。, 因与上述的微分方程同型，可直接写出 

= (^0 + IV — 1 


= y + t 


dt 


V 


y 


dz 


〒= 0, 


z 


z 


0 


dt 


= 0 


v 


z 
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故用拉格朗日变量表示的速度分布为 


= (^0 + l)e f — 1 

v y = (y 0 + l)e f — 1 

v z = 0 

某一流体流动的拉格朗日描述是 


V 


yo 


cot + arc tan 


cos 


x 


工 0 


3^0 


cot + arc tan 


sin 


: y = 


x 


其中 w 是常量，求出用欧拉方式描述的速度场. 


dx 


yo 


cot arc tan 




(o sin 


= —— coy 




at 


工 0 


a , 

v y —决 _ 


^0 


CO COS (Ot 


arc tan 


(OX 


工 o 


用欧拉方式描述的速度分布为 


<^yi + <oxj 




1.3 流体运动的速度场为 


: 


= 0 


匕 = yzt j v y 


zxt ， 


v 




问当 t = 10 时，在点 (2,5,3) 处的质元的加速度为何值? 


今知用欧 拉变量 描述的 o ，用欧 拉变童描述的 fl 与 t ； 有下列关系 


+ (v • V ) v 


故 


do 


— + V • \/v 


a 




3(yzt) 


djyzQ 


+ ^xt 


+ 0 


dx 


3 y 


=yz -\- xz 2 t 2 


dv 


f +幻•▽幻 

9(zxO , , d(zxt) , , 

5 T ~ W ~ l ^ + za:t 

yzH z 


a 


d{zxO 


+ 0 


dy 


=zx 


do 


士 + V• ▽% 


0 


a 






dt 


故 £ = 10 时，在点 （2,5,3) 处质元的加速度为 


= 5 X 3 + 2 X 3 2 X 10 2 = 1815 
= 3 X 2 + 5 X 3 2 X 10 2 = 4506 


a 


a 


a z = 0 


流体沿 X 方向定常运动，速度按线性规律递增，已知流体质元流经相距/ = 
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50 cm 的儿£两点的速度 所示. 试求流经这两点时质元 
的加速度. 


速度按线性规律递增， 

+ j3x 


a 


v 


、/?均为常量，取 Z 点为: T 轴的原点，则 


a 


一 1 


= 0 = va = 2 ms 


x 


— 1 


1 = 0 * 50 m , 

可定出 a ^ 2 ,/^= 8 y 


tj — x ) b — 6 ins 


x 


幻 = 2 十 8 工 


dv 


dv 


= 16(1 + Ax ) 


— H- v — 

dt ^ dx 

故在 A 点 ， x = 0, a i 4 = 16 ms 


a 


图 8.1 


-2 


在 5 点 ， x = 0 * 5 m , a £ = 48 ms 

流体在平面上做定常流动，其速度场用极坐标表示为 

v (r^) = bre 


一 1 




9 


其中&为常量，求该流动的加速度场. 

将速度场改用直角坐标表示，参看图 8.2, 

=—— brsivKp =—— by 


V 


— brcos<p = bx 


v 


dv 


用 


=~ + t; • V v 


3 t 


do 


+ V * \] V 


a 


dt 


= — b 2 x 


+ bx 


= 0+( — by) 


图 8, 2 


dx 


dy 


一 


—— V * V V 


a 


3t 


d(bx) 


d(bx) 


= -b 2 y 


+ bx 


= 0 + (— by) 


dy 


dx 


b 2 {xi + yj ) 或 


b 2 re 


所以 








己知一定常流动的速度场为 

= 2kx ， 


暑 


=— 4是之 


= 2ky, 

其中々 为常量，试求通过 ( i ， i ， i ) 点的流线方程. 

解流线满足的常微分方程为 


V 


V 


V 


dx dv 

■ _ ^ 

2kx 2ky 一 Akz 

2kydx=2kxdy 

dx — 


d 之 


由 


X 


y 
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Itlt = ln^y + lnq 


( 1 ) 


x = c x y 


由 


—— Akzdjc = 2kxdz ， 

dr dz 


- 2 


z 


x 


C 2 


( 2 ) 


z 


X 


1，将 x = l，z = l 代入式 (2)， 定出 


要通过 (1，1，1) 点，将: T =1，： V =1 代入式 （1)， 定出 
=1，故通过 （1 ，1 ，1)点的流线方程为 


Cl 


(1 




^ = yj 


z 


JO 


1.7 已知某运动的速度场为 


(1 + At)i + 


v 




其中 A 为常量 .求： 

(1) t = to 时通过 ( x 。，？。） 点的流线方程； 

(2) t=t 0 时位于 ( z 。，_ y 。) 点的流体质元的轨道方程 i 

(3) t = t 0 时位于 Or 。，％) 点的流体质元在？时刻的速度. 

(1) 流线满足的常微分方程为 


dx dv 

1 + At 


"lx 


其中 t 是参量 


: y 


X 


2xdx = (1 + d^y 


>0 


x 


0 


0 


x 2 — x 2 o = (1 + At 0 )(y — y 0 ) 


(x 2 — xl) 


或 


: y — jo = 


1 "h At 


0 


(2) 轨道方程满足的常微分方程为 


dx _ d}/ 

1 -\- At 2 ,-jC 


=dt 


X 


(1 ~h )d^ 


da: 




X 


0 


0 


(t — t Q ) + —yl(i 2 — tl) 


t + —At 2 


x — x 0 






0 


: y 


2xdt = 21 [^o + (t — 广 。） + ~^A(t 2 — 竓 ）] ck 


dy = 


^0 


0 


0 


2x 0 (t - t 0 ) + (t- t 0 ) 2 + -irACt 3 - 3t 2 0 t + 2^) 


: V — = 


3 


(3) 将 (2) 向中求得的轨道方程亦即运动学方程对 f 求导，即得 


dx 


1 H - At 


v 




dt 


x 
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= 2x 0 + 2(^ — 心 ）+ Ait 1 — ^o) 


V 




y 


它们是~时刻位于 u 。，％) 的流体质元在£时刻的速度分量，写成矢量式为 

= (1 + At)i + [2工。 + 2(, — 亡 0 ) + A^t 2 — t \) ~]j 

流体运动的速度分布若为 


V 




v = Cx + t)i — Cy — t)j 

求通过 （一1 ，一 1) 点的流线及 t ~ 0 时通过（一1， 一 1) 点的迹线 

流线满足的微分方程为 


一 Cy ― t) 


J ： t 


其中 £ 是参量 


ln(y —，）+ InC 

O + 0(：v — 亡） =C 


ln(j ： + O 






1 代入上式定 C ， 

C — (— 1 +0(—1 — t) 


将 














— (^ — 1) 
- ( t 2 - 1) 




(x + t)(y — t) 

xy + yt — xt — 1 = 0 




上式就是通过（一 1, 一 1) 点的流线方程 d 是参量，给定£值，就给出了此时流线的 x、；y 的 
曲线方程. 

迹线满足的微分方程为 


= cU 


+ t 


(y — 0 


X 




dx 


X 


d . 


ii _ 


( l ) 


= — iy 一 t) 

两式均是非齐次的一阶常系数线性微分方程，我们用常数变易法，先求相应的齐次方程的 


dt 


解 


dx 


JO 


df 


x = ce 


把常数 c 变成？的函数 


= c ⑴ e 


( 2 ) 


x 


( 3 ) 


+ 


x = c e 


ce 


将式 (2)、（3) 代入式 （1) 得满足的微分方程 


c 


te~ l dt =— te~ £ + e w ck 


c 


— ~te 一 e 


乙 'i 
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所以 


—(^ + 1) + qe * 


JL - 


同样用常数变易解^ 


/ \ -rrr 4 曰 

— iy _ t ) ，可得 






y t — 1 + c 2 e^ 

— l ，： y =— 1，可定出 ci = 0 9 c 2 = 0 . 


由尤 = 0 时， 

带参量£的在 t = Q 通过（一 1 ,_1)点的迹线方程为 


x= 


X = — (, + 1 ) ， 

上两式消去 G 即得不带参量的迹线方程 

^ + ^ + 2 = 0 


y = t — I 


流体运动的轨迹为 




參 


bt 


— 2bt 


b€ 


， y = yo^ 9 


z = z 0 e 


x = x 0 e 


其中 6 为非零常童.判断此流动是否定常流动? 


dx 


一 2汾 


=— 2 bx 0 e 


=— 2bx 


v 


~ dt ~ 


X 


dv 


= 办 : y。# = by 


v 


~ dt 


: y 


dz 


= bzo^ = bz 


v z = 


= — 2bxi + + bzk 


v 


dv 


0,此流动是定常流动. 




at 


1.10 对 8.1. 5 题所述的流体运动，如取以恒定速度 v 沿 I 轴向正方向运动的参 
考系 V ，固连于它的两个坐标轴^ 、 y 轴分别与轴平行，且 —0 时，两坐标系完全重 
合.问在 * S ' 系中看此流动是否是定常流动？ 给出/ 时刻通过任意点 ( Y 。,：/。) 的流线方程. 

8.1.5 题所述的流体运动的速度场为 

Cr $ <p) = bre 9 


: 


V 


用直角坐标系表示, 


v x = — brsin<p = — by 
v y — brcos<p = bx 

改用 Y 参考系，参看图 8. 3， 


z 


X = X 


y 


y 




图 8.3 


dx dx f 


+ V = < + V 


j 


dt 


JL 




— by 1 

Vy = Vy = bx = b(x' -f- W) 


Vy = 


df ck 


— r 


- V 


V 








X 
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所以在 V 系中看流动不是定常流动. 

在义系中流线满足的微分方程为 


—by f - V b(x f + VO 


其中£为参量. 


y 


6( 工 ’ + WW 


(办 y + v)dy 








^0 


±L(by f +V) 2 - (6y 0 + v) 2 ] 


b(x r + Vt) 2 - 士 Wo + VtY 




2b 


2 


t 时刻在 V 系中看通过 Cr ^ y 。) 的流线方程为 


V 


y 


(v + Vo 2 + y + 十 


b 


Ml 判断下述不可压缩流体的运动是否可能存在 


( 1 ) 


(2) v x = 2x 2 +y^v y = 2y lJ rz ^v z = — 4(:c+ ： y) 之 +i ： y; 


(3) v x = yzt ^v y =^xzt fVz^xyt 


流体的运动都得遵从由质量守恒定律导出的连续性方程，连续性方程的一种表 


达式为 


iR 


+ 


0 


v 




dt 


4? 


不可压缩流体，密度 P 是常量，不随时间而变，也不随位置而变，$=0，_不可压缩 

I 

流体的运动，必须满足 


▽ • V = 0 


由此式来判断所给的三个运动是否可能存在 


dz 


3 v 


( 1 ) 


▽ • V = 


9r 


9 y 


这个运动不可能存在 


dv 


do 


dv 


JL 

丁 = 4 工， 


=— 4Cx + ： y) 


( 2 ) 


= 4夕， 


dx 


By 


dz 


= 4x + 4^ — 4(x + ^y) — 0 


V 


v 


这个运动可能存在. 


dv 


dv 


dv 


~ = 0， V 


v = 0 


(3) 


= 0 , 


= 0, 


dz 




3x 


这个运动也可能存在. 


12分别判断 8. 1, 5题， 8. 1. 9题所述流动的流体是不是不可压缩流体? 
如上题所述，不可压缩流体的运动必须满足的连续性方程为 


▽ • d = 0 

8.1.5 题和 8.1. 9题所述的流动未限定是不可压缩流体，运动肯定存在，如运动不满足 
V • 1； = 0,流体是可压缩的，如满足 ▽ 


= 0,则流体是不可压缩的. 
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8. L 5题所述的运动，速度场为 


v (r ， p) = bre 


? 


改用直角坐标，速度场可表示为 


=—by, 


— bx 


v 


v y 


X 


dv 




X 


V 


= 0 


幻 = 


dx 


dy 


说明做 8.1. 5题所述的流动的流体是不可压缩的. 

也可以不改用直角坐标，直接用极坐标的散度公式计算 V 

1 dirVr) 


V ， 


V 


V = 


dr 


dp 


r 


今 


= 0^v 9 = 6r ， 


v 


1 d(br) 


V • T ?= 


= 0 


d(p 


也可得出同样的结论. 

8. 1.9 题所述的运动 


=— 2bx ， 


= by y 


= b z 


v 


v 


V 


y 


Z 


X 


dv 


dv 


do 


X 


z 


= — 2 办 + 6 + 6 = 0 


▽ . v = 


dx 


dy 


dz 


说明做此流动的流体也是不可压缩的， 

M 3 某流体沿截面积不变的直圆管流动，流速为 


: 


+ v 2 ) + —(v 2 — ^i)thx 


v 




其中为常量，在处，密度户=心问此流体是否可压缩？并求沿管道的密度分 


布. 


dthx _1 

dx ~ 2 


dv 1 


( r 2 — A ) sech 2 ，流体是可压缩的 . 


— {v 2 —vi) 






dx 2 


由连续性方程 


3 R 


+ v • ▽户十 


0 


v 




dt 


及空 = 0 为定常流动，竽 = 0 得 


dt 


at 


dr ; 


it 




V 


d:r 


vdp + pdv = 0 

dp — dv 


P 


v 


在 


处， i °= Pi ， 


一 oo 


x = 


=—(^1 + V 2 ) + iz(v t — vOthxl^^ 


=Vi 


V 


dt; 


iE 


r 

蝙 


P 


V 






p 


v 


尸 i 


v i 
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ln A = _ ln ^. 


Pi 


Vi 




V 


将 v — — { vi -\- Vz ) + { v 2 — vi)thx 代入，可得 


_ —1 

判断以下流动的类型 ：定常 不定常，有旋无旋，如果是无旋的，求出速度势， 


二 Ol + V 2 ) + —{v 2 — 


p = Pl^l 


1. 14 


流体可否 压缩? 


( 1 ) 


V 


Vy = 


V 


工 2 +y ， 


u 2 + y )” 

= —k(n^-l)ar n e 


u 2 +y) 2 ’ 

(2) v r — (n + l)arV 

其中々、 n 、 a 均为常量. 

(1)¥ =0, 是定常 流动. 


一是 （ n+l> 


—A(n + 1 ) 炉 


= 0, 


9 , 


v 


v 


9 


dt 


do" dx 


dv x dv t 

dz dx 


dlK dv 


k 


V X v 


dy 


dx 


dz 


By 


do z 


(x 2 + y 2 Y Or 2 + ： y 2 ) 




+ : V 


dy 


: X 


dV 


3 z ( x z + y > 


dv 


dz 


dv 


txy 

(父 2 + 2)2 

?XZ 

dx " ( x ? + y ) 2 


3x 


dv 


2{x l + y). 2x 


(x 2 + y z y 

2xz 

(工 2 + y ) 2 1 {x 2 + y ) 4 


dv 


2(x 2 + y> - 23 / 


dy 


u 2 + y ) 3 


V Xt ; =0 流动是无旋的* 

下面求速度势 A 


dx 




( x 2 + y ) 


(工 2 + y ) 2 


选择图 8. 4 的积分 路线： 

路段1 :：y = 0,2 = 0, 故办= 0，心= 0, 工从 0积到 


x\ 
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路段 2 :JC 保持不变，(13：=0,2=0，€12：=0,7从0 


积到 


路段 3:: c 、： y 均保持不变，(10： = 0,0^ = 0，；2：从0 


tw ) 


积到 




n 

J 


♦ =： 


dx 


(x 2 + y z Y 


O 


y 


(文，0, 0) 


dz 


dy + 


(工 2 + 父) 


+ y 2 1 w 不变 


(太，少， o) 


2 


ox 


0 


: r 不变 


m 8.4 


—工 2 + / 


这里取原点为速度势的零点，零点的选取是随意的，选择不同的零点，速度势有不同的函 
数，但选同样的零点，速度势的函数不受积分路径选取的影响. 


do 


2(工 2 + y ) • 2工 


# 


(工 2 + y ) 2 ( x 2 + y) 


dx 


(工 2 + y ) 


dv 


2{x z -f y> • 2y 




( x 2 + y ) 2 o 2 + y 2 y 


dy 


u 2 + y ) 3 


dv 


—= 0 


dz 


dv x 、 do,, . dv 


言 = 0 


V 


dy 


dx 


流体是不可压缩的. 

(2) ¥ = 0,是定常流动. 
用柱坐标的旋度公式 


dv r dv^ 

dz dr 


1 do z dv 


+ 


▽ X v = 






dz 


1 d(rvj 


1 决 V 


dcp 


dr 


1 dv z 


dv 


0 

dz 


这里 


t = 0, 




dv 


dV 


= 0 


s =o . 


dr 


1 a ( rv 9 ) 


d 






k(n + l)ar 


dr 


dr 


—一 A(rt + 1) 炉 


=-kin + l) 2 ar n 

V dv r 1 3 


一是 （il + l ) 


?一 


[(” + l)ar 


e 


dtp 


dtp 
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哼一1乃_灰（71+ 1)9 


々 （n + l) 2 ar 


e 


▽ Xr ;=0, 流动是无旋的. 


-L 1 ^ - 


孝 k 


— v r e r 4- v^B<p + v z k 


w 


V 






_ 左 （ rt +1) 穸 


=(n + l ) ar n e 


— v 


dr 


上式对 r 积分 




♦= {n + l ) ar rt e'* (n+1) Mr + / ( f )= 


+ fi 9 ) 


1 逐 


— k(.n+l)f 


+ -f i < p ) 


= 一袅 （n + l ) ar n e 




r 


一 A (”+ l ) 沪 


又有 


= v 9 — 一 kCn^l ) ar n e 




两式比较，可得 


f ( f ) — 0, f {< p )= 常量 


速度势的零点可以随意选取，故令/( 9 ) = 0 


n+l^—kin-^Df 




e 


= ar 


这样选取 /( 妗=0,是选原点为速度势的零点. 

也可用 a ) 问中求彡的方法，选取图 8. 5的积分路径， 


Z 


—dr + - d 9 + ~dz 
Jt/ r dr + rtyl 史 + v z dz 


(r,<P 〆) 


dr 


一 *(n+l)f 


dr 


(n + l ) ar n e 


y 


0 


户 o 


O 


(G 炉， 0) 


f 


Tl r 不变 df 


一) Kw +1) 


+ r [— 々 （n + l ) ar n e 


0*， o , o ) 


0 


X 


z 


da ; 


o 


o 


图 8.5 


= ar n ^ l e ^ kin ^ V9 


rt+ln —是（》+1)炉 _ 


n +1 


+ ar 


e 


ar 


=ar 


与上法结果相同. 


1 d ( rv r ) + 丄全 f 


dv 


I 一二 z 

dz 


v 


v 


dr 


3 p 


n — 1 * — A (it+l)9 


=(1 - k 2 )(n + lYar 


尹 0 


e 


流体是可压缩的. 


§ 8.2 流体静力学 


8, 2. 1 —根横截面积为 lcm 2 的管子铅直地连在一个容器上，容器高度为 km , 横截 

_ 

面积为 100 cm 2 * 今把水注入到离容器底面的高度 100 cm ， 管子上端封闭，并将水面上方的 
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气体抽空 ，求： 

(1) 水对容器底面的作用力： 

(2) 系统内水的 重量； 

(3) 解释 （1) 问和 （2) 问所得数值为何不 


同？ 


(4) 如置于磅秤上，磅秤示重多大？（容 
器质量可忽略不计). 


— 3 


1 X 10 


( 1 ) F = pghS 


X 9. 8 X 




10 一 6 


1 X 100 X 10~ 4 = 98 N 


m 8.6 


-3 


1 X 10 


X (0. 01 X 


( 2 ) W = pVg^ 

100 X 10— 4 + lX 10 _4 X 0. 99) X 9, 8 = 1. 95 N 

(3) 水对容器底面的作用力所以大于水的重量，是因为还有容器顶部给水的作用力, 
处于平衡时，水的压强的大小与截面的取向无关，在容器顶部，顶部给予水的力等于那里 
水的压强与顶部面积的乘积,它正好等吁 

(4) 以容器、管子及水为系统，磅秤的示数等于磅秤的支持力#，不计容器质量. 


1(T 


— W 




h 95 


0. 199 kg 力 


= W 95 N 




8. 2, 2 设一盛着水的长方体水箱以与水平面夹角为 a 的恒力 F 往斜面上拉，斜面 

I 

的倾角为久取固连于水箱的坐标，如图 8. 7所示 • 水箱置于水平面上静止时，水面 

髙度为水箱 X 方向的边长为 L lt z 方向的边长为 L 2 ，水的密度为 /0,大气压强为 。，求 

相对于水箱平 衡后： 


(1) 水的压强分布 p ( x ^ y ) f 

(2) x = 0 处的水箱壁受到的总压力 iV ; 

(水箱的质量可以忽略不计 .） 

解 （1) 需用水箱为参考系，它是个非惯性系，设 
加速度为<*，它沿: t 方向， 


pL\L z ha — Fcos(a — 6) 


F 


^Lji COs{d ~ d} 


a 


在水箱参考系中水处于平衡状态，平衡方程为 

pF = V p 

其中 f 是单位质量所受的质量力(或叫彻体力），注意不要与题目所给的 f 发生混淆•这 
里质量力包含两种力：一是惯 性力; 一是 重力. 

F = (—a —犮 sin 夕）/ — gcosdj 


平衡方程为 


dp . , dp 


— p{a + gsmd^i — pgeosdj = 


dx l 


3 y 




力学(上册) 


590 


t = ~ pia 

dp 


+ 尽 sin 汐 ) 


= — f>gcosQ 


dy 


dp = + ^d. 3 ; = — p{a -f* 贫 sin 汐 ) tLc 一 pgcosddy 

p —— pia + gsin8)x — pgcosdy + 

士 Li 、 y=h 处 p=po 可定常量 


c 


由 


Cf 


JO — 


— p{a + g*sin 汐 ） • ~L^ — pgcosd • h + 






= 户 0 + —/oLiCa + 茗 sin 0 ) + pghcosd 


c 


所以 


p = Po — p(a + gsin^) 


L' — pg(y — h)cosd 


x — 


Fcos(a— 

pL\Lih 

0 处的压强分布为 


其中 


a = 


( 2 ) 




x 


P = Po —pLi(a + gsind) — pgiy — h)cosd 

要计算 x = 0 处水箱壁受到的总压力，需要作积分，积分上限是此处水面的高度，设 
此处水面髙度为 H , 在 y = H 处，/>=/>。,代入上式可求 H , 

/>= />o + ~pLi{a + gsin 夕）一 pg(H — h)cos& 


H= h + 


Zgco^d 


水对 ^ = 0 处容器壁的总压力为 


H 


A)cos 汉 ] 

- irPgdH 2 ~ 2Hh)L z cosd 


Po + ^pLi (a + ^sin^) — pg(y — 

gsind) L^]L Z H 


N=~ i 


Po + TT/Ka + 


L^ja + gsin 夕） 

2 geos 0 

3 在平行放置的半径为 a 、 相距为 26 的两个金属环之间张一肥皂薄膜，如图 
8. B 所示.求肥皂膜达到平衡后的形状(重力忽略不计). 

解取图 8. 9所示的柱坐标，用 r = rO ) 来表示平衡后的肥皂膜的形状. 

考虑位于 z 〜 z + ck 的薄膜受两边的力的合力为零•设肥皂膜的表面张力系数为 
注意每个金属环上张的薄膜有紧挨的内外两层，在2方向. 

( 2 ^ • 2 冗 rcos 沒） | r — (2<r • 2nrcosd) \ z 


Fcos(a — 6) 

pL\Lzh 


其中 


H = h — 


a 


: 


奉 


a. 


(1) 


= 0 




其中0是薄膜的切平面与 z 轴的夹角， 


dr 


tBIid = "T~ 


( 2 ) 


dz 
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图 8. 9 


图 8.8 


式 (1) 左边第二次作泰勒展开，仅保留一级小量, 


d 


( rcos 夕） Q 


dz 


积分上式，并注意在 2 = 0处0=0,设 z = 0 处 r = r 。， 贝！] 


rcos ^ = r 0 


(3) 


用式 (2) 消去式 (3) 中的 cosh 得到 


= r 0 


dr 


dz 


dr 


dz 


r 0 dr 


j 


dz 




r o 


r 0 arcch ( - ' 

\ r 0 / 


z 


这里用了 arc chl = 0 


r ° ch (^i 


定出，即 r 。 满足的式子为 


其中 r 。 可由 z =6 0 寸 


r ° ch (i) 


a 


不难看出，得到的 r = rO ) 不仅 2 ：〉 0 处适用 fZ < C 0 处 


也适用. 


一 桶水围绕它的竖直对称轴以恒定的角速度 

旋转，求稳定后水的表面的形状 • 

方法一 :考虑 液体表面处一质量为 m 的水的质 
元，它位于，如图8, 10所示 ir ^ z 是柱坐标，随圆 
桶一起绕 z 轴以恒定角速度转动.该质元受到三个力 : F 
是周围的水和大气对它的作用力，它一定垂直于水的表 
面; 重力一 wgik ; 惯性离轴力 m < wVe r (采用此坐标系为参考 

系）。在此转动参考系中，水是平衡的.在与 F 垂直的方向合力为零， 


1 
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mw 2 rcos6 — mgsinO = 0 


( 1 ) 


其中0是在质元所在的竖直平面与水的表面的交线的切线方向与水平面的夹角. 


dz 


— tan 汐 


( 2 ) 


dr 


由式(1)、（2)两式消去 匕得到 反映水的表面形状的 z = Hr ) 满足的微分方程 


dz 


dr 


g 


dz = 


-dr ，之 


2g 


0 g 


方法二:用平衡方程 〆 

采用转动参考系，利用上述平衡方程求出压强分布，式中 F 是彻体力,包括重力和惯 
性离轴力，用图示的柱坐标， 


F = <v 2 re 


— g 


〜 +i 


pco 2 re r — pgk = ▽ 夕 = 




= pw 2 r 


dr 


3^ 


= 0 




也 _ 


- pg 


dz 


dp 


% d<p+ i d 


= pw 2 rdr — pgdz 


dp 


^ •十 




p = —pw 2 r 2 — pgz + c 


在 r =0、2： = 0 处，声 = /> o ( 大气压 )• 定出 c = p 0 f 

p = po ^ y ^ v 2 — pgz 

在表面 ，/) = /) Q ，代入上式，即得反映表面形状的 r = rU ) ， 


—p<o z r 2 — pgz = 0 


2g 


若上题的圆桶半径为尺，装入密度为^的不可压缩的液体，不转动时可装到 
桶底以上/ I 处,以恒定角速度 w 转动后达到稳定状态，液体既未溢出，底部仍处处充满液 


1 


争 


« 


体.求 


(1) 在底部上方高度为 z 处的圆桶壁上的压强的表 达式； 

(2) 沿轴线在底部上方髙度为 z 处的压强/>。00的表达式； 

(3) 在一位静止的观察者看来，流体的运动是不是无旋流动？ 

解根据题意，坐标系的原点应取在底部的圆心，仍可用上题求出的压强分布带有待 


定常数 C 的式子 
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想气体，忽略空气密度随髙度的变化，忽略毛细现象和 
表面摩擦.求液体在竖直管中上升的高度/1(准确到0> 2 


项) 


在水平管中由于装置的转动空气的压强/>和密 
Stfi 是不均匀的，用转动参考系，水平管中的空气处于平 
衡状态.设水平管的截面积为,考虑离轴 o: 〜 x + d : c 段 

空气，在工方向受到的合力为零， 

p(j：)S + p{x)S<o 2 xdx — / >Cr + dx)5 = 0 


图 8 . 11 




= <o 2 p(x)x 


( 1 ) 


dx 


由理想气体的状态方程 


p y = 忌灯 


其中 m 和 V 分别是气体的质量和体积，为气体的摩尔质量，: T 为绝对温度, R 为普适气 
体常数， 


m — pM 


( 2 ) 


p = 


y rt 


用式 (2) 消去式 (1) 中的 〆 ：*：)， 可得 


dp Mco 2 t 

=xax 


RT 


P 


积分上式，得 


Moj 2 


A 


In 


— 2RT 


户 0 


其中外是管中 X = 0 处的空气压强， 


Mw 2 


(3) 


P = 户 oexp 




由式(2)，因为均为常量(其中: T 因各处温度相同，故在此为常量）， 


M 


£. — 


=常量 


RT 


P 


因此与 / > U ) 有类似的关系 


Mw 2 


(4) 


9 = A>exp 


2RT 


其中外是管中^ = 0处的空气 密度. 

考虑到管中的空气质量在转动前和转动后没有变化，竖直管是细管，其中的空气质量 
可以不计， 


p(x)Sdx = p a SL 


(5) 


M<o 2 


为小量， 


对于适度 的出值 


， 2RT 


Mco 2 


Mw 2 


( 6 ) 


1 


exp 


2RT X 


2RT 
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将式 (6) 代入式 (4), 再代入式(5)，可得 


Mw 2 L 2 


Pa 


(7) 


Pa\ 1 - 


Po ^ 


Mco 2 L 2 
6RT 

再次考虑 fCr ) 与 ^ Cr ) 有类似的关系， 

Po ^ pa[ 1 — 


6KT 


6RT 


对在竖直管中上升的液体用平衡条件 


( 8 ) 


Po + Pfgh = p 


将式 (7) 代入式(8)，解出 


MCP 2 L 2 Pa 
6RTg p f 

外部的大气也遵从理想气体的状态方程，也有同样的温度： r ， 由式 (2)， 


_ 


Pa = 


RT 


Pa <0 2 L 2 


h = 


spfg 


8 . 2 . 7 杆式天平被用来测量密度内很低、体积为 A 的固体的质量将固体放在 
天平的左盘，将具有很高密度的金属砝码放在天平的右盘，使之达到平衡. 

a ) 如先在空气中实现平衡，然后将天平罩抽成真空，还能保持平衡吗？若不能，哪边 
的盘子将下沉？ 

(2) 确定在空气(密度为中达到平衡测得的质 量讲 1 的百分数误差. 

(1) 在空气中达到平衡，则 


Onig — PaY\ g^>l = imzg — zg) I 

其中 / 是天平的盘子的悬点至刀刃的距离，也是平衡时固体和砝码的力臂, v 2 是砝码的 
体积，和以 V 沒分别是固体和砝码受到的空气的浮力， m 2 为砝码的质量 • 

天平罩被抽成真空后，浮力不存在了，因朽《外，有 A 》％ ，因此置有固 
体的左盘将下沉. 

(2) 考虑到内 《内 ，因而 V 2 ^ Vi , 


1 一 PaV 1 — ^2 


上式中叫是固体的真实质量, m 2 是测出的固体质量，故测量的百分数误差 


rrn = p A V I _ Pa 

~ PiV , 


X 100% 


Pi 


固体的密度 A 愈低，测量的百分数误差 愈大. 

组成天体的一种假想物质具有状态方程 




* 


p = 


其中/>是压强4是质量密度，々为 常量. 

(1) 证明对于这种物质，在流体静力学平衡条件下，密度和引力势之间有线性关系， 


把上式写成分量方程， 


积分，对X积分时，:视为参量，余类推，得 

U = — kp -f 办， x 、 

U = — kp + / 3 0r ，： y) 


三式分别对 


工、 : y 、 之 


三式都得满足，只能是 


+常量 


(2) 引力势满足泊松方程 


\7 2 U = 4 ：TcGp 


将式 (1) 两边求散度，与式 (2) 比较， 


Vf/ =— k\/p 


( 1 ) 


( 2 ) 
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注意正比项的代数符号； 

(2) 写出在流体静力学平衡时密度所满足的微分方程，可用什么边界条件或别的物 


理约束? 


(3) 假定是球对称的，求出平衡时天体的半径. 

解 （1) 设作用在这种物质单位体积上的外力为/，考虑I〜 •r+duy 〜: y+d^ar 〜2 + 
dz 围成的体积元，在 i 轴方向的平衡方程为 

f x (x 9 y y z)dxdydz + p(x,y,z)dydz — p(x + dx 9 y,z)dydz = 0 


dx 


(工，: V ，之） 




同样考虑^轴^轴方向，列平衡方程，可得 

f = 也 


dp 


z 


dy 


dz 


可把三式合写成 


/ = V/> 

iAf 为作用在单位质量物质上的外力，/二#，平衡方程为 

pF = ▽户 

单位质量物质所受外力是由天体自身的引力势 C7 引起的， 

F =- VC7 

— pvll = Vp 


将状态方程 p - fkp 2 代入上式， 


—V U = ~k V p 2 p 


逆 ar 逆 av ac/ ldte 


dL T lar3«7lava[7 一 3fe 
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▽ • vt/ = V 2 c/ =— kv * s/p 

— k \ J 2 p = ^7 zGp 

流体静力学平衡时，密度满足的偏微分方程为 


— kS 7 z p 




AttG 


V 2 p =- 


( 3 ) 


P 


k 


可用的边界条件是在天体的边缘/ > = 0, 由状态方程，这里也有/>=0,还有在天体内部各处 
密度 p > 0 且有限. 

(3) 方法一 :对于 球对称的天体，可采用球坐标，原点取在天体的中心. 

用球坐标， 


2 i 2 ^ , 1 ( cot 汐 dp 

v 户 —aH 十 


l _ tR 


dd 2 


2 


d 9 r z sin 2 d 


dr 


r 


今密度 p 具有球对称性，即 p = pir ) 




▽v = 


dr 2 


dr 


r 


式 （3) 可写为 


d 2 p . 2 AttG 

dr _ 

，并作变量代换 : a = V 或■，因 


(4) 


P 


dr 2 


k 


r 


4 兀 G 


令 


0) 


k 


djo _ I 


1 du 


dr ~ 


dr 


d 2 p _1^ dw _2_ du 


m 


dr 2 


dr 2 


dr 


式 (4) 改写为 


d 2 汉 


2 


詰 + 心 = 0 


立刻可写出其解为 


u = u 0 sini(or + /?) 

_ r oPo 


U 


sin ( a>r + /?) 


(5) 


r 


边界条件:厂=及处，户=0，/?为天体半径， 


r ^sin(coR + /?) = 0 

1，2,3, 


(oR + /? 


rm 


n 






_擊_ 


O > 0，n # 0) 

再用天体内部各处 /^0， sin ( w +/?)>0,6 ur +/?<7 r ，; z 只能取 w = l ， 


/? 


7V —— coR 




( 6 ) 


r 0 po 


r 0 p 0 


sin[<w(i? — 厂 ）] 


sin(ojr + ;r — coR)= 


P = 


又由 F = — VU=kVp 
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球坐标的梯度表达式为 




▽ 户 =^e r + - ^e $ + 


% e ， 


dd 


rsin 6 


dr 


iR 


这里 p = p ( r ),\/ p = 


e r 


dr 


去 — cor) 


F — k \7 p 


k 


e r 




_ 1 

~^ kr 0 p 0 sin ( a)R 

由于球对称，在 r =0 处 F = 0, 由此可得出 


— < or ) + —— kr 0 f > Q cucos(cuR — cor ) 


e 






0)R = 7T 


(7) 


这样， 


nk 


n 


R — 


4 G 


A^G 


k 


suuor — < orcos(or 


F = 一 kf'QPQ 


e 


当 r - W 时，有 ^"=0, 根据如下 


sm^wr — corcoscar 


lim 


a)coswr —* cocoscur 


w^rsmwr 


=lim 


2r 


=lim —( o 2 siruor ~ 0 


方法二:式 (7) 可从式 (5) ，考虑 r = 0 处有限得出/? = 0,再用式 （6) 得到 a)R = 7 t 9 ^ 
以天体的半径为 


nk 


K 


R =— 


AG 


为描述由于行星的缓慢转动使赤道鼓起，计算旋转的表面形状.假定行星完 
全由不可压缩的密度为 A 总质量为 Af 以恒定角速度转动的流体组成.转动时，行星中 

心至两极的平衡距离为及 

(1) 写出本题的流体静力学平衡方程； 

(2) 作粗糙近似，即用靠近表面处引力场写为一 

(3) 求出行星表面的 方程； 

(4) 如赤道鼓起尺一是行星半径的小部分，对 (3) 问得到的表达式作近似，用以描 

述表面对球状的 偏离； 

(5) 对于地球的情形 O ^ = 6400 km ， A /=6 X 10 24 kg )， 对赤道鼓起的高度作一数值估 




* 


P 


GM 


求行星表面附近的压强; 


€ 


r 9 


计 


(1) 用此行星参考系，它是对惯性系做绕行星的对称轴（极轴）以恒定角速度 
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转动的转动参考系，用固连于它的球坐标，原点在 
行星的中心,极轱为2袖，如图 8. 12所示.图中画 
出了行星上任意点处单位质量受到的两 
个彻 体力： 


F x = — F x e r 

F 2 = G>VcosA(cosAe r + sinAe^) 


F 1 是星体其余部分对它的万有引力, F 2 是惯性离轴 


7 t 


力，其中 A 是 P 点所在处的纬度， A= :—反 


2 


用球坐标的梯度表达式 


图 8. 12 


1 变 

rsind dp 9 


V/> = ft + 丄 ^e e + 




dr 


平衡方程为 


pF = \/ p 


代入，并写成分量方程 


31 


〆一A 十 o^Vcos 2 A) = 


9 t 


^/rcosAsinA= —— 


d 9 一 


dX 


f ) 




(2) 求行星表面酎近的压强,按题目所述作粗糙近似, 

一一厂 2 4 

dp _ _ pGM 


+ pco z rcos 2 X 


dr 


逆一 


= — 〜 2 r 2 cosAsinA 


dk 




= o 


ap 


fdr + f x AX + 专 9 


dp ^= 


[- 


pGM 


+ ^>o>Vcos 2 A dr — /w 2 r 2 cosAsinAdA 


—— + p < w 2 rcos 2 A ) 


3 


a 


=—( — pa > 2 r z cosXsinX ) 


因为 


dk 


dr 


上述的式子为恰当微分， 


dp = d 

\ 


pGM 


+ —^ct> 2 r 2 cos 2 A 


^ — + 士户⑴ V 2 cos 2 A + 


P = 


c 



力学(上册) 


600 


用 r — R 处 /) = 0 ,定出 


C ， 


— ^ pa) 2 R 2 cos 2 X 


c 


R 


p - joGmJ 

对于纬度 A 处，在表面以下深 /i 的一点， 


—— + —/?o> 2 (r 2 — R z )cos 2 X 


所以 




R 


= R — 


— 1 


h 


h 


1 — — 
丄 TV 


R 〜把 




R R- h 

= 及 2 ( i -会 

p (,h 9 A)= 


R 


R R 


2h 


-R z =- 2Rh 


- R 2 ^ R 2 1 - ~ 

\ R 

(— 及 w 2 c °s 2 A) M 

(3) 行星表面是一个等势面，单位质量的势能是万有引力势和惯性离轴力势之和， 

u = u,+u 


2 


2 


- R 


2 


u, =— 迦+ 常量 


rcos 2 Xe r + ⑴ VcosAsinAc 


F 


(O 


e 


3 U 


1 2 


与 


F 2 = — \lUi =— 


—^e 


dr 


比较可得 


3[7 


= — (o 2 rcos z X 


dr 


3C/ 


—— a> 2 r 2 cosAsinA 


3 e 


3 U 


3 U 


2 


因为 


dd 


dX 


后式可改写为 


3 t 7 


2 


oj 2 r 2 cosAsinA 


dX 


dr 十 ^rdA 


5C7 


d(^/ 2 — 


3 A 


dr 


= — a) 2 rcos z Xdr + 6t> 2 r 2 cosAsinAdA 


= — d ~co z r 2 cos z k 


cos 2 A + 常量 


U 2 = — 


arr 


GM 


— —a>V 2 cos 2 A + 常量 


u^u l + u 2 =- 


2 


r 


在行星表面，常量， 


GM 


— ~o) 2 r 2 cos z A = 


c 
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由两极离中心的距离为及力，代入； 1= 士寻 , r=/^ ， 可定出 c 为 


GM 


€ 


R 


p 


行星表面的方程为 


GM 


GM 


+ —o> 2 r 2 cos 2 A =— 

2 K 

十⑴ VcosU — $ 

2 /v 


p 


GM 


或 


+ GM = 0 


p 


(4) 在赤道处， A=0，r = jR e ， 代入上式得 


R.-R 


w 2 Rl = 2GM 


R 


p 


表面对球状的偏离为 


⑴ 2 圮 


— R 


2GM 


R 


p 


(5) 对于地球， 7^ = 64001011 ，从 =6\ 10 24 kg ， 


2 芘 


-5 


= 7. 27 X 10 


0 ) = 


S 


24 X 3600 

G = 6. 67 X 10^ n Nm 2 (kg) 

(6. 4 X 10 6 ) 4 X (7. 37 X 10- 5 ) 
2 X 6. 67 X 10 


一 2 


又 


= L 1 X 10 4 m 


Re _ Rp 




-11 


24 


X 6 X 10 


_ R 


-3 


0*18% 


〜 1.8 X 10 




Rp 


赤道鼓起的高度约 11 公里，偏离球状约 0. 18%* 

8 . 2 . 10 用图 8. 13 所示的 U 形管测量汽车的加速度 . 当汽车加速行驶时，测得 A = 
100mm ， 求汽车的加速度（图中 L=200mm). 

设汽车的加速度为 a, 必沿工轴正向，用汽车参 

考系， U 形管内的水处于平衡状态.由平衡方程 


pF = S/ p 

p{— ai — gj) — S/ p 

並— 


dp 

dx=~ pa 、 


=—pg 


dy 


dp — 一 padx —— pgdy 

P = — picix + gy) + 
设工 = 0 处水面高度为 


c 


L 处水面高度为 




: yi ， 工 


yt ^ 


图 8-13 


h . 




y\^yz 


在 ( 0 , 3 ； i) 处及 (L ，： V 2 ) 处，压强均为大气压， 

— pia * 0 + ^i) + c = _ p(aL + 发 : y 2 ) + c 

aL = ( 3/1 — y 2 )g = hg 




602 


力学(上册) 


h 


— 3 


100 X 10 


a 


X 9^ 8 ~ 49ms 


— 2 


L 


200 X 10— 


考虑的处于四分之一的半球内的液体为系统‘ 


11 


A 


0 


O 


y 


c 


x 


A 


z 


z+dr 


y 


N 


B 


z 


z 


图 8. 14 

对八分之一球面的压力的合力 w 可写成 


8* 15 




~ + N y j + N z k 

z > Q 处四分之一半球内的液体对系统的作用力. 
界面 OA 8 上在 z ^ z ^ z 间作用于系统的压力为 


N 工 等于 x <0、3 />0 


通过 OAB 面对系统的作用力 


0 


Vr 2 — z 2 d (— z 2 ) — 




~^Pgr 


根据对称性，可以写出 


N 


= ^Pgr 


y 


^ 的大小等于八分之 

一 球体内液体的重量， 


球面 ABC 对系统的作用力的^方向的分量，等于这八分之 


4 


N 


3 


=二 X 


~nr pg = — npgr 6 

PSrH + ~ pgr 3 J 4 - ~ npgr 3 k 


z 


所以 


N = 


N X {xi + yj ^ z k) = o 


，则 
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N x N y N 


N x y — N y x — 0 


N y z — N z y = 0 


代入从上述两个方程可得 


作用线是这两个平面的交线，作用点是此交线与八分之一球面 ABC 的交点.两式与 x 2 + 

联立解得 


2r 




8 


8 


作用线也可表示为参数方程形式， 


2 厂 


2r 


8 


其中£为参数 


8. 2. 12 证明： 任意曲面在彻体力仅有重力的静止流体中，所受的总压力的水平分量 
等于该曲面在垂直面上的投影面积上所受的总压力. 

证明 把曲面看成无限个面元组成，每个面元是一个平面.取任一面元，面积为 A 5, 

其法线方向的单位矢量为 n = nd + n y j + n z k . z 轴沿竖直方向. 

该面元所受的压力为 


piss 


其水平的: T 分量为 


pASn x = pAScosa = />( A * S ) 


pASn 

其中 《 是 / I 与轴的夹角，也是 A 5 与垂直于 X 轴的竖直平面 W 的夹角，（△^)#是 A 5 面 
在、^平面上的投影.这就证明了对于任一面元所受的压力的水平分量，等于该面元在垂 

于这个水平方向的投影面积上所受的压力. 

彻体力仅有重力，/>只与2有关，如曲面所受总压力的水平分量沿某一方向，其单位 


矢量用表示、剡 


\ P 


d*S = jp ( z ) l { z)dz 

/ U ) 如图8,16所示，闭合曲线围成的面积 Si 是曲面所受压力的 
水平分量相垂直的投影面积，是投影面积的面元， 

pizjIMdz 是垂直的投影面积上所受的总压力.这个总压力 

当然沿其法线方向，法线的单位矢量为如彻体力还有其他 
力，则/>将是工、^^的函数，上述等式不能成立，也就不能得出 
所要证明的结论. 


/⑻ 


■S 丄 


图 8. 16 
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13 一 半径为的圆柱形容器，其顶盖中心装 
有一敞口的测压管(见图 8. 17). 容器装满密度为^的水, 

测压管中的水面比顶盖高 h ， 大气压为 外，当容器绕其对 
称轴以角速度 W 旋转时，顶盖受到水向上的作用力有多 




取以〜的角速度旋转的转动参考系，可用平衡 
方程，取顶盖中心为坐标原点^轴竖直向上. 

p ( co 2 re r — gk ) = V/> 

分？ i k 






V p = ^ e r + — 


r 




= pwr 


dr 


dp 


=—Pg 


dz 




— 0 




dp = p < o 2 rdr — pgdz 


P = TrP ^ 2 r 2 — pgz + c 


在 r = Q 、 z = h 处， /> = /> 


0 ， 


po =— Pgh + c ， 


夕 o + Pgh 


c 




P = Po + — ^V 2 — pgCz — A) 


顶盖处，2 = 0,顶盖受到水向上的作用力为 


R 


/>(”，()）• 2 ffrdr 


F = 


o 


R 


Po + — + Pgh \ • 27 trdr 


0 


— 7 tR 2 \ p 0 + pgh + ~ p < o 2 R 2 


一离心分离机，其容器半径为 i ?， 高度为 H . 容器静止时装水髙度为 I 水的 

密度为厂为使水不溢出，角速度不能超过何值？ 

解利用上题得到的 />( ra )， 


:爛 


p — — pu ) 2 r 2 _ pgz + 


c 


2 


H 处，声= 外， 由此定 


当时，水刚好不溢出 ，r = R 




c 




p<°l^R z ~ pgH + 


P 


c 


0 


=Po ~ 7p ⑴ Lx 尺 2 + PgH 


c 
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癱 


P = Po + — R 2 ) — pg{z — H ) 


令户=/) 0 ,可由上式得到水面的方程 


—^ Lx ( r 2 — R 2 ) = g{z — H ) 


(1) 


= R 2 + 


CO 


设水面最低点的 Z 坐标为 z = h f ，那里 r =0, 由式 （1) ， 


h! - 


R 


max 


2 g 


水的密度/ > 为常量，是不可压缩的，旋转时水不溢出的条件下，旋转时水的体积与不 
旋转时的体积相等. 


H 


7t\^R 2 — r 2 {z)~\dz + 7tR 2 h f = nR 2 h 

iz - H)dz + 7rR 2 ^H- jz^L,R 2 ) 

(H 2 — h n ) + - h f ) + ttR 2 (H 

=// — 化简后可得 


h 


H 




左边 


h ， 


max 


JEE _ 


x^ 2 ) 


CO 




M^l 


2 g 


max 


代入 y 


左边 = 7 tR 2 H - 十⑽ Lx /? 4 


4g 


ttR 2 H - 丄咖 LJ ? 4 = 7 tR 2 h 


所以 




4g 


解出 


CO 


max 


设有单位质量受到的彻体力场为 






F x = ir ( y 2 -\- z 2 ) + 2 A (>； + 之）工 


O 2 + x 2 ) 4- 2"0 + x)y 


F 


y 


F z = —{ x 2 + y 2 ) + 2 v{x + y)z 


其中 A 、 p 、 V 均为常数.问 k 、 fJL 、 V 为何值时，在此力场作用下的均质流体可能达到平衡. 

均质流体是不可压缩的单相流体4为常量.平衡方程 

pF — S7 p 


可改为 


F = V 


P 


P 


因梯度的旋度等于零，均质流体的平衡方程为 

V X F = 0 
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对于题目给的彻体力 F ， 


3F 


9F 


~ y + 2Ar ， 


+ 2 ^y 


dy 


dx 


dF 


dF 


+ 2户）， 


=y + 2oz 


3z 




dF 


dF 


= 工+ 2 -， 言 


2 Az 


dx 


只有当 A =//= 


3F ^ 3F^ dF3F 


dx ' dz 


dy 


3y 


dF, dF 


▽ XF = 0 可能达到平衡. 

8.2.16 —个充满水的密闭容器，以等角速度 0 绕一水平轴旋转，能否达到相对平 


衡？如能达到相对平衡，求出等压面方程. 

解 取固连于密闭容器的 


轴，其中 x 轴取水平转轴，用绕$轴等角速0转动 


的参考系 


单位质量受到的彻体力为 


+ co 2 zk + gcosicot + + gsin(<ot + a)k 


P = 


F 显含时间 h 不可能相对平衡. 

2* 17图 S . 18中圆形截面的活塞直径 d =4 cm ， 圆柱体状重物 W 的底面直径 D = 
24 cm . 当作用在活塞上的力 f 为 100 N 时，能举起重物的质量多大？ 


聲 


图 8. 18 


重物处的压强与活塞处的压强以及各处油的压强均相等，由此可计算能举起的 


3 

Fri m 


重物质量为 


W 


F 


—nD 


4 


—7td 2 


4 


_ 100 ^ (0. 24) 


367kg 


(0. 04) 2 


许多初等教科书表述流体静力学的帕斯卡原理为 :“封 闭液体压强的任何变 
化可无缩减地、瞬时地传递到该液体的所有其他部分.”这是否违背相对论?解释清楚这里 
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ft 


所说时“瞬时地”意味着什么？ 

答帕斯卡原理只适用于不可压缩的液体，任何流体都不是绝对不可压缩的，所谓不 
可压缩的流体只是对一类可压缩性较小的流体的一种近似，一种简化了的模型.正如对于 
低速的机械运动可用牛顿的力学理论一样，不能认为它们违背了相对论. 

液体内压强的变化是以在该液体中传播声波 
的速度传播的，因通常容器的尺度比较小，声速又 
相当大，压强变化传递到容器内各处的液体所需时 
间非常短，几乎可以忽略.就像一些碰撞问题冲力 
很大但作用时间极短一样，都可作“瞬时地”处理. 

8 . 2.19 如图 8. 19所示，盛水容器底部开有 

直径 d =5 cm 的圆孔，用空心金属球封住.球重 

2. 45 N ， 半径 r =4 cm ， 水深// = 20 cm . 试求升起该 

球所需之力. 


图 8. 19 


水对金属球的浮力等于被金属球排开的水的重量. 

取 2 T 轴竖直向下，原点取在金属球的中心，被金属球排开的水的体积为 


jr ( r 2 — z 2 ^&z 




—nr 




4 


d 


+ 


—7 tr — 7 tr 




— 七 d 2 - rr 2 + = 2. 59 X l ( T 4 m 


nr 


12 


升起该球所需之力为 

F=W - pgV + pgH • \ nd 2 


4 


n 


= 3. 45 — 10 3 X 9* 8 X 2. 59 X 10~ 4 + 10 3 X 9. 8 X 0. 20 X —(0. 05) 


4 


= 3. 76 N 

注意：由于圆孔处无水，水对金属球的作用力不是浮力，而是压力.这里设想在圆孔处 
有一个向上的力，又有一个同样大小的向下的力，前者与金属球与水接触面所受的压力一 

起成为对金属球的浮力，后者就是 PgH - \ nd \ 

如直接计算水对金属球的作用力，根据对称性，其合力必沿竖直方向.设合力向上(实 
际是向下的），采用球坐标的0作为积分 变量. 合力为 


cosd • 27 trsin 8 • rdd 


- S 七 d 


pg rcos ^ + // — 


d 


是在 z 处水的压强， 


其中 0 


2 rj 9 PS |^ rcos^+H —^ r 2 — ^ —d 

f 丄 d 2 lcos /9 是 z 处的压强在竖直向上方向的分量， 27 rrsin 0 • rd 沒 


arcsin 


Pg rcos^+H — 
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是金属球面上处于0〜 0 + d 0 间的面积 


cos ^ • 27 tr 2 sin 8 dd 


F = W - 


pg rcos 0+// — 


经计算可得同样结果. 

8. 2. 20 一个均质的正立方体木块,边长为 1 m , 加重物后浸入水中达到平衡时，恰好 
一半浸入水中，重心位置如图 8. 20( a ) 所示，当木块转过45°角，如图 8. 20( b ) 所示.求此位 
置木块受到的恢复力矩. 


Vg = I X 10 3 X 士 X I 3 X 9. 8 = 4. 9 X 10 3 N 


W = p 


M = 4. 9 X 10 3 X 0. 25 X sin 45° = 866 Nm 


G 


Io 4 25m 一 


0.5m 


( a ) 


(b) 


图 8. 20 


8 . 2 . 21 —个空间站是一个充满空气的半径为 a 的大圆筒，圆筒围绕其对称轴以角 

速度 O ) 自旋，以提供边缘的加速度等于地球表面的重力加速度.若空间站内部温度 T 是 
常数，求圆筒中心处的压强与边缘处的压强之比. 

取空间站为参考系，空气处于平衡状态，由平衡方程 

pF = ▽/? 


其中彻体力 F 是惯性离轴力， 


F = < o 2 re 


dp 


1 dp , dp 


pa)^re r = ^T ： e r 

dr 




dz 


r 


# = 0 ，g = 0，/) 只是 r 的函数. 


今 


d(p 


dp 


pa/r = 


( 1 ) 


dr 


这里 p 不是常量，是 r 的函数. 

设空气的摩尔体积为 T ；， 状态方程为 


pv = RT 


其中及是普适气体常数. 

设空气的摩尔质量为 


戶， 


户= 押 


a rt 


RT 


P = 
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(2) 


p = 


RT 


将式 (2) 代入式 (1) ，变量分离后可得 


知= ^rdr 


RT 


P 


juco 2 r 2 

2 RT 

在圆筒边缘对静参考系的加速度等于地球表面的重力加速度， 


(3) 


p = cexp 


_ R . 


(4) 


将式 (4) 代入式(3)， 


p = cexp 


2 aRT 


圆筒中心处的压强与边缘处的压强之比为 


— ma 


= exp 


2 RT 




㈣ a 

fvi *.■* h wffx r. r 

l 2 RT 

说 明:按 出题者的本意，空气将随圆筒一起旋转，处于相对平衡状态，还要用理想气体 
的状态方程，像上面那样解题。可是1这样作有理论上的缺憾:要空气跟着一起转动，必须 
认为空气是黏性气体, F 袼地讲不能用理想气 体的状 态方程•如果把空气作严格的理想气 


dp | 




体处理，则它就不会跟圈筒同步转动了._果完全不转动， 

一个由气体组成的、半径为及的球状物体具有球对称性，密度 P = P ( r )， 引力 
势 C 7= f /( r )， 由压力支承自身的引力，压强/> =声0)•下列哪些式子是物体的引力势能 V 
的正确表达式.而另一些仅差一个正的或负的数字因子. 

( i ) — |0 


p(a) 




dU 


dU 


r z dr 


^ r 3 dr , ( ii ) 女 


dr 


G 


dr 


( iv ) — 4 ^r pr 2 dr 


( iii )2 ?r pUr 2 dr f 


对于密度为 〆 : r ，^ a )、 体积为 r 的孤立系统，其自身引起的引力势能为 

V = ^ rlpC^fy (x , y , z)dxdydz 


2 


对于半径为及的球对称的球状气体系统，自身引起的引力势能为 

V — p ( r ) U ( r ) • 4? rr 2 dr 


( 1 ) 


= 2 tc fiUr 2 dr 

Jo 

这正是 ( iii ) 的表 达式. 可见 ( iii ) 的表达式是正 确的. 

自身的引力由压力支承处于平衡状态，由平衡条件 

pF = ▽户 
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今 F=-fe r 


，球对称）， 


dU 


— 


( 2 ) 


——— P 


dr 


dr 


又引力势满足泊松方程 


V 2 U = AkGp 


对于球对称情形，上式可写成 


dU 


1 d I O \JL^ 

—r t- r 一 ^ 


=^7tGp 


2 


dr 


dr 


dU 


1 d I o 

T~ r z -^― 


所以 


(3) 


P= ^G 


dr 


2 


dr 


将式 (3) 代入式 (2)， 


dU \ dU 


it 」 


1 d I o 

■ ■ - ■■ ■■ I « .. 

AtvG r 2 dr ' r 1 


dr 


dr 


dr 


在球体以外，声 = 0，¥ = 0,故 




dU 


(4) 


= 0 , 


= 0 


dr 


dr 


r=R 


R 


式 (1) 也即 ( iii ) 的表达式,可改写 


V=27r| tG U U r ^) dr 


R 


0 


R 


R 


dU 


dU 


Ur 2 


dr 


dr 


dr 


2 G 


0 


0 


R 


dU 


dr 


(5) 


r 


dr 


2 G 


0 


计算中用了式 (4). 

将式 (5) 与 ( ii ) 的表达式比较，可见 ( ii ) 的表达式缺了一个因子“一 f 
将式 (3) 代入 ( i ) 的表达式， 




R 


dU 


r 3 dr 




dr 


dr dr \ dr 


R 


G 


0 


R 


dU 


dU 


dU 


dU 


O 

厶 … I ■ 

f t 


d 


r 


dr 


dr 


dr 


G 


0 


dU 


dU 


d 


r 


dr 


dr 


G 


dU 


=rd 


dr 


2 G 


dr 




2 G 


R 


dU 


r 2 


dr 




dr 


2 G 


0 
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此式与式 (5) 相同，式 (5) 是正确的表达式 ( iii ) 改写的，可见 ( i ) 的表达式也是正确的. 

( iv ) 的表达式作如下 改写： 


Atc[ pr 2 d 

[H: -J 


4 丌 


3 






4 ^r 


dr 


dr 


dU 


dU 


4 兀 


Art 


r 3 dr = — 


r 3 dr 


— P 


P 


dr 


dr 


在计算中用了式 (2). 

将上式与正确的 ( i ) 的表达式比较，可见 ( iv ) 的表达式多了一个因子“士” 


8. 3流体动力学 


8 . 3.1 如图 8. 21所示，一低速风洞具有开口式的试验段，其横截面直径为 A —杯 
式酒精压力计连接于风洞较粗段上，此处横截面的直径为当重力作用下的、密度为 p 
的理想气体流过时，压力计高度读数为大气压强为/>。.酒精密度为 〆 ，流动是定常的. 

求试验段流体的速度. 


图 8. 21 


由连续 


设理想流体在直径为 D 的粗段和直径为^的细段的流速分别为 


Vi^Vz 


性方程， 


= —7td Z V 


tcD 2 v x 


( 1 ) 


4 


4 


由伯努利方程， 


( 2 ) 


( Po 为大气压) 

P\ — Po p f gh 


(3) 


户2 =户0 


(4) 
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# 


由式⑴’ 


d 


(5) 


v 2 


D 


将式(3)、(4)、（5)代入式(2)，解出 t ； 2 , 得 


D 


v 2 = 


3 . 2 密度为^的水从一大容器流入一喇叭型导管，入口和出口处截面积分别为 

&和&，导管长//，如图 8. 22所示，大气压 

强为外,运动是定常的，问 A 多大时，导管入 
口处压强为零. 


由伯努利方程， 




户 0 + Pgih 七 H) = /> 0 + ~7TP^2 ( 1 ) 


Pi + —pvl = TTi^i + PS H 


( 2 ) 


其中 


分别是导管入口和出口处的流 




速 


图 8. 22 


由连续性方程 


5 S 2 ^ 


(3) 


由式 a ) 可得 


- H 


(4) 


h — 


u 


由式 (2) 、 （3) 消去，解出 d ，得 


2 


p(Sl - 5?) 


将上式代入式(4)，得 




h ~ 


3*3 如图 8. 23所示，压强为1, 08 X 1 0 5 Pa 的空气以 30 ms — 1 的速度从 A . B 两个进 




A 


Ri 


45 


C 


B 


图 8. 23 
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口流进箱内，进口面积都为 5 cm 2 ，箱内的空气经过(:排气口排入大气，排气压强等于大气 

压强，为 1.013 X 10 5 Pa . 气体不可压缩，密度为 1.225 kg / m 3 , 进出口 处于同一髙 

度，设为定常流动.试求反作用 力私和 i ? 2 . 

已知 Pa = Pb = 1 ^ 08 X 10 5 Pa , 


Va = vb = 30 ms ~ 


Pc = Po = 1- 013 X 10 5 Pa 


箱内压强为/ >c 


p = 1. 255 kg / m 3 

5a = = 5 X 10 _4 m 


对箱内气体用动量定理， 

(p A — pc)S A + {pB — ^ c )5 Bsin 45° — R z = QaVa + Q^ £ sin45 

ips — pc)S B sin4 ： 5 0 — Ri = QB^sin45° — Qcv 

其中 Qa . Qb . Qc 分别是单位时间内从 A,B 两个进口流入的空气质量和从 c 出口流出的 

空气质量. 


( 1 ) 


( 2 ) 


c 


(3) 


Qa = 

Qb = P ^ B^B = P ^ aSa 
Qc = Qa Qb = 2pv^S 


(4) 


(5) 


A 


将式 (3)、（4) 代入式 (1)， 解出 


R 2 = ipA — pc)S A (l + sin 45°) — Pv 2 aS a {\ + sin 45°) 


代入数据，经计算得 


R 2 = 6* 66 N 


对两点用伯努利方程， 


2( /_ pc) 


v c = 


p 


代入数据可得 

将式 U )、（5) 代入式(2)，解出 

知 ）5 v sin45 。 —pv 2 A S A ^^° +2pv A S A v 


100 m/s 


v c 




= CpB 

代入数据后，可得 ^1 = 5. 65 N 

一水塔的蓄水箱底离地面的髙度 
20 m ， 其横截面为半径及 = 2111 的圆，蓄水深 h 

，如果用装在高 H ! = 5 m 处截面积为 2 cm 2 的 

水龙头放水，假定始终都是定常流动，问需多久才 
能将水放完？ 


C 




8 


H 




Jm 


J 


设大气压强为外,当蓄水箱中水面比箱底 
髙 x ( m ) 时，水面处的流速为水龙头流出的水速 


图 8. 24 
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# 


为 


由伯努利方程， 


了 〆 + p g H l + P 


= + PgW 0 + JT) + po 


由连续性方程 


5^ = nR 2 v 


其中 S 是水龙头的截面积. 

从上述两式可解出 W 与 *2： 的函数关系为 


5 2 


2g(J^o — Hi + x) 


v 0 = 


Tt 2 ^ - S 


s 2 


dx 


tgiiu — + X ) 


= — v Q = — 


ck 


7T 2 R 4 - S 2 


将水放完所需的时间 t 为 


dx 






TT 2 ^ 4 - S 2 

2gS 2 
2(7t 2 R^ - S 2 ) 


gS 2 


代入 R — 2m 9 S = 2X 10 _4 m 2 ，/ / 0 = 20m，//i = 5m，/i = lm，^r = 9, 8ms — 2 ，可得 

， = 3. 61 X 10 3 s 


洒水车的大水槽的后端底部有一小孔，当洒 
水车以匀加速 a 前进时，后端水面的高度为 A . 求此刻水 
从小孔流出的速率.（以洒水车为参考系） 

虽然水从后端底部的小孔流出，以洒水车为参考 
系，仍可近似认为洒水车中的水处于平衡状态.说得更确 
切些，水从小孔中流出的过程是一个准静态过程. 

取固连于洒水车的 a 坐标，如图 8. 25所示，原点取 
在洒水车的大水槽的后端底部， I 轱水平沿车前进的方 


3 


y 


h 


o 


图 8.25 


向 A 轴竖直向上 • 

单位质量的水受到的彻体力为 


F = — ai — gj 

pF = S/ p 


由平衡方程， 


处— 




得 


= —pg 


=—pa j 


3 y 


dx 


dp — ~^dx + = 一 padx — pg^y 

oX ‘ 


dy 
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_ 


积分得 


p = — pax — pgh + 


c 


由 x = 0 ，：y = / i 处/ > = 大气压）定出 


C = po + Pgh 

P = Po + Pgh — p{ax + gy) 

上述压强分布适用于大水槽内部(包括小孔附近，那里水的流速〃〜 0), 小孔附近的外部, 
户=和.对小孔附近内、外两点用伯努利方程， 


因为 


Po + pgh = po + —pv 


其中 t 为从小孔流出的水的速率(相对于洒水车）， 

v = j w2gh 

半径为及的圆柱形水槽绕自身的铅直对称轴以勻角速0转动，水槽侧壁有 
一小孔，水面最低处在小孔上方 A 处.求此刻水从小孔流出时相对于水槽的速率. 

解取水槽为参考系，取固连于它的柱坐标系，原点取在对称轴上，与侧壁的小孔同 
高度处 a 轴沿竖直的对称轴，向上为正. 

单位质量的水受到的彻体力为 


83 


F = oj 2 re r — gk 


由平衡方程，#=▽声 




dp 


= pco r ， 


Pg 


dr 


dz 


dp = pco 2 rdr — pgdz 


P = -wp^ 


厶，户=/> 0 ,定出 


7 jC 面最低处， r = 0 




，之 


Po + pgh 


Po + Pgh + —p<o 2 r 2 — pgz 


所以 


P 




对小孔附近内、外两点用伯努利方程， 


言 〆 尺 2 


Po + Pgh + 


Po + 


注 意:用 伯努利方程的两点必须处在同一条流线上.考 
虑小孔附近内、外两点都确保在同一条流线上. 

8.3.7 密度为^的理想流体通过截面积为正方形的、 
水平的圆弧形管道(见图 8. 26) 做定常流动，正方形边长为 
21，圆形轨道的中心线的半径为 i ?， 测得通道在同一高度 

上内外侧压差为△/>，通道内水流速度为 

A 为待定常数.试证明通过通道的水流质量流量为 


A 


0jV 9 = 一 , 


图 8.26 
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R 十 L 


{R 2 - L 2 )ln^ 
证明 该流动为无旋定常流动，证明无旋 如下： 


Q 






dv p \ , I dv r dv z \ , 

f 卜 + ln 卜 +L 


1 洳 r 


1 do 


k 


V X v = 


d^P 


dr 


dcp 


d(rv m ) 


do 


今 V r =0 fV z = 0, 


0, 


= 0 




dr 


dr 


可见， VXv =0,流动是无旋的 • 

对于理想流体做无旋的定常流动，对任何两点（不要求在同一流线上)都有伯努利积 
分，即有同样的伯努利常数. 


今对正方形截面的圆形管道的内外两侧，即 r = /?_ L 和 
的两侧上的两点(见图 8. 2. 7) 写伯努利积分. 


R+L 


A 


A 




= 


R + L 


R - L 


M 


A 


A 


+ Pm = 及 + l 


J P \R 


— L 


图 8*27 


2RL 


= pN — pM ^ 


( R z - L 2 y 


(R - L) 2 {R + LY 


{R 2 - L 2 ) 


A = 


/ 2 pRL 


通过通道的水流质量流量为 


pAL\n { ) 

、 K —— Lf I 


嚷 +L 


A 


j ,-/7 2Ld 

^f2^ (R2 _ l2){ IK±A\ 




密度为 f 的理想流体做定常流动，其流场的速度分布为 


3 


: 


0 ^ r ^ r 0 


rcoe<p 


rl 


V — 


(O 


r ^ r 0 


— e<P 


H ， p = Po 为周围的大气压强（不计重力的 


其中 O ； 为常童，求此流场的压强分布.设 
影响） • 


提 示：可 采用绕对称轴以恒定角速度0转动的参考系或解用柱坐标表示的微分方 


程， 


du 


— + v * V = F — 一 V p 


a 


p 


方 法一: 采用绕对称轴以恒定角速度0转动的参考系，考虑区域的压 

强分布，此区域处于平衡状态，由平衡方程 


pF = V p 




dp 


L 逆 


^+ t k 


pco^re r — 

oT 


r 
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dp 




一 9 


2 


， 0 = 


0 = 


p(i)T = 


dz 


dr 




dp = pco 2 rdr 


p = — pco 2 r 2 + 


( 1 ) 


€ 


再用静参考系考虑 r > r 0 区域的压强分布，此区域的流动正如上题已证明的那样为 
无旋定常流动，对 r ^ r 0 的各点有同样的伯努利常数， 


^ zpv 2 + p = 常量 Cr ^ r 0 ) 


r 若 


rl 


CO 


O ) 


+ 户 （ r 0 ) 


+ p ( r ) = —p 


~WP 


r 0 


将式 (1) 代入上式，得 


+ pir ) = prW + 




c 


如 ( 宁 ) 


( 2 ) 


户 （ r)= — 


时，由声= 户 ◦定得 


用 


(3) 


C = po — pr 0 <o 


将式 (3) 代入式(1)、（2) 


Po — RrW + —pr 


0 ^ r < r 0 


O ) 


/>(r)= 


4 


> r 0 


P 


0 


方法二 :用柱 坐标表示的微分方程， 


dV 


( 1 ) 


—+ (v ♦ V ) v = F — 

dt 




p 


用柱坐标， 

注意柱坐标中单位矢量 


v = v r e r + v ^ e 9 + 


v 


Z 


是随£而变的， 


f、e 


9 


de 


3 t/ 3o r dc r 9va , z y 

^ + ^ d 7+ + ^ 


do 




at 


dv 


dv 


dv 


z 


言 + 叫〜 +3 


e 


— 9 v f 


at 


式 ( i ) 的分量方程为 


丄逆 


dV r 


< pv 9 + v * S 7 v r = F r — 


p dr 


dt 


L 


dv 


(2) 


+ < P V r + V • V = F 9 — 


pr dcp 


dv 


l 逆 


z 


+ v • \7 v z = F z — 


p dz 


dt 


dv 


do 


1 dv 


r I w r j 

^ + ^ 


v • Vt ； r = iv r e r + v ^< p -\- v z k ) 


dr 


r 
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do 


v 9 do 


do 




=V 


dr 




1 9 v 


do 


▽ %= {Vr€ r + + V z k) 


3^ 




dz 


do 


V 9 do 9 


do 


+ V z 


=tv 


dz 


dr 




r 


do 


3 o 


do 


v 9 


Vv z = v 


L « 


dr 




dz 


代入方程组 (2)， 


dv r 


Bv r 


do 


do 


L 逆 




— < pv 9 + t； r + 


= F 


+ v z 


d(p 


dz 


p dr 


at 


r 


do 


do 


dv 9 


do 


丄逆 

pr dcp 


^ z dz 


(3) 


= F 


+ < pv r + v r 


+ 


9 


at 


dr 




r 


do 


do 


do 


do 


丄亟 


= F 


0， F r = F f =Ft = 0, 代入方程组 (3) ，可得 


at 


dr 


P dz 


do 


do 


今 ％ = 0,7^=0, 


= 0, 






dt 


dp 


— p ^ p %) 爭 


3^ 


dp _ 


= o 




d ^_ 


^ = ° 


在 0« r 0 区域， 


_ 


9= 


v f = r < o 9 




dp 


dp 


^ = ° 


=pw r ， 


dr 


dcp 


p = — po > 2 r 2 + Ci 


在 r ^ r 0 区域， 


4 


_ rl<o 


?= 


X)^p == 


r 


dp prjd ) 2 dp 


dp 


= o 




dz 


dr 


P =— 


2 r 2 


P = Po 定出 C 2 = p 0 f 


用 


prto ) 2 


> r 0 


P = P 


r 


2 r 2 


在 


r — r 0 9 
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_ 


4 


pco 2 rl + ex 


Po — 




2r 2 0 


定出 




所以 


prW + —po) 2 r 2 


0 ^ r < r 0 


p = p 


0 


与方法一得到的结果完全相同 . 

理想流体沿水平圆环做二维定常流动，不计重力的影响，若 tv = 0,tv 不随 ^ 


3 


变化， 试求： 

(1) /> 和 v 9 、 r 满足的微分方程 ; 


(2) 分别对 v 9 —k 


々 r 和 tv= 亡三种情况写出 /> 与『的函数关系 . 


v 




9 


do 


dv 9 


(1) 用上题方法二给出的方程组 (3 )， 且和上题一样 


= 0,^ = 0, 


= 0 , 


= 0 , 


jV 


dt 


dp 


F r = F P =F z = 0, 贝 !j 


5^ p 


V 


9 




dp_ 


= 0 






= 0 


dz 


/> 只是 r 的函数.声 


满足的微分方程为 






A 

V 奇 M 


= p 


dr 


( 2 ) 


v 


9 


dp _ £k^ 


dr 


p = pk 2 \nr + 


c 


=kr 的情况 


V 


? 




=pk 


r 


dr 


p = 士烊 v 2 + 


c 


k 


p =— 的情况 


V 


k 2 




^ P '3 


dr 


P =— 


2 


三式中的 c 均为常量 . 

3.10 密度为 f 的理想流体运动的速度势 i>=aix z -y z ) ，其中 a 为常量，若静止处 
压强为外，求压强分布 ( 不计重 力 ）. 


: 
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do 


( 1 ) 


—+ iv ♦ ▽ ) v 


F — 






P 


do 


今令 = 0 ，F = 0, 则 


dt 


= ▽ 彡 = 2axi — 2ay j 


v 


式 a ) 的分量方程为 


d(2ax) 1 9 * 

P dx 


2ax 


3x 


— 2<zy 


dy 


P dy 


d ^_ 


0、 
逆 _ 


逆 _ 




= — ^ pa 2 x ， 


=— 4 pa 2 y $ 




dx 


dy 


dp = — Apa 2 xdx — 4 ： pa 2 ydy 

p = — 2pa 2 (x 2 + y) + 

静止处 v =0,其位置在 :r = 0、： y = 0 处,此处，= 定出 c ~ po , 

P = Po — 2pa 2 {x 2 + y> 

种自己有引力作用的气体在没有压力的情况下球对称膨胀，未给膨胀的 
初条件，但知当密度为作时，在离中心半 径为凡 处的表面流体元的速率为即 v ( R 0 ) = 


c 


所以 


3 . 11 




t^O 


(1) 求 tKiO ; 

(2) 用列、凡和内描述气体的最终结局. 

(1) 考虑气体表面单位质量的运动，由机械能守恒， 


… GM 

= ? _ X 

其中 M =^^ 0 是气体的总质量 • ^是球膨胀到半径为尺时表面气体的速率, 


GM 


v 1 






R 


4 


1/2 




8 


+ j ^ ripo \ n o 

(2) 由上面得到的 i ； UO 可见，尺增大时，表面气体的速率 D 减小，最终结局是膨胀到 
半径满足下列方程的及： 


v(R) 




nORofio ( 去一是 ) = 0 


+ 


时，表面的气体的速率1 = 0,停止膨胀. 


87 rGRlp 0 
S^cGRlpo — 3v 


R = 


0 


气体在此半径的球内达到平衡状态. 

讨论: 原题有膨胀时保持气体均匀之意.我们把它改成了只是在半径为私时气体密 
度为 P 0 是均勻的.如果膨胀过程中球内各处总是均勻的，最终结局也应该是均勻的.整个 
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过程气体的机械能守恒.最终气体处于平衡后的势能应等于气体的球半径为及。时的动能 

和势能之和.下面的计算说明，不可能是均匀膨胀的情况. 

假定均匀膨胀，则球半径为 r * 时,密度为心因气体质量一定， 

~ yrr 3 p ~ M =常量 


3 r 2 />dr + r 3 dp = 0 


dp 


—— — dr = ——— vdt 


9 


1 3 

t u 

p at r 


，繫也相同，■^ = 常量. 


上式也可适用于球的内部.在同一时刻，内部各处 p 相同 

在球半径为 jR 。 时， 


^0 


V 


R 


V = R V ^ 


0 


此时，气体的动能为 


尺。 1 


T 


Anr 2 dr = — np 0 R\vl 

o 


T = 


Po 


J\Ro Vo 


0 


气体的势能为 


4 


R 


G 


8 


Po 


0 


4? rr 2 dr = — — n 2 GplRl 


Po 


15 


0 


气体的机械能丑为 


— — T 7^ 2 ^ o^o 


E = T + V 




15 


气体均匀膨胀，最终达到平衡，当然也应是均匀的.由此可算出最终气体的密度为 

S^tGpoRl —— 3 ^o 


3 


3 


R 


0 


Po 


Po = 


p = 


R 


平衡后的势能为 


4 


G 


7 穴广 p 


R 


r=7T 2 Gp 2 R^ 


4^ rr 2 dr =— 


VdR )= 七 


P 


15 


0 


8 kGRIp 0 

S7rGRoPo — 3^ 


和上述的&经计算可得 


代入及= 


2 


0 


8 


V ( R ) = —7 cp 0 Rlvl — — n z GplRl 


15 


V { R)^E 

但是机械能应该是守恒的，出现上述不合理情况的原因是均匀膨胀的假定不成立. 


力学(上册) 


622 


拳 


不是均匀膨胀，还不能作岀结论最终的平衡状态各处密度就一定不均匀，还需作进一 
步的讨论.假定最终密度均勻，则由流体静力学平衡方程 

pF = V 


可求出压强是 r 的函数 j =，( r ). 

气体还得满足热力学平衡时的状态方程.一般讲，上述的压强分布/ >0*) 不会恰好满 
足所要求的状态方程.因此最终的平衡态，密度是球对称的，但不是均勻的. 

(1) 一艘质量为 M 的船浮在有竖直侧壁的深水槽中，一块质量为 m 的石头 

投入船内，槽中的水平面升高多少？如果石头没 

击中船而是落入水中，水平面升髙多少？（如果 
需要，你可以对水槽、船和石头假设一个合理的 
形 状）； 


(2) 一个两臂有不同的截面积4、乂 2 的 U 

形管装入不可压缩的液体，液面高度为 a 如图 
8. 28所示.空气被冲击性地吹入管的一端，忽略 
表面张力效应和液体的黏性，定量地描述液体 


图 8.28 


以后的运动. 


(1) 设~和仏分别为水和石头的密度，设船和水槽都是长方体，&和&分别是 


船和水槽的水平的截面积. 


石头投入船内时，设船排水深度的增量为△/!， 

THg ,= p^S 


g 


M 




PwS 


设引起水槽内水面增高 AH ， 则 


(* S t - = S h Ah 


S b 


AH = 


M = 


-5 b 

如石头投入水槽中，水槽中水面升高 AH ， 


P^(S t — *Sb) 


( S t - 5 b ) AH / =— 


Pr 


AH r = 


{ S t ― Sb)pr 

(2) 这是一个理想流体做无旋的不定常流 
动，用这种运动的拉格朗日积分 


孝 + 士幻 2 + U + ^ = fit ) 


dt 


p 


其中4是速度势 ，V = 是单位质量所受的 

外力的势能， /( o 是时间的某一函数.在同一时 
刻，考虑管子两臂面上的两点1、2,分别偏离平 
衡位置 


图 8.29 


如图 8. 29所示，用上式， 






第八章流体力学基础 


623 






Pi 


+ + % + 


dt 


2 


P 


神2 


h 


+ 了 4 + 




at 


p 


其中夕 i = />2 = />0( 大气压）， 


U x = g(d + ^i) jU 2 = g(d — : c 2 ) ， z^ = Ti ， 


v 2 = x 2 




d — 


x 2 


v x dx ^ 


<k 


h 


(— v 2 )dx 






o 


0 


积分下限可以任取，因为速度势的零点可以任取. 


神\ _ (^+工 1 ^1 




dx ^ x x d 


at 


at 


0 


d ~ x 2 


d ±k — 


do 


3 d — 

均为小量,作上述积分时，只保留一级小量, 


x z d 


3t 


0 


这里 


、 *3^2 、1、*^ 2 


上述拉格朗日积分可近似为 


+ g(d + x x ) = — x 2 d + g(d — x 2 ) 


爻1 +王2 + |(工1 +工 2 ) = 0 


用连续性方程， 


A 工 1 = A 2 x z 


可得 


王1 + = 0 


d 


Xz + ^■ 工 2 

^的简谐振动. 

$ % 13 一个半径为及的球在不可压缩的 （▽ • t ;.( r )-0 ,v O ) 为以球为参考系时在 
位矢 r 处*体的速度）、无黏性理想流体中做速度为《的匀速运动. 

(1) 以球为参考系，求流体流过球表面任何点 
时的遽.度 tM 

(2) 求出球的表面处的压强 分布； 

(3) 求保持球做匀速运动所必需的力. 

解 （1) 取球为参考系，流体做图 8. 30中所画 

的运动.用球坐标原点位于球心，流体的速 
度沿 d =7 Z 的方向.定义速度势於为 


= 0 


因此液体随后的运动是做角频率为 


U 


图 8*30 


=▽必 


v 


因流体不可压缩， 
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▽ • v = 0 


故速度势彡满足拉普拉斯方程 


▽ 2 彡= 0 


边界条件为 




( 1 ) 


= 0 


dr 


r^R 


这是因为球面是不可穿透的， 




( 2 ) 


=— urcosd 


r—►oo 


这是因为在远离球的地方 a =_«，用球坐标表达为 


=— ucosde r + usindee 


r—►oo 


与 


w 


=— uV (rcosd) 

dircosd) 


r—^oo 


1 d(rcosd) 
rsin 汐 dtp 




1 dircosd) 




€$ + 


€ r + — 


— U 




30 


dr 


r 


= — ucos6e r + usindee 


完全相同，可见边界条件式 (2) 是正确的. 

拉普拉斯方程的一般解为 


卢= 2 S (心” + up 


(cos 没） (c m cosnup + d m s\nm<p) 


m 


n 


n =0 m =0 


其中 fTOr ) 是连带勒让德函数， 

PnU ) = (- 1) 

考虑到具有柱对称性，彡与无关，只能取 w = 0, 故彡为 

OO 

彡 = 2 (a〆 1 + 6 


m (1 - x 2 ) m/2 d n ^ 

dx n+m 


m 


( x 2 — 1) 


n 


2 n m 


_ n 一 1 


) 尸 ” （cos 沒 ) 


n 


n —0 


其中 p «( x ) 是勒让德多项式， 


O 2 — 1) 


(3) 


P n W )= 


n 


2 n n\ dx 


n 


下面用边界条件确定 〜和乂 
由式 (2)， 即 


=— wrcos 0， 可定出 

a x rP l (cosd) 


r—►oo 


— urcosd 


(x 2 —1) 


由式 (3) 可知，尸 JcosW 


=cos 沒 






2 dx 


所以 


U\ — — u 


(n 尹 1) 


= 0 


a 


n 




由式 a )， 即# 


= 0 ， 


R 


urcosd + b n r~ n ^ l P n (cos 汐 ) 


♦ 






n — 0 
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« 




—— 從 cos 汐 + ( — 


—1) 乂尺一 ”— 2 P rt (cos0) = 0 


n 


dr 


r=R 


n = 0 


可定出 


b n = 0 (n 1) 

— ucosd — 2^ 及一 3 cos ^ = 0 


3 


- +uR 


b . 




< j > — — urcosd — -^-鉍尺 3 厂一 2 。03汐 


所以 


2 


在球面上点 CR ，仍处流体的速度为 

( R ,&) = V ^| 




1 神 


€e = ~usinde 


e r +^ 


v 


<? 


r^R 


Rdd\r 

(2) 以球为参考系，理想流体做定常流动，注意流体未受彻体力（不计重力），对同一 
流线上两点写伯努利积分， 


dr 


r=R 




士 ㊇ 2 + /> = 士作 2 + P 


0 


等号右边取无穷远处， 


V = u，p = p 


0 


左边取球面上的点(尺,没）， 


+ P 


~P\ —usind + piR^d) 




0 


2 


/>( jR ， 汉 ） =/>o + — pu 2 [ 1 — — sin 2 0 


所以 


4 


(3) 流体作用于球向左的合力 

f/>(i^,^)cos^d5 


F = 


r[ 

J oL 


/ > 0 + — pu 2 (l — ~ sin 2 0) cosd • 27 tRsmd ♦ Rdd = 0 


因此，保持球做勻速运动无需给球外加作用力，这正是预期的结果，因为球在无摩擦情况 
下做匀速运动. 

8 . 3.14 两个倾斜的、可视为无穷大的平行平板，倾角为《，相距为 匕如图 8.31 所 
示.其间有密度为 P 、 黏度为 V 的不可压缩流体做定常的二维流动，平均速度为 h 考虑重 
力的影响，求图中1、2两点的压强差. 

解取0：沿流体运动的反方向^轴垂直于平行的平板，向上为正，两平板的 Z 坐标 


分别为5：=0和 

考虑： r 〜： r+dx 

( a ) 和 ( b ) 所示.在: c 方向无加速度， 


b 


z 




y + dy ^ z^z + dz 的一块质元，在 : c 和 z 方向受力分别如图 8. 32 


y 


dt ; 


p\^ dydz — p I + 7 羞 


dj ： dj ； — rj — j dxdy — pgsinadxdydz = 0 


a：+dt 


z 


dv 


和户 I : T+dl 分别作泰勒展开 ， 


XT ck 


z+dx 
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P 一办办 




n 




外 dvdz 

/ 

pgsinadxdydz 


tl 


Pgcosadxdydz 


(a) 


(b) 


8. 32 


d 2 v 

dz z 


dt ^ 


dz ； 


dz + 




—d 之 


d 之 


JT + CU 


£ 




户 U + 


dx + 


P 




• « • 


x+dr 


dx 


代入上式，略去高级小量，可得 


d ^； 

dz 2 


dp 


( 1 ) 


= V 


—— ^sina 


dx 


在 ^ 方向无运动 


p I z dxdy — p I z+ ^xdy ■— pgcosadxdydz = 0 

p\z+dz = p\t + ^ 


dz + 


■ # ■ 


代入上式,略去高级小量，可得 


並_ 


( 2 ) 


=— pgcosa 


dz 


积分式(2)， 


Pix^z) = — pgzcosa + fix) 


(3) 


/ Cr ) 是 x 的某种函数， 

由式 （3) 可知 ，学 只能是 x 的函数，由连续性方程，因/>为常量，流体在方向无运 


dx 


0,也即芸 =0( 注意 v 是 z 的函数，當 — 0 

因此式 (1) 中的^也不能是 X 的函数，只能是常量.再由式 (1),^ 也是常量. 

式 (1) 改写为 


d 2 v 

J d ? 


dv 


和 pgsina 都不是 x 的函数， 


动，可得 




dx 


d z v I dp { Pg 

dz 2 7 dx 7 


sina 


对上式积分两次，得 


丄逆 

2 V \ 3 r 


+ pgsina z 2 + + c 2 


v{z) 




由边界条件 :Z = 0 处 t ; = 0, 及 z = b 处 t ； = 0, 定出 


A ^ 

27I dx 


+ ^sina 


C 2 = 0 f 


q =— 
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丄逆 

2 V \ 


所以 


= 


+ pgsina {z — b)z 


1 


W 


12V\3x 


丄亟 

2^jb \ dx 


+ pgsina 11 (z 2 — bz)dz = — 




v{z^)dz = 


v = 


pgsina 


b 


( 4 ) 


逆 =_ 

dx 

由式 （2)、（4), 


\2 ^)v 


— pgsina 


b 2 


+ 叹 sinaj dx — pgcosadz 


dp = — 


12 咗 


+ pgsma x — pgzcosa + 


P= — 


b 2 


I2yv 


+ pgsina ix z — J ： i) — pg(z 2 — z^cosa 


Pz — P\—- 


b 2 


\2Vv 


+ ^sina L — pghcosa 


b 2 


如图 8. 33,某不可压缩的密度为黏度 
为 V 的流体，在重力作用下沿倾角为《的固定平面做 
二维的定常层流型流动，流层厚度为6,有自由表面， 


3 


求: 


(1) 垂直于纸面的单位宽度 流量； 

(2) 在自由表面下深度 d 为何值，该处的流速等 
于流动的平均速度. 

解沿斜面流动方向取工轴 d 轴垂直于斜面向上. 

未给平均速度 h 也未给_，仅说“在重力作用下……做二维的定常层流型流动”，意 


dp 


味着靠重力抵消黏性力以维持定常流动， 


0 


dx 


^ x^x-\-dx 


+ dz ^ y 方向单位宽度的质元， 

方向受力如图 8. 34所示.由于_==0,图中未画前后 


的压力 


在工方向无加速度， 


dv 


dv 

^dz 


dx — 


dx + pgsinadxdz = 0 


dz 


x+de 


dv 


di; 


d 2 v 

dz 2 


(1 之 + 


• • • 


dz 


dz 


«+dr 


图 8.34 


代入上式，略去高级小量， 


d 2 v 

d ? 


__ £K 


sin a 


积分上式， 
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dv 


=— 扭 z sin 


戊+ c 】 


dz — 


7 


在2： = 6处为自由面，隹 


= 0,定出 


dz 


z=^b 


sina 


■ 

C I - - 


dv 


£K 


iz — 6) sin 


dz — 


a 


V 


_ BK 


(之 2 — 26 之 ） sina + 


v 




C 2 


2? 


在之 = 0 处 ， r = 0, 定出 


Cz — 0 


— £K 


(z 2 — Zbz^sina 


XJ 


27 


垂直于纸面的单位宽度流量 9 为 

vdz — 一 ^~sina 


b 


b 




q — 


( 之 2 — 2bz ) dz = 


27 


sm 没 


0 


37 


o 




sma 


b 


37 


在 z=b—d 处，幻 


— 8 K 


l ( b - d ) 


一 8 E^i 


2 


~ 2b {b — jsin 

, VT 

16 以长为半径为 i mm 的圆形管道连接两水槽 
50 cmf 管道中心线处的流速及流量.已知水在 2(rC 时黏度为 

用不可压缩的黏性流体在圆管中做层流流动的公式 

— Pi 


2? 


a 


sma 


37 


解出 


b 




3 


试求两水槽水面差为 

L 00X10— 3 Ns/m 


畢 


2 


v(r ) = 


(R z - r 2 ) 


4 VL 


今 Pi—Pz=Pgh，h = Q. 50m ， 

^(0)= 楚 R 2 ：= 

47L 

用计算流量的泊肃叶公式， 

Q = 仏 - 九 ) ftpR 4 — np 2 ghR^ 

8社 — gjfl 

I 7 以 400 kW 的泵在 4 km 的距离上要以 
油.若效率为此油的密度为 o . 92 g / cm 3 , 

用 W 表示功率， 


X=lm ， i? = lX10— 

— 10 3 X 9. 8 X Q, 50 

4 X 1. 00 X 10 


m,7=h 00X10— 3 Ns/m 2 

(IX 10 一 3 ) 


= 1. 23(m/s) 


一 3 


X 1 


= 1- 92 X 10' 3 kg/s 

1 - 5 m 3 / s 通过一水平圆管输送重燃 
黏度为 0. 19 Pas •求圆管的半径至少 多大？ 




3. 


Q 


N ^ (Pi - / > 2 ) ^ 


p 


泊肃叶公式, 




Q = 


8rjL 
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N SVLQ 


2 \ 1/4 


R = 


7rp 2 N 


Q 


今 7=0. 19 Pas,L = 4 X 10 


1- 5 m 3 / s,iV = 400 X 10 3 X 0. 75 W , 


m ， 




P 


8 X O , 19 X 4 X 10 3 X (1. 5) 

X 400 X 10 3 X 0. 75 

3.18 就一定常的圆管中的层流，离中心线 r 多大处的速度等于平均速度? 
用不可压缩的黏性流体在圆管中做层流流动的公式 

Pi — Pi 


R = 


= 0. 347 m . 


7C 


(R 2 - r 2 ) 


v(r )= 




v ( r ) • 2 ^rdr 


AR 


1 Pi — Pi 
— AR 2 4vL 

(pi — p2)R' 


^ R 2 - ~ R 4 


4 


Q 




或用泊肃叶公式和^ = 得到上式， 


? (，v - 


(/>1 - Pz)R 


Pi — Pi 


、 R 2 — r 2 )= 


87 乙 


r = ^ R 

水在 20 °C 时通过一直径为 0_ 20 m 的水平圆管，当平均速度为 2. 5 m/s 时， 
管中每米有 3. 77 Pa/m 的压强降落.问与用泊肃叶公式计算的所需压强降落比较有多大 
的误差？水在此温度下的黏度为 1.53 Xl ( T 3 P aS . 

解 按泊肃叶公式， 


解出 


1 


v = 


pnR 2 

Pi - Pi SVv 8 X L 53 X 10~ 3 X 2, 5 

— ( 0 * 20 / 2) 2 

3. 77-3-1 


8 ^L 


— 3* l ( Pa / m ) 


R z 


L 


误差 = 

密度 />= 0 . 93g / cm 3 、 黏度 7 = 1 . 48 X 10 _1 Pas 的原油沿一半径 r = 1 . 27 cm 

的铅直圆管做定常的层流流动.相距 15 m 的上下两个压力计的读数分别为 1. 72 X 10 5 Pa 

和 4. 13 X 10 5 Pa . 

_ 

CD 确定流动的方向； 

( 2 ) 求出流量. 

解 （ 1 ) 铅直圆管的层流流动，必须考虑重力的作用，用推导泊肃叶公式的办法. 


= 21 . 6 % 


3 . 20 


: 



力学（上册) 


630 


应改为¥ + 叹 ，即 


如向上流动，取2：轴向上为正，公式中的 


改为 


dz 


L 


L 


0 +略 

质量流童0为 


L 


pg ) pnR^ 


L Pi ~ Pz 


Q = 


L 


87 


P \、 p 2 分别是 Zi ^ Z 2 处的压强 9 Zi<iz 

如向下流动，取 2 轴向下为正， 


+ pg\ /° 心 4 


Q = 


L 


87 


p \、 p 2 分别是处的压强 ， qO 

假定流动是自上而下的. 

Pi ~ p 2 


1. 72 X 10 5 — 4. 13 X 10 


+ 0. 93 X 10 3 X 9. 8 


+ Pg = 


L 


15 


=- 6. 95 X 10 4 (Pa/m) < 0 


则 Q <0, 说明不可能自上而下流动. 

不必再考虑流动是自下而上的，因为 


4. 13 X 10 5 - h 72 X 10 


- 0- 93 X 10 3 X 9. 8 


— PS~ 


L 


15 


= 6* 95 X 10 4 (Pa/m) > 0 

正好是前一计算的负值.结论是流动是自下而上的. 

(2) 用上面已给出的自下而上流动的质量流量公式 


Q = 二 


—pg P 艽 R 


L 


87 


95 X 10 4 X 0. 93 X 10 3 X tt( 1， 27 X 10~ 2 ) 


8 X L 48 X 10 

= 4. 46(kg/s) 

3. 21设 8. 3. 4 题的水塔中，蓄水箱是大容器，其中的水是黏性流体,黏度为 7 = 

1. 00X10 _3 Pas, 

CD 假定流体做定常的层流流动，求流量； 

(2) 若水是理想流体，并假定做定常的层流流动，求流量； 

(3) 计算雷诺数，判断流动的真实类型 . 


1 


~^Pg \ ( R 2 ~ r 2 ) 


(l)t^(r) 




L 


47 


t;(r) • 2^rrdr 




7tR 


1 pl — p 2 PgL 


Pi — p 2+ PgL 


- —R A 


2n 


8?L 




nR 


4 


(夕 l ~ Pz PgL)npR A 


Q = v • 7 rR 2 p 
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P\~Pz + PgL 


令 


，则 


a — 


L 


R 


( 1 ) 


—a 


v 


87 


7tpR A 


Q — 


( 2 ) 


a 


87 


设是蓄水箱出口内外的两点，水从蓄水箱的自由面流至及这一段可视为理想 
流体,万点处的流速 W 〜 0. 

对 B 、 及点写伯努利方程， 


Po + pgh = pj + -rpv 


(3) 


设 A 为水龙头出口处一点，对汉、 A 这一段黏性流体的定常层流流动用修改了的伯 
努利方程，注意由连续性方程，流速 r 相同. 


P B f + pgH 。 = 户 。+ pgH\ + 

其中 e 是在这段路程中输送单位体积流体所需做的功. 

由式 (3) 解出 p B f ， 


(4) 


e 


Pj = Po + Pgh — —pv 


(5) 


将式 (1) 代入式 (5), 再代入式 (4)， 得 
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Po + Pgh — ~p ~^ j2 aZ + PgH 0 = /> 0 + pgH l + 

Q lQ 

=(Pi — Pt + PgL )— — = Pi — p2 + pgL 
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将式 (7) 代入式 (6)， 可得 
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+ (Hq — H^a — pg(h + H 0 — H x ) — 0 


a 


128V 2 

这是 〃 的二次代数方程，解出 A 因 e >0, 舍去 a <0 的解， 
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-4 


2 * 10 


代入 7=1 • 10 _3 Pas ， p=l • 10 3 kg / m 3 ， i ? = 


m，h = lm , Ho — 20 m ， Hi — 5 m ， 


n 


可得 


Q = 3* 18 kg / s 

(2) 若水是理想流体，对 B 、 A 两点用伯努利方程，可得在水龙头出口处的流速为 

2 g{h + H 0 - HO 

Q = pvS = pS 2 gCh + H 0 — Hi ) = 3. 54 kg/s 
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其中用了 5 = 2 X 10 


— 4 


pyR 


(3) R e 


V 


Q 


3. 18 


= 15. 9m/s 


Sp 2 X 10— 4 X 10 


-4 


s 


2 X 10 


= 7* 98 X 10~ 3 m 


R = 


IQ 3 X 15. 9 X 7, 9 8 X 10" 

IX 1CT 

雷诺数已大大超过在圆管中做层流型流动的下临界雷诺数1000,应判 断为： 真实的 
流动不是层流型的，而是湍流型的. 

8 . 3 . 22 试用纳维尔-斯托克斯方程导出适用于不可压缩的黏性流体在不计重力的 
圆管中做定常流动的关于流量的泊肃叶公式. 

适用于不可压缩的黏性流体的纳维尔-斯托克斯方程为 

p — + p(v * V ) V — rj \ j 2 V + \7 p = pF 

dt 

取柱坐标原点取在圆管的对称轴上，对称轴为 z 轴. 

不计重力，在圆管中做层流型流动具有对称 性，％ = 0， tv =0, h = T ；, 即 
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= 1. 27 X 10 
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dv 


3 v 


do 


= 0 .F = 0, 因定常流动， 


且 v = v ( r ) ，即二 


= 0 , 


=0 ,5 
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at 
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(v • V ) v = vk • ▽幻 
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这里用了 ^= o , 

式 ( l ) 化简为 
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又因 r = r ( r ) ，故二 j = 0, 


= 0 , 
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dz 2 


± i 
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dr l dr 


dr 、 dr 
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dr、dcp 


上式等号右边只能是 r 的函数或是常量，与无关，可见 f 与 Z 无关，又 

dz dz 


均为零， 


为常量， 
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因为 tKr ) 有限，在 r = 0 处， r ；(0) 有限，必须 ci = 0, 在管壁处， t ; = 0, 即 t ； (及 ）= 0,定出 


c 2 = 


47^ 


Pi — Pz 


因为- 
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单位时间内流过管子的流体质量为 


Q = p v(r) • 2^rrdr = 


(Pi — Pz)^pR 
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20# 磨一剑 30 位资深教授合作的结晶 


位高才生的 


灵性显现 


15 


《物理学大题典》是中国科学技术大学 30 位资深教授长期鼎力合作的成果这套大 
型大学物理题解丛书的前身是在中国 劾理学 界久负盛名的《美国物理试题与解答》丛 
书《美国物理试题与解答 )） 是 CUSPEA 项目的成果』内容主要是美国名牌大学研究生 
院的入学试题解答本次修订工作历时近2年.丛书涂继续涵盖力.热 
物理到四大力学全部基础物理学内容之外.还包邊了原子核物理，粒子物理.凝聚 

m 

物理.等离子体物理.天砵物理.激光物理.量子光学和量子信息物理等内 
涵盖了当前综合性大学全部本科钧理课程的内容本次修订补充了近年美国的考题1 
中国的考题和俄罗斯等国的考题. 也有一 些题目源自编委 fnu 科研工作成果 

《物理学大题典》以先进的教肓3里念为指导，注重物理、注輋学科交叉 . 注重与科 

当代感“，是物理系师生的必备工具书 E 


近代 




大仏 


研结合.富 


力学 


❹《原子亚原子与相对论物理学》 
❻ ^卩 :子力学》 


《电磁学与电动力学》 ❸《光学》 

《热学热力学统计物理》 


《固体物埋及物理量测置》 


0-：：43 J)IOI 


ISBN 7 - 03 - 015494-0 


fSEN 7-03-0154^4-0 
定 价 t 98.00 元 

(上,下卅） 
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787D3(J 1 54941 '> 
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《物理学大题典》编委会 


主 


编张永德 

委（按姓氏拼音字母为序） 

白贵儒陈银华程稼夫范洪义范杨眉宫竹芳頋恩普 
郭光灿胡友秋金怀诚李泽华林鸿生刘金英刘乃乐 
柳盛典强元朶王韶舜吴强轩植华杨保忠杨德田 
尤峻汉张家铝张鹏飞张永德幸世玲赵叔平郑久仁 
周又元周子舫朱栋培朱俊杰 



刖 


物理学，由于它在自然科学中所具有的主导作用，在人类文明史中，特别是在人类物 
质文明史中，占据着极其重要的地位.经典物理学的诞生和发展曾经直接推动了欧洲物质 
文明的长期飞跃 .20 世纪初诞生并蓬勃发展起来的近代物理学，又造就了上个世纪物质 
文明的辉煌.自20世纪末到21世纪初的当前时代，物理学正在以空前的活力，广阔深入 
地开创着向化学、生物学、生命科学、材料科学、信息科学和能源科学渗透和应用的新局 
面.在本世纪里，物理学再一次直接推动新一轮物质文明飞跃的伟大进程已经开始. 

但是，发展到目前的物理学宽广深厚，累积的知识浩瀚无垠•教授和学习物理学都是 
一 个相当艰苦而漫长的 过程. 在这个漫长过程的许多环节中，做习题是其中必要而又重要 
的环节.做习题是巩固所学知识的必要手段、是深化拓展所学知识的重要练习，是锻炼科 

学思维的体操.习题对于教师和学生双方都是重要的. 

然而，和习题有关的事都是很不起眼的事.在有些人眼光中，求解和编纂练习题是全 

部教学活动中相当次要的环节.习题集也确实是所有著作中“最低层”的，大约只有“傻子” 
们才肯做的事.“聪明人”常会找诸如习题集不应当出之类的理由，光明正大地规避掉 • 

但是，在教授和学习过程中，只要是需要的，都是合理的，也总得有人去做才行.于是 

我们编委会的这些人，本着甘为孺子牛的精神，平时在科研和教学中一道题一道题地积 
累，现在又一道题一道题地编审，花费了大量时间做着这种不起眼的事.大家觉得,这件事 
终究是教与学双方共同需要的,也就是有益的•正如一个城市基础建设中，不能都去做地 
面上的摩夭大楼和纪念碑等“抢眼球”的事，也还需要做诸如修建马路、下水道等基础设施 


的事 


这套《物理学大题典》的前身是中国科学技术大学出版社出版的《美国物理试题与解 
答》丛书 （7 卷).那套丛书于20世纪80年代后期由张永德发起并组织完成，内容包括普 
通物理的力、热、光、电、近代物理到四大力学的全部基础物理学 • 出版时他选择了“中国科 
学技术大学物理辅导班主编”的署名方式 • 自那套丛书出版之后，虽历经10余年，仍然有 

不断的需求，于是就有了现在的这套丛书——《物理学大题典》 • 

现在这套《物理学大题典》丛书的内容，除继续涵盖力、热、光、电、近代物理到四大力 
学全部基础物理学内容之外，还包括了原子核物理、粒子物理、凝聚态物理、等离子体物 
理、天体物理、激光物理、量子光学和量子信息物理等内容.就是说，追踪不断发展的科学 

轨迹，现在这套丛书仍旧大体涵盖了综合性大学全部本科物理课程的内容 • 

这次重新编审中，大部分教师仍为原来的，但也增加了一些新的成员•这次出版经大 
家着力重订和大量扩充，又耗时近两年而成.总计起来，这套丛书前后历时近20年，耗费 
了 30余位富有科研和教学经验的教授、近150位20世纪80年代和现在的研究生及高年 

级本科生的巨大辛劳.丛书确实是大家长期共同劳动的 结晶. 


力学（下册) 


《物理学大题典》中包括了大量的美国物理试题 .一 般说来，美国物理试题涉及的数学 
并不繁难，但却或多或少具有以下特 色：内 容新颖，富于“当代感”;思路灵活,涉及面宽广； 
方法和结论简单而实用，试题往往涉及新兴和边沿交叉学科;不少试题本身似乎显得粗糙 
但却抓住了物理本质，显得“物理味”很足.纵观这些，我们深切感到，这些题目的集合在一 
定程度上体现了美国科学文化的个性及思维方式的特色.惟鉴于此，我们不惮繁重，集众 
多人力而不怯，耗漫长岁月而不辍，还是值得的. 

至于这次扩充修订所增添的大量题目，也是本着这种精神，摘自大家各自的科研工作 

成果,或是来自各人的教学心得，实是点滴聚成. 

这里要强调指出，对于学生，确实有一个如何正确使用习题集的问题.有的同学，有习 
题集也不参考，咬牙硬顶，一个晚上自习时间只做了两道题.这种精神诚应嘉勉，但效率不 
高，也容易挫伤学习积极性，不利于培养学习兴趣;也有的同学，逮到合适解答提笔就抄, 
这样做是浮躁的、不踏实的.这两种学习方法都不可取.我们认为，正确使用习题集是一个 
“三步曲”过程:遇到一道题，先自己想一想，想出来了自己做最好;如果认真想了一些时间 

还想不出来，就不要老想了，不妨翻开习题集找答案，看懂之后，合上书自己把题目做出 
来;最后一步，要是参考习题集做出来的，就用一两分钟时间分析解剖一下，找找自己存在 
的不足，今后注意.如此“三步曲”下来，就既有效率又踏实了.本来,效率和踏实是一对矛 
盾，在这类“治学小道”之下，它俩就统一起来了.总之，正确使用之下的习题集肯定能够成 
为学生们有用的“爬山”工具. 

丛书这次重订扩充工作是在科学出版社胡升华博士的倡议和支持下进行的•没有他 
的推动，这套丛书面世是不可能的•同时，在这次重订扩充工作里，我们得到了中国科学技 
术大学的部分教学资助，以及编委会中郭光灿和周又元两位院士和刘万东教授的支持.对 

于这些宝贵的支持，谨表示深切感谢. 


丛书的力学卷共计12章，题目总数由原来413道增扩为1070道.原《美国物理试题 

与解答 • 力学》由强元菜、顾恩普、程稼夫、李泽华、杨德田编，参加解题的人有马千乘、邓 

悠平、杨仲侠、季澍、杜英磊、杨德田、王平、李晓平、王琛、强元菜、陈伟、斯其苗、陈兵、李泽 

华、肖旭东、任勇、董志华、伍昌鸿、杨永安、何小东、黄剑辉、程稼夫、郭志棒.原力学卷题目 

来自美国几所著名大学(包括普林斯顿大学、麻省理工学院、哥伦比亚大学、加州大学伯克 
利分校、威斯康星大学、芝加哥大学、纽约州立大学布法罗分校)的试题和 CUSPEA 试题 • 

本卷对原力学卷作了大幅度的改写•增加的题目来自强元菜《经典力学》(科学出版社, 

2003) 上、下册全部习题(其中不少选自 E . A . Desloge«Classical Mechanics 》、 周衍柏《理论 
力学教程》等，部分是自拟 的）. 此外，还选自 D . A . Wells « Theory and Problems of 
Lagrangian Dynamics KB . B . 巴蒂金、 PI . M •托普蒂金《电动力学习题集》、 E . r •维克斯坦 

《电动力学习题汇编》和 R . 高特里奥、 W . 萨文《近代物理学理论和习题》等. 


编审者谨识 

2005年5月 
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前言 


上册 


第一章质点运动学 . 

1.1 速度、加速度、运动学方程和轨道 . 

1.2 自然坐标、切向加速度和法向加速度… 
1.3 质点的相对运动 . 

第二章质点动力学 . 

2.1 牛顿运动定律 . 

2.2 质点的动能定理和机械能守恒定律 》••• 
2.3 质点的角动量定理和角动量守恒定律 • 

2. 4 碰撞 . 

第三章振动和波 . 

3.1 简谐振动 .. 

3.2 阻尼振动和受迫振动 . 

3.3 简谐波 . 

3.4 边界效应和干涉 . 

3.5 声波 . 

第四章有心运动 . 

4.1 一般有心力作用下的运动 . 

4.2 平方反比律的有心力作用下的运动 
4.3 有心力场中的散射 . 

第五章刚体运动学 . 

5. 1刚体上各点的速度和加速度 . . 

5.2 刚体的相对运动 . . 

第六章质点系动力学 . 

6.1 质点系的动量定理和动量守恒定律 •… 
6.2 质点系的角动量定理和角动量守恒定律 
6.3 质点系的动能定理和机械能守恒定律 • 
6. 4 两体问题 . 

6.5 变质量质点的运动 . 

6.6 位力定理 . 
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第七章刚体动力学 . 

7.1 刚体的平衡和平动 . 

7.2 转动惯量和惯量张量 . 

7.3 刚体的定轴转动 . 

7.4 刚体的平面平行运动 . 

7.5 刚体的定点转动、一般运动及其他 

第八章流体力学基础 . 

8.1 流体运动学 . 

8.2 流体静力学 . 

8.3 流体动力学 . 
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第九章力学的拉格朗日表述 . 

9.1 广义力、虚功原理 . 

9.2 达朗贝尔原理、达朗贝尔——拉格朗日方程… 

9.3 拉格朗日方程 . 

9.4 冲击运动机电模拟 . 

第十章有限多自由度系统的小振动 ... 

10. 1 自由的小振动 . 

10.2 有阻尼和(或)有周期性外力作用下的小振动 

第十一章力学的哈密顿表述 . 

11.1 哈密顿正则方程 . 

11.2 泊松括号和泊松定理 . 

11.3 哈密顿原理 . 

11.4 正则变换 . 

11.5 哈密顿-雅可比方程 . 

11.6 作用变量、角变量及其应用 . 

第十二章狭义相对论力学 . 

12.1 洛伦兹变换 . 

12. 2狭义相对论的运动学 . 

12.3 狭义相对论的动力学 . 

12.4 四维矢量 . 
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奉 


将式(1)、（3)代入式(2)， 


+ yj + Rd sinfj + R 6 coscp i = 0 

_ 

x c + Rd cos<p = 0 


+ Rd s\n^> = 0 

三个约束关系中只有一个是完整约束，后两个是微分约束（非完整约束），五个坐标 

<9、炉中独立的广义坐标有4个，它们是工和於 

虚位移满足的关系为 




yc \ 


c \ 


Bz c = 0 

8x c + Rcosq^d = 0 

dy c -f- Rsin(f^d = 0 

五个虚位移满足三个约束关系，独立的虚位移有两个，它们是卸和心。、§>、祕三个虚位 
移中的任一个. 


9. 1. 2如图 9. 2所示，一个均质的、半径为及的圆盘沿水平的 X 轴做纯滚动，一根 

_ 

长以 的均质细棒与圆盘保持无滑动接触 ，一 端沿 *2： 轴滑动.运动时，圆盘与棒保持在同一 

竖直平面内，选取适当的坐标，写出约束关系，并说明描述系统需用多少个独立坐标， 




(^ i ^ i ) 




Bi 


图 9.2 


表 示细棒的质心的位置，细棒与: r 轴的夹角 A 表示细棒绕质心 
的转角，选&表示圆盘的质心位置，久表示圆盘绕其质心的转角，用棒与圆盘的切点至棒 
的质心的距离 S ， 共六个原用坐标. 

显然 M 与仏之 间有约束关系 


方法一：选 


工1、父 


3^i = /sin^i 


( 1 ) 


圆盘做纯滚动，圆盘与^轴的接触点速度为零. 


± 2 — R 0 2 = 0 


选择 A 和 A 的零点，可积出 


— R &2 = 0 

考虑棒与圆盘间做纯滚动，两接触点有相同的速度， 


( 2 ) 


工 2 


iii + yj + G'k 乂 sicosd^i + sindj) 
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« 


= ^ 2 * — d t k X R (~ sindj + cos ^ y ) 


可得 


x x — sd^indx 


x z + i?^ 2 COS^i 




( 3 ) 


yi + 5^ 1 cos<9 1 = R 6 2 ^ in 8 1 


(4) 


式 ( 3 )、（4) 两个约束关系均为微分约束. 

六个原用坐标，已写出两个几何约束,两个微分约束，是否有四个独立的广义 坐标？ 回 
答是否定的，还有一个几何约束，它是 • 


义 2 — 十 / COS$ l = / + 


因此独立的广义坐标是三个. 

方法二 ：由式 ( 3 )、（ 4 )可消去^式 (3) 乘 cos & 加式 (4) 乘 sin 沒 


则式(3)、 （4) 的约束关 


1 ， 


系变为 


JtxCOS ^ + j / isin ^ = irgcos^j + Rd 


(5) 


仍是微分约束，但现在原用坐标只有五个 (不 再取乃•两个几何约束、一个微分约束，独立 
的广义坐标为三个， 


方法 三:前 两种方法都先引入广义坐标^这里一开始就不引入 
考系来获得式 (5) 的约束关系. 

在圆盘质心平动参考系中，棒的质心的速度为 + 两接触点的速度均沿 

圆盘的切线方向，也是沿棒的方向，考虑到刚体上任何两点在其连线方向的速度分量相 
等，由此可写棒上接触点的速度大小为 


用圆盘质心平动参 


S3 


(il — 土 2 )0 。吨 


圆盘上接触点的速度大小为 R$ 2f 


所以 


(土 


— ± 2 ) cosd 1 4- ^ isin^j = R $ 2 


这就得到了式 (5) 的约束关系. 

9 . 13 


一根长为 2 a 、 质量为 m 的杆用一根未伸长时长为6、劲度系数为々的系 

在杆的5端的弹簧悬于固定点 j ，如图 9 . 3所示 * 系统的运动限于包含杆与弹簧的铅直 
平面内，选择适当的广义坐标，求作用于杆上的广义力分量. 

解取图 9. 4中 r 、 心 f 为广义坐标，弹簧的作用力必沿弹簧的方向，取杆的质心 为乃， 


A 


k 


B 


2a 


C 


C 


图 13 


图 9-4 
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XD = rcosd^racos<p 

dxn = cosddr —— rsin^S^ —— asin^^ 


作用于杆的弹簧力和重力做的虚功为 

dW = —— k(r — b)8r + mg8x D 

[ — k(r — b) + mgcos0^\dr — mgrsmOW — m g asin(f^<p 




所以作用于杆的广义力分量为 


Q r = — k{r — b) + mgcosd 

Qe= — mgrsind 
Q 9 = — mgasin<p 


9.1*4 一个在均匀重力场中运动的质点，如用球坐标来描述质点的运动，取竖直向 
上方向为极轴，求重力的三个广义力分量 * 




=—— mgdz 
z= rcosd 

8z= cos&8r 一 rsin 册没 

8W = — mgcosd^r + mgrsindW 
Q r = — mgcosd 

Qb= mgrsind 


所以 


Qf = o 

9. 1.5 一个质量为 m、 半径为 《 的均质薄圆筒，在另一个质量为 M、 半径为 2a 的均 
质薄圆筒内部做无滑滚动，后者又在水平面上做无滑滚动.选大圆筒的角位移0以及两圆 
筒的轴构成的平面与铅直面的夹角 P 为广义坐标，求作用于系统的所有力的广义力分量 

Q<? 和 W 


解作用于系统的主动力只有作用于小圆筒的重力，水平面对大圆筒的支持力和静 
摩擦力均不做功，作用于大圆筒的重力也不做功，大圆筒对小圆筒的支持力及其反作用力 
(小圆筒对大圆筒的压力），由于在它们的作用线方向两接触点无相对速度，做功之和为 
零，两圆筒之间的一对静摩擦力也因在作用线方向两接触点无相对速度，做功之和为零. 
由于与这些力有关的约束都是稳定的双面几何约束，可能位移与虚位移完全一致,约束力 

在一切可能位移时不做实功，也对一切虚位移不做虚功. 

取2轴竖直向上，原点取在水平面上，小圆筒质心的坐标为 


z= 2a — acos^p 
= — mgdz = — mgasin<^(p 


作用于系统的所有力的广义力 分量. 


Qo = 0 ^ 

9. 1. 6如图 9. 5所示，一个质量为 w、 半径为 a 的均质圆柱体，在一个质量为 M 的 
木块中割出一个半径为6的半圆柱形空心槽内做纯滚动，木块又由一个劲度系数为々的 
弹簧支承着，可沿竖直导轨做无摩擦运动.取木块的竖直向上的位移工和圆柱中心的角 


一 m^asin^ 
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位移 0 为广义坐标，^和^的零点迭在系统的平衡位置.求作用于系统的所有力的广义力 


分量 


x 


B 


m 


b 


e 


A 


a 


M 


k 


图 9.5 


方法 一：作 用于系统的主动力，有作用于圆柱的重力 mg， 作用于木块的重力 


M 发和弹簧力. 

用木块中割出的半圆柱形空槽的圆心 B 表示木块的位置， A 为圆柱的对称轴. 
设弹簧原长为平衡時的弹餐长度为“ 

则 （M+ 


g -- k ( lo ~0 

SW = — Mg^x B — mghx A — ^(/ + 


— / 0 )S(Z + x — / 0 ) 


x 


处于平衡时， 万点的 ^为零， 


8 xb = 


X B = Xy 


—— {b —— a)cos^ = 

8xa = + (6 — a) sin 舱❹ 

dW = — Mg^x — mg[Bx + (6 — a)sin^S^] — k{L — / 0 + x)^x 

gib — a)sind 祕 — kxbx 
Q x = — kx 

方法 二:求 Q, 时，令秘= 0 ， 

BW = Q x Bx — — (Mg + mg)Bx — kd + 工 一 + x — i。) 


— ib — a ) cos ^ 


x 


x A = x B 


m 


所以 


Qe = —— mg(b — a)sin6 


用平衡时， 


(M-\-m)g = kCl 0 -l) 

Q x ^x = —— kx^x 


所以 


Q x = — kx 


求 Qi? 时，令 — 


= Qs80 = — mg8x 
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(6 —— a)cos 汐 

mgib — a)sind88 

mgCb _ a)sin^ 

平面内的任何点可改用为坐标或 d 为坐标，其中 C 满足^ 
重力沿轴负向，求质量为 m 的质点所受重力的广义力. 

解取 c 、 y 为广义坐标时， 


x A = — 


Qe 祕 






所以 


Qe 




如 


=c 




Qc = 0 ,Qy 


— mg 




取 c 、 工为广义坐标时， 


8 W = — Tng^y 


因为 


c 


Sc — —^cdx 


— ， 办 =—— 




X 


JC 


X 


—— dc —— 


SW = — mg 


x 


X 


mg 

x 


Q 


■丨 ■■ 


c 


mgc 


Q ,= 


X 


一个质量为 m 的质点系在不可伸长的绳子上，绳子穿过板 B 的小孔栓于固 

定点，板以 s = Asincot 沿竖直轴 y 做上下运动，其中 A 、 a > 为常 

量，质点在图9 . 6所示的巧平面内运动，求质点受到的广义 
力(不计小孔处的摩擦力) • 

可以证明绳子张力： T 仍然是约束力.设图中从固定 
的 O 点到质点这一段绳子长度为 Z = 常量， 

(/ — 5>sin^ = (/ — Asincttf)sin 汐 

+ rcos ^ = A siruot + (Z — Asincot ) cos 0 

{I — Asin ⑽) cos 册汐 
8 y = — （l — Asincot ) sin 8 d 0 

= mgdy — T sin^Sx — Tcosd 8 y 
—— mg(l 一 Asina>f)sin^S^ — T sin^ (/ — Asiruot )cos^S^ 

— Tcos ^ [— (l — Asmwt ) sind ^ d 2 
=——mg (I — Asinco ?) sin ^ S ^ 

Qo =— mg (l — AsiruoOsind 

注意 :该系 统只有一个自由度， r 随 f 的变化是给定的，可把 r = / 一 AsiriM 视为约束. 

故 Sr =0, 绳子张力的虚功 一 TSr =0. 

9.7 中木块淹没在黏性液体中，黏性力与速度成正比，比例系数分别 
为《:、〜，用图中 : y 、％ 为广义坐标，求广义黏性力. 

SW =— a l y 1 8 yi — a 2 y 2 ^ y 2 


x — rsin ^ 




3；= s 


da: 




图 9. 6 


所以 


: V 十力 
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_ 


8^1 =办 + Sjy 


3 


考虑到绳子不可伸长, 


% + m — ：y =常量 

谷 ）3 + 办 2 — Sy = 0 

贈 =—+ S ： y 3 ) — a 2 y 2 (by — 8y 3 ) 


又 


》=：^ —乃3, 


8W=— ^(y + y 3 )(8y -f 办 3 ) — a 2 (y — y 3 )(dy — Sj; 3 ) 

[—+ : V3) — a (y — yz)l^y 

+ [— a i(; + : Vs) + a 2 (：y — y 3 )^\Sy 

Q y ^— a i(y + y 3 ) — a 2 (;— ; 3 ) 

Qy^— 々 （；+ y 3 ) + ^ 2 (y— ys) 




3 


所以 


k 


?s 










IW 】 


A 


or 2 


m 2 


黏性液体 


B 


图 9*7 


9 . 1.10 图 9 . 8 中棒形磁铁和两个单个磁极均受到铁质薄板的黏性阻力，阻力与相 
对速度成正比，比例系数分别为〜、《 2 、《 3 .设磁棒、磁极和薄板均只做竖直方向的运动，运 

动中，磁棒、磁极均与薄板保持接触.求广义黏性力 0 \和 q ， 2 . 

薄板的速度为:^时，磁棒的速度为一 磁极 A 的速度为 M ， 磁极 5 的速度 


为 一 y 2— yi . 

磁棒受到的黏性力为一々（一力一= 薄板受到磁棒给予的力是上述力的反 
作用力，为 一 2 ai ; i . 磁极乂受到薄板的黏性力为 一々(^ — jyi —： Vi ) = — a 2 (： y 2 _ ，薄板 
受到磁极^ 4 的反作用力为 (^2 — 〉;磁极万受到薄板的黏性力为 一 a 3 ( — jy 2 —JVi — Vi ) 
= a 3 ( 2 ji +_^ 2 ) ，薄板受到磁极五的反作用力为 一 

薄板的虚位移为，磁棒的虚位移为一，磁极 A 的虚位移为以 2 — S ^, 磁极 5 的 

虚位移为 一 8 ：yi —^ 2 . 

BW = 2^\y\{ — 办!）一 a 2 (_y 2 — 2^i)(5^2 ~ ) + a 3 (2_y；i + 3 , 2)(~ — ^ 2 ) 



图 9.8 


限于在光滑的水平线上运动， m ,、 2 均固连着一个减震 
器，活塞 A 、 尸 2 和 m 3 固连于水平棒上，活塞的作用力大小与相对速度的 n 次方成正比， 
方向与相对速度方向相反.求广义力(弹簧力用势能处理). 


1. 11 图 9. 9中 






y 


Pi 






m 3 


*3 


A 】 


k 2 




m 2 


太 3 


Xl 


x 


戈 i 




图 9,9 


8W= |i：3 — X l \ n ^ l (^3 — Xi)Sx! — a 2 \x z — x 3 — *r 3 )^2 

~ a x \x s — Xj — Xi)Sx3 + 以 2 | 文 2 — 工 3 \ n ~ l (^2 — 义 3 )谷工 


+ [— 2 ^ 3 ；! + a 2 (y 2 — 2yO — a 3 (2y 1 + y 2 )^y 

=[— 4(^ 十 a 2 + a 3 )y x + 20 2 

+ [2(^2 — …力 一 （ a 2 + a s ) y 2 ^ y 2 
= — 4 (^i + of 2 + “3)3^ + 2(a 2 — a s )y l 

Qy 2 — 2(^2 — ^3)3^ —( 仃 2 + a 3))2 


) y 2 ^yi 


a 


所以 








力学(下册) 


642 




铁质薄板 


a2 
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__ 4 * * * • 

Qr 2 = — a 2^2 — a 4 (X 2 — 工 1) — 工 2 _ 工 3) 

* 4 

_ 戊 5( 工 3 — 工 2) 


Q 


=—— a 3 x 3 


T 


为广义坐标时， 


用 


工 1 、？ 1、？2 


工2 = +工1， §工2 二 知1 + 谷工 1 


q x — x 2 — Xi^ 


q 2 = x 3 — x z = x 3 ^ ( qi + 工1 ) 

•* * * 〜 〜 

X 3 = Xl + 9 i + q 2 ^ ox 3 = 6^：! + 8 + og 2 

8 W = [— — a 4 ( — q 1 )^\8 x 1 + [— a 2 { x x + q 0 — — A (— g 2 )](^i + S ^) 

+ [— 心 2 — a 3 (ii + 心 + g 2 )](8x 1 + 知 1 + Bq 2 ) 

=[— — a 2 (ii + 9 i ) - + 9 i + 心）] 谷工 l + [— a 2 (xi + 9 i ) 

— + Qz ) ~ a 4? l]^l + [— a 5^2 — a 3 (工 1 + 9 l + ?2)] 知 2 

— a 2 (：ri + g !) — ^ 3(^1 + 9 i + Q2 ) 


^3 — 9 l — 




所以 


— « i^i 




Q q ' = — a 2 (: Cl + a) — ^ 3(^1 + 9l + 92) — ^491 


^2~ 


a 3 ( 而 + w + g 2 ) 

1. 13 作用在 巧 平面上的哑铃的黏性阻力与其速度成正比，比例系数分别为 A 

f 为广义坐标，求广义力 


— a 5?2 — 


« 2 ,以图 9. 11所示的 文1 


3^1 


dW =—— a x Xi^Xi —— 汉 i ： yi§：yi 


— 0£ 2 x 2 8 x 2 — a 2 y 2 By 2 

Xz = X\ — l cos9? 
x 2 = x x + Isinf <p 

Bx 2 = Sx x + l sin^S <p 

— l sin§? 


yz = ^1 


x 


lCQS<p <p 


图 9. 11 

8y 2 = ^y\ — l cos<p S <p 

SW' = — a^idxi — o^iyi^yi — + lsin<p <p) (8j ：! 

+ Isixvp d <p) — ct 2 {yi — lcos<p <p) {hy x — l cos<p 5 <p) 


yz = y \ — 


[— otiJOl — Ct 2 { x x + l ^ Bin < p )^8 jo l + [— ^3；! — 


— l<pcos<p)^\8yi + [— a 2 Oi + l<psin<p)l sin^ 

# * 

— a 2 ^y — l < P ^ OS < p ) ( — lcOS < p )^9 


所以 


Qxj 


(〜+ a 2 )x 1 — ot 2 l<psm<p 






Q 々 = — Oi + ^ 2)^1 + ct 2 l<pcos<p 


Q p = — ot 2 l z <p— a 2 /(x!sin9? — j^cosf) 


平板在❽平面上运动，坐标系 O ' yy 固连于平板，用点在静坐标系 Oxy 
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中的坐标:及/、: r 轴的夹角$表示平板的位形，面元 dx ' dy 受到的黏性阻力为 

dx f dy f d f y 

其中 • r 、》 分别是以 ：?/ ，y ， y ) 的缩写， 

不要与点的速度分量发生混淆.求平板 
受到的广义力. 


ay dx f dy f 


dA -- 


ax 






工(？ ，y )= 

y(x f ^y f )= y + x f sin<p + y f cos<p 


+ x 1 cos f — y sinf> 


x 


’^ sinp — y 会 cos ^ (1) 

y (x f ,y ) = jy+ x f cos<p — y f j> sin^p (2) 

SW，y )= Sx — (^ sin ^? 4 - y cos 9?) S ^(3) 

dy(x f 9 y f )=^ 3 ；+ (x r cos<p — y f sin<p)8^p(A) 

面元 d / dy 所受的黏性阻力做的虚功为 

,y )dx , dySx(y ,y ) — ay ex' J y , )dx'dy , dy(ix , ,y ) 

平板所受的黏性阻力做的虚功为 


( x f ，y )= 


X 


X — X 


图 9. 12 


~ ax 




ix f ,y ，y ) + 3； { x f ，y )§ 3； ( 工 ’ ,y >]d^dy 


8 W 


a 


将 （1) 至 （4) 式代入上式， 


(: r— jr f <psin<p — y^cosf>)[S*r — (^sin^P + y f cos^p)d<p] 


縱 =- 


a 


+ ( ： y+ x f <pcos<p — 3/psi 叫）[办 + (x f cos<p — ysin 炉 ) 抑 ] )dx , dy f 


{x — x f <ps\n<p — y f <pcos<p)8x + (: y+ 工 ! <p cos<p — ypsinWS) 


a 




y f )cos<p — (jr x f -\- y y f )sin^^f 


+ [ U ,2 + y 2 ) 奸 dy X 1 


— JC 


{x — x f <p sirup — y f <pcos<p)dx f dy f 


a 




+ [ — a ( 夕 + x f <pcos<p — y r (p sinp) dao f dy f 


{— «[* [(工 ’ 


y )cos^ — (x x ! -\- 3 ; 3 /)sin 9 ?]dx’d 3 / ) 8 <p 


+ y n )<f^r iy X f 


+ 


x 




(x— x f <psin<p — y pcos 妒 ) dx'dy 


所以 Q ,= - 


a 


(y+ x f <pcos<p — y f <p sin9?) d dy f 


Qy 


— a 




Q 9 = — aj[(x r2 + y f2 )<p-[- (y x f — x y )cos9? — (x x f + 3 ； 3/kin^QdVdy 


注 意：在 得到式 a ) 、 （ 2 ) 时， y 、 y 是参量，求导时它们是常量.在 a、Qr a 的积分中， 
&以及 p 均是参量，积分时是常量. 

9.1. 15若上题所述的平板是边长为仏和扮的矩形板，取 o ' 在其中心， y 、 y 轴平 


x 


y 
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行于矩形的边，/轴平行于边长为 2a 的边, 3 /轴平行于边 长为沾 的边，求黏性阻力的广 


义力 


用上题导出的三个积分式子， 


b 


^0 r 

dy 

J — 6 J 


a 


4 

(x — x f <psin<p — y f <pcos^p)dx f 


Q x = — 


a 


— a 


b 


a 


t 2 


^sin^ — 2ay f <pcos<p\ dy 


2ax — 


a 


—x 


一 b 


— a 


Aabx — ay 


pcos 沪 = — Aabax 


a 


-b 


同样可得 


Qy 


iabay 


a 


dy [(x 2 + 3^ 2 )?>+ (y ^c f — i：y )cosp 


q 9 =- 


a 


_b 


— a 


— (x x f ^ y y f )sin^Jdx ; 


a 


a 


+ 2^ 2 c^r 7 夕 工 


2 


— 2a3o y f cos 沪 


a 


—jo 


-b 


—a 


—a 


j sin^ dy 


a 


+ 2ay y f 


—X JO 


—a 


2b + ^ 2b 3 1 <p 


a 


—a 


c > 


4 


— —aabia 2 + h 2 )<p 


一个半径为 r 的薄圆盘在一块涂油的平板上运动，设圆盘的面元受到油的 
黏性阻力，每单位面积、每单位速度受到的黏性力为 a ， 证明广义黏性力为 


1 . 16 




aAr z <p 


其中 A = ; r r 2 ， u 是盘心的位置坐标 4 表示圆盘的角位置. 

证明 用 9. 1.14 导出的公式， 


( 工一 x f <p^m<p — y r <pcos^>)dx t dy t 


Q 


a 


P I b 




X 


( 3 ；+ x r (pcos^p — y f <psin<p)djo f dy f 


Qy 


a 






J[U' 


+ y f 2 )<p-\- (y ^ —尤 y )cos<p 


q 9 


a 






— (x x f ~\~ y y f )sin 9 ?]|dx r dy 


改用极坐标 〆 、 〆 ， 


r f cos^ , y f = r^sin^ 
dx f dy f = \J\dr f d(fJ 


x 
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dx 


dx 


dr f 却 


cosqi — r’sin# 

sin^ r f cos<p 


_ 

; dcfi 


dr 


— a (x — r’cos〆• ^ sin<p — r f sin(ff <pcos9)r f dr f 


27tr f dr f = — 


— aAi 


=—a x 


a?rr x = 


o 


同样可得 


Q y = — <xAy 


j* [〆 2 9?+ 


(y r^cos^ — x r^sin^ )cos^ 

一 (± r f cos(jff + ^ 7^sin〆 ） sinp]r’dr’d〆 

. 1 • i 

2Tcr f ^<pdr f = — —a7tr i <p= — —aAr 2 <p 


Q 9 = — 


a 


a 


o 


若 9 •: L 10 题中磁铁与铁质薄板间的阻力与相对速度的平方成正比，求 


1. 17 


mQy z 


磁棒受到的阻力为 


: VJ 

h:»t 


yi I ( 


y x ) = 4^ 3；i y x 


a i 






磁极 A 受到的阻力为 


3^2 — 2yi I (^2 — 2 ^ 1 ) 


— a t ^2 — ~ I (^2 — yi ~ yO 


a 


一 


磁极 5 受到的阻力为 

—a 3 1 — (y 1 + : V2) — ：Vi I [— （夕 1 + yz) ~ y\l = a s 12 ^i + y 2 1 ( 2 yi + y 2 ) 

薄板的虚位移为 S ：^， 磁棒的虚位移为 一 S ：^, 磁极 A 的虚位移为 S ： y 2 — 8%,磁极5的 

虚位移为 一 (办1+8力）， 

8 W= 4 ^i lii lii (— ) — 


1^2 — 2^i I iyz — 2yO(^y z — ^yi) 

+ a 31 2 yi + y 2 1 ( 2 ^i + : y2) [— ( 知 1 + 谷 : V2)] + [— ^ a \ l^i l^i 


a 


+ a 21^2 ~ 2 ^i I {y 2 — 2 ^i) — 1 2 yi + y 2 1 ( 2 ^i + : y2)]^Vi 

=[— 8^i l^i l^i + 2^21^2 - 2yi I (^2 — 2yi) — 2^ \ 2y\ + ^ 2 1 (2^i + : V2)]^y 

[^ 2 1^2 — 2^i I ( 3^2 — 2^i) + ^ 3 1 2^i + yz 1 (2)i + ^ 2 ) 3^2 

Qy^— Sa x \y x \yi + 2 a 2 1 — 2 yi \ O2 — 2 yO — 2a 3 1 2 yi + yi I ( 2 y x + y 2 ) 




= — a 21^2 — 2 y\ I (3^2 — 2 ^i) — ^3 12 ^i + y z I ( 2 ^i + y 2 ) 

1. 18 图 9. 13 中木块 A . B 固连于长度为 / 的轻棒的两端，在木块 C 和 D 上沿棒 


# 


的方向滑动，木块 C 在水平面上也可沿棒的方向滑动， D 是固定的.图中画出了各接触面 

间的摩擦因数 的、内、 内，套在棒上的 木块五 可沿棒无摩擦 滑动. 木块 A 、 J 5、 C 、 D 、£ 的质 

量分别为 


，如运动中1>夂>0,求这些摩擦力的广义力 QyQa * a 2 
木块 A ^ B . E 组成的系统在竖直方向无加速度. 






+ N 


(m l + m z J r m s )g 


( 1 ) 
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图 9. 13 


其中是木块 C 对木块 A 的支持 力，? ^是木块 D 对木块 B 的支持力. 

木块均沿棒的方向运动，对与棒重合的空间中的直线上任何固定点的角动 

量恒为零，因此作用于此系统的力对此线上的任何固定点的力矩为零.考虑对与7^的作 

_ 

用点重合的固定点的力矩为零， 


(N z — m 2 g)l — m 5 gq z = 0 


( 2 ) 


由（1)、（2)两式解出， 


02 


N 2 = m 2 g + rn 5 g 


I — Q 2 


N l = m x g + m 5 g 


因运动中：^>丄 3 >0,木块 A 受到木块 C 的摩擦力为一 // iWi ， 负号表示力的方向与 A 的 
正向相反，木块 B 受到木块 D 的摩擦力为一 // 2 iV 2 ，木块 C 受到水平面的摩擦力 为一& 

( Ni -\- m 3 g ) , 


l — qz 


g^i — M 2 \ rn 2 + m 5 亨 I 


SW —— 户 1 


1 + 


5 


l 


l 




l 一 <h 


I _ 


g^3 — M ^1 + 


~\~ Mi\m l + m 5 


+ 饥 5 


m 


l 


l 


因为 


Sj: 3 = Sj：i - 8qi 


x 3 = xi—qi ， 




\ 

g 

f ^ 


92 


92 


m = 


m 2 + Tn 


8 — M3 \ rn x + 


+ W 5 


— m 5 




) 君]甸 i 


£2 


92 


+ — ^\\ m ]L + m 5 — m 5 


g ~\~ Ms mi + m 3 + — m 5 


Qz 


Qz 


所以 Q ,= 


— M2 \ rn 2 + 


! + w 3 + m 5 


g — ^ 


g 


m 


£2 


92 




g + M3 饥 1 + 


g 


m 5 — m 5 


m 


m 


m 


Q 《 2 = 0 

注意 ：因摩 擦力与相对速度的方向相反，上述的广义力表达式是在 &>&>() 的情况 
下适用的.1、夂的正负号发生变化或 i 、 i 3 正负号没变但大小关系发生变化，都会使摩 
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擦力的方向改变，因而影响式中各项的正负号， 

9.1.19 一个半径为尺的圆环在一个粗糙的平面 
上运动，用环心的坐标及圆环的角位移 p 为广义 
坐标，设/是单位长度的环受到的摩擦力的大小，求环 
受到的广义摩擦力(不要求算出积分). 

考虑图 9. 14中位于 

+37* + 決 XlRcos (< p -\- a)i +/^ 11 (史 + a ) j _] 
= [ i :— R < psin ( ip -\- a )]/ + [夕+ R<pcos (< p + a)]y 

此环元受到的摩擦力为 


y 


y 


X 


a 


9 




+ da 的环元的速度 


a 〜 a 


V W 


x i 




x 


图 9-14 


[.r— R^sin(<p + a)]/ + [3/+ R^cos(<p-\- a)]j 

{[ i — sin(f + a )] 2 + [ i + R < pcos{^p + a )] 2 } 


v (a) 


Rda 


Rda = — / 


v ( a ) 


1/2 


此环元的位矢为 


r ( a )= lx + 7? cos (^+ a^i + [: v + Rsin {< p -\- a)]y 

8r(a)= [S 工一 Rsm(^p + a)S^]i + [_ 8 y + Rcos(<p + a )^P]j 


摩擦力对此环元做的虚功为 


v (a) • drO 

Ca ) 


--Rda 


f 


v 


— R<psm(<p 4 a)1(^r — Rsin((p + a)S^) 

{[： r — Rij ^ m(<p + a )] 2 + [>+ /^ cos (^ + a )] 2 } 172 


? x 


.Rda 


r 

— — J 


Rda 


— f 


{ [ x — R(psin{<p + a )] 2 + [3+ 十 a )] 2 } 1/2 

[x— i?ysin(y + a)~|5x + [,y+ R<jfcos{^ + oQ]8y 

{[ i — R ^ psin{(p + a )] 2 + [;+ i ?^ cos (9 十 a )] 2 } 1/2 


Rda 


— f 




Rda 


— f 


1/2 


{[ i — R<psin(<p + a )] 2 + [ y + R<p cosif + a )] 2 } 


摩擦力对圆环做的虚功为 


O ) • dr ⑷ 


2 n 


m=- /J 


V 


Rda 


via ) 


0 


2»r 


Rdadjc 


{[i— R<psin(<p + a )] 2 + [ 3 ;+ R<pcos(<p + a )] 2 } 1 ’ 2 


0 


2 ff 


Rda^y 


{[i— R<psin(<p + or)] 2 + Qy+ R<p cos (<p + a)] 2 } 1/2 


0 


2n 


Rda^<p 




1/2 


{[i:— R<psin(^> + a)] 2 + [3;+ Ripcos(<p + a)] 2 } 


0 


2 n 


a =- /J 


所以 


/2 


{[x— R<psin((p-\- a)] 2 + Qy+ R<pcos(<p+ a)] 2 } 1 


0 
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2 n 


1/2 


{ [ i — R < psin(<p + a )] 2 + jjy + R < pcos(<p + a )] 2 } 


0 




Rda 


{[ x — /^ sin ( p + a )] 2 + Qy + R 平 cos (<p + a )] 2 } 1/2 

一个均质的三脚架，三只脚长度相等，置于光滑的水平面上，为使它不致滑 
下，用一绳套住三脚架的 底部. 若平衡时，每只脚与铅直线的夹角为久试用虚功原理证 


0 


1,20 


T 


明：绳 中张力 T 与三脚架重量 W 之比为 


tan 夕 




6-/y 

证明 取图 9. 15所示的坐标 
三角形的重心 d 轴竖直向上 ，工 轴沿一条 中线. 

三脚架的质心位于 OD 的 中点. 重力做虚功为一 


轴，原点取在绳 




wf 抑），作用于 c 的两边绳子张力做虚功为一 

2 Tcos 30° Sx c . 考虑对称性，绳子张力做的虚功为 3(- 
2 Tcos 30°) S ^： c * 

平衡时，主动力做的虚功之和等于零， 
dA =- + 3( — 2Tcos30°)6^c = 0 


B 


取没为广义坐标，设三脚架每只脚长/， 


图 9. 15 


= Zsin^ 


y D — Icosd ， 

Sxc = lcos 686 


x c 


8y D = _ IsinO^d ， 


代入 = 0 的式子， 


fT 

-—Wlsind — 6 T • —-— Icosd I ^0=0 


rj^t 


tan 汐 




6 

长度均为 / 的四根轻棒用光滑铰链构成一菱形 


A 


ABCD ， AB 和 AD 两边支在同一水平线相距为 2 a 的两个钉子 

上， BD 间用一轻绳连接， C 点处挂一重量为 W 的重物，若 A 的 

■ 

顶角为 2 a . 如图 9. 16所示•试用虚功原理求绳中的张力. 

取两钉子连线的中点为 r 轴、^轴的零点,工轴沿水平 

方向 A 轴竖直向下，取《为广义坐标. 


a 


0 


a 


x 


D 


B 


T 


T 


x D = l sina ^ dx D = Icosada 


y c — 21 cosa — acota 


C 


a 


dot 


8yc === ! — 2 / sinof —|— ~ ； 


w 


sirra 


y 


图 9 . 16 


— 2T8jo d — 0 
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a 


— 2 /sinof + 8 a — 2 TI cosaSa 

\ sin^al 


0 






(a csc 2 a — 2/ sina ) 


r = 


21 cosa 


a 


=Wtana — csc 3 a — 1 

\ 


1. 22 线密度为〃、长度为 Z 的均质链条两端分别连接重量分别为尸和0的两个 
球，放在半径为及的光滑半圆柱面上，平衡时链 
条和两球处在与圆柱轴线垂直的铅直面上，试用 
虚功原理求平衡位置. 

取^轴竖直向上，原点取在圆柱轴线 

上，如图 9. 17所示.设链条对 O 点的张角为2«， 


y 


y 


B 


n 




2 


C 




Q 


A 




x 


a 


9 


P 


a = 


2 R 


o 


x 


图中 c 点是链条的质心位置. 

由虚功原理， 

— P^yA — Q^yB — ^g^yc — 0 


图 9. 17 


( 1 ) 


yA = Rsin(7v — 

= R ( sinacos^p + cosasin ^) 

8y A — R (— sin^sin^ + cosacos^S^ 


~ < p ) = Rsin(a 4 - < p ) 


a 


( 2 ) 


7 t 


y B = y A + 2 Rsinctsin \ <P — ~ \ = yA — 2 Rsinacos(p 


dys — ^yA + 2 Rsinasin < jf 8 <p = /^(sinasinp + cosacos ^ S ^? 


(3) 


为求％，取坐标 Ox f y f ， y 轴通过链条的质心 c ， 由质心的定义 


yc 


dy f 


y 




al 


+ y 2 = R 2 , x f = ^ R 2 - y f2 


!2 


X 


dx f 

ay = 


R 


dy f 


y 


Rcosa 


这里乘 2 是考虑到 y 轴两边的链条是对 y 轴对称的.经计算可得 


Rsina 


a 


Rsind 


K 


= sin^ = 


sin 沪 


cos < p —— 


d 


Rsina 


^yc 


cos<pd^> 


( 4 ) 


a 


将式 (2)、（3)、（4) 代入式 (1)， 并用 l = 2 Ra , 


[ — PR ( — sinasin ^ + cosacosq )) — QR ( sinasin<p + cosacos < p ) 
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參 


Rsina 


^9 


— 2Roiag 


= 0 


cos<p 


a 


可得 


(J 3 十 Q)cosa + 2 Rcrgsina 


tanp = 


(P — Q)sina 


其中如图所示，是在链条所在铅直面内两球连线的垂线与 ^ 轴的夹角， 

9. 1.23 两球 A 和5分别重 P 和 Q ， 用长为2/的轻杆连接后放在一光滑的、半径为 

R 的球壳内，求平衡时杆与水平线的交角《和 A . B 处的约束力. 

取图 9.18 所示的 xy 坐标， 


0 


Nb 


x 


ja~ i?sinl a + arc cos — 


P 


B 


N a 




y B = R sin 


arc cos — 


a 


A 


Q 


R 


p 


^a 


8 y A = R cos 卜 + arc cos — 


y 


Sa 


dys = — Rcos 


arc cos — 


a 


图 9. 18 




R 


P^yA + Q^ys = 0 


dct = o 


PRcosl a + arc cos — — QRcos 


a — arc cos — 


R 


R 


P 


cosacos arc cos — — sinasm arc cos — 


R 


R 


cosacos! arc cos ^) + 




0 


sm^sin arc cos — 






R 


sm arc cos — 


R 


(F — Q)l cosa — (P + Q)sina 

(P - Q)l 


tana = 


方法一 •.用 矢量力学的办法求约束力 A ^4 和 W 

由系统在 x 、_ y 方向所受合力分别为零得 

N a cos(^ + a) — NbCOs(/? — a) = 0 

N A sin (^ + a ) + iV B sin (/? — a ) = P Q 


B 


( 1 ) 


( 2 ) 


其中 /?=arc 

式 （ 1)X sin(/3—oO + 式 （ 2) Xcos(3—a ) ，可得 


cos 


(F + Q) 


N a = 


sin2/? 


将上式代入式 （1)， 得 
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方 法一: 取竖直向下为 j 轴， 


的: y 坐标为零， 


yF= yc = ~w l sin 〜 


= l sin 汐 


yu 


DE = 21 sin —0 


^ y F = 色 y G 


l cos ❹ W ， by 


— i cosdbd 




H 


Mg 


SZ )£= 2 / 


d * ~d6 = l cos ~r8^0 


cos 




图 9*20 


8 W = mgdy F -\- mg 8 y G -\- Mghy H —kDEdDE =0 


~mgl cosd + ~mgl cos 8 + Mgl cosd — 2> W 2 sin —d cos —d 88 = 0 


(m + M)g cosd — kl sin ^ = 0 


tan 夕 = 


kl 


Q = 


arc tan 


kl 


方法二 


v = 


Mgy H + ^ HDE ) 


— ^tgy F — mgy c 


Isind — 


—l sin 沒一 Mgl sin 没 + —k 2 /sin —6 


= —— mg 


g 


=—(m + M)glsind + 2^/ 2 sin 2 —0 


dV 


在平衡位置， $ = 0 给出平衡时 0 满足的方程为 


—(w + M)gl cosd + 4 ^/ 2 sin —d • cos —d ^ — 0 


可得 


tan 汐 = 


kl 


1. 25 图 9. 21 所示的是犁的后轮机构.直杆和曲杆 C 0 2 D 通过铰链5和 C 分 

别与连杆相连接，连杆与两杆的夹角分别 为約和 科，当机构在图示位置时是水 
平的两点的铅直距离为 h ， 0 2 、D 两点的水平距离为 HtOi^B = ri i0 2 C=r 2 ,^ A M , 
有一水平力 Fx 作用，在 D 点有一铅直力 Fz) 作用，此时系统处于平衡，求此两力的比值. 

考虑在平衡位置附近有一虚位移，如图 9. 22所示， £C 杆与水平线的夹角为自固 
定点 0 ^ 0 2 分别取图示的 x 轴(水平向左)和^轴(竖直向上).与主动力做虚功有关的坐 
标为和 


* 


Ivm* 




x A =— OiAcos ^ — ip ) 

yv ~ — 0 2 Dsin 6 
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8 x a = O^sinC^ — <p、 名 — ♦) 

S^d= — O z Dcos6dd 


c 


r l 


0 2 


图 9*22 


Oh0 2 是固定点，两点的水平距离不变， 

— r x cos(^ — ^) + BCcos<p + r 2 cos(^ + <p) = 常量 


曲杆的角度 zco 2 D 不变， 


d n 一 （科 + 0) = 常量 

对上述两个约束关系进行变分，可得虚位移间满足的关系 

^ sinC ^ — 0)5(朽一 < p ) — BCsirap 8 (p — r 2 sin (^ + (奶 + 必) 

6汐 一 5(仍+必 ） = 0 

在平衡位置,0=0,但鉍关 0， S (灼 一0) 关輛，由式 (1), 得到在平衡位置有 

rpin 仍 5( 仍 ~ ( p ) — r 2 sin < p z d (<^ + ^) = 0 

Sxa = O^sin^SC^ — 0) = h8C<Pi — <p) 

8 yD — — 0 2 Doosd 8 d = — Hd 6 = — + p ) 


( 1 ) 


0 




( 2 ) 


( 3 ) 


这里用了式 (2). 
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在平衡位置，主动力做的虚功为零， 


8W= F A da: A + F D dy D 

= F A hb(<]f\ — <p) ~ F-\- tp) — 0 

F d hhj(f\ — jp) 

F a ~ i/S (妗 + 0) Hr^in^ 


hr 2 sm < p 2 


这里用了式 (3). 


9, 23 所示为一拔桩装置，在木桩的上端 A 点上系一绳，将绳的另一端固 

定在 (：点 ，又在绳上一 点 £系另一绳，此绳另一端固定在£ 点 ，然后在绳的 D 点用力向 
下拉，这时绳的段是水平的 ,AB 段是铅垂的, CB 段与铅垂线的夹 角为七 ，DE 段与水 

平线的夹角为，向下拉力为 F ， 求绳作 
用在桩上的拉力: T . 


1. 26 


系统是五 DfiC 绳子，主动力为 F 和 

T , T 作用于 B 点，向下. 

图中竖直向下的^轴，取 C 为原点，设 
BC 段绳长为 A ， ED 段绳长为 Z 2 ， 


ys = /icoso?! 

/ 2 sina 2 + 常量 

— l l sina l ba l 
^yn = l 2 cosa 2 8 a 2 


yo 








Sa x , da 2 间存在着一定的关系，可由 C 、£ 间水 
平距离不变获 


图9 , 23 


C 


得.考虑一般情况， D 5 段绳 子与水平线的 夹角为“■图 
9.24 所示，并设段 绳长为“， 


E 


h 


h 


B 


«2 


V 常量 


I 


D 


l z COS^ 

/gSirio^ 2^^ 2 — 0 


£ l cosa \8 a \ — i^smiSe 


cose 


s J V 


图 9. 24 


今考虑在平衡位置处虚泣移间的关系.此时， 


a \ y a 2 = a 2 

liCosa ^ a ^ — / 2 sina 2 Sa 2 = 0 

l2s'ma 2 

/ 1 cosa 1 


e — 0, 


= 


Sa 


dW = F 8 y D + T 8 y 


= Fl z cosa 2 8 a 2 — Tl ^ ina ^^ 

l 2 sina 2 

/ 1 cosa 1 

Fl 2 cosa 2 — T / gtan^sinag = 0 

T = Fcota l • cota 2 


Sa 2 = 0 


= Fl 2 cosa 2 — T/iSinaj 


说明 ：现在 处于平衡时，是水平的，只有一个自 由度. 若处于平衡时不是水平 
的，即图 9.24 中的 e 关0,是否有两个自由度？否！仍只有一个自由度，因为还可以写 C 、£ 
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间的竖直距离不变的约束关系，从两个 Sq 、如 2 和 Se 间的关系中消去知，仍然有 Sq 、 Sa 2 

间的一个关系，那么，在 s = o 处于平衡的情况，考虑这个约束关系，岂不变成零自由度？回 
答是仍是一个自由度，因为这个约束关系仍然是 C 、£ :间的水平距离不变得到的关系. 

9 . 1 . 27 重/^和尸 2 的两物体连接在不可伸长的轻绳的两端，分放在倾角为《、/?的 
斜面上，绳子绕过两个定滑轮和一个动滑轮，动滑轮的轴上挂一个重尸的物体，如图 9.25 
所示.不计摩擦和滑轮质量，求平衡时 Pl ， P 2 的值. 


图 9. 25 


取图中 


坐标，平衡时, 


Xi ^ X 2 


SW' = PjsinaSxi + P z s\n^X2 + FSx 3 = 0 


设动滑轮半径为 r ， 设绳子围绕动滑轮的轴的角速度为 〆 顺时针方向为正），则 


=— x 3 + r < p $ 

= — 5 x 3 + rSp ， 


x z = — — r<p 

Bx 2 = —— dx 


r 谷 <p 


消去 r 抑 ，有 


三个虚位移满足一个关系，两个虚位移是独立的，取为独立的虚位移， 


— 2§工 


8工 


— (8 jc 1 + & r 2 ) 




代入 SV ^ = 0 的式子， 


8 W = PiSina — —P 8 xi + P 2 sin ^ — —P 8 x 2 = 0 


Qx x = Pisina 


— ~P 


0 




Qx 2 = fgsin/? — 


士尸 = 0 


2 


P 2 = — Pcscj 3 


所以 


P x — — Pcsca ^ 


说明： 系统处于平衡，系统的各部分是静止不动的，但用虚功原理，找虚位移满足的关 
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系时，可用运动学中的关系，设想存在着某种运动，这里写的速度、角速度关系并不要求绳 
子与动滑轮间无相对运动. 

9.1.28 图 9. 26所示的装置中，鼓轮 I 和 I 上分别有力矩 i ^、 M 2 作用，物体 A 重 
P ， 放在斜面上，它与斜面间的摩擦因数为斜面倾角为《，鼓轮的半径分别为 n 和 r 2 ，动 
滑轮5重 Q . 试用虚功原理求平衡时 M , M 2 需满足的关系.忽略所有轴承处的摩擦. 


图 9. 26 

取: r 坐标沿斜面向下， J 轴竖直向下，零点均取固定点，科、件分别表示鼓轮 I 、 
I 的转角，逆时针转动方向为正. 

ys = —广1?\ +常量 

Xa = 2 y B — r 2 < p l + 常量= — 2 r 说 一 r 册 + 常量 

^ ys = — 

— r 2 § 妗一 2 ri 8( f { 

若处于物体 a 有下滑趋势的临界平衡状态， 

dW = (Psina — juPcosa)dx A + Q^ys + + = 0 

{Psina — ;/尸 cosa) (— r 2 ^<Pz — 2r l ^) + Q (— + M 2 S 矜 = 0 

= — 2r 1 (Psina — ^tPcosa) — Qr x + M x = 0 

Qp 2 =— r z (Psina — jutPcosa) + M 2 = 0 
得 M l = Qr l + 2r x (Psina — fxPcosa) 

M 2 = r 2 (Psina — juPcosa ) 

若处于物体 z 有上滑趋势的临界平衡状态，将上述结果中的 ^ 改成一 ^即可，相当 
于摩擦力反向， 


m 


M : = Qr x 4- 2r 1 (Psina + juPcosa) 

M 2 = r z (Psina + f^Pcosa) 
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处于平衡,也可以在上述两种情况之间的非临界平衡状态.处于下列范围，系 
统均能处于平衡 状态： 


Qr x + 2/ > r 1 (sina — jucosa) ^ M x ^ Qr x + 2Pr x isina + ^cosa) 

Pr 2 (sina — jucosa) ^ M z ^ Pr z Csina + /icosa) 


9.1.29 均质长方形薄板长为/、宽为6、质量为 m ， 宽度为 

b 的两对边,一边靠在光滑的墙上，一边搁在固定的光滑的柱 

面上，如图 9. 27所示.如果要使板在任意位置处于平衡，柱面 

应取何种形状，并求柱面和墙对板的约束力. 

解用表示5端的坐标，用0作为广义坐标，(：为质 


心， 


y + ❹ 


yc 




f 


^ — 4-/ sin^l 86 


^yc = 


dd 


平衡时，主动力的虚功为零， 


图 9. 27 


d v 


~i sin 沒 S 夕 = 0 


8W = — mg^yc —— 


㈣ 


办 - -zrlsind = 0 


dd 


2 


- -/ C08C? + C 


由没 =0 ，y = 0, 定出 C =~ r /, 


y = — —^cos^ + ~zl 


所以 


= isiti0 


x 


消去两式中的 <9得 


: r 2 + i2y - IY = l 2 


或写作 

这就是要使板能在柱面上的任意位置处于平衡柱面必须满足的 方程. 

下面用虚功原理求 JS 端受到柱面的约 束力. 解除 S 端的约束，&、办均是独立的， 


^ = 


~1 


y + 


y + 


—x 










X 


Sj : 


^yc = — 


8W = — mgdyc + N x 8x + N y By = 0 


x 


Sx 


8 y — 


+ N x 8jc + N y 8y = 0 


— m S 
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= 0 


N y — mg = 0 


N 


N y — mg 


4/ 2 - 3 尤 


N 


一 






I 2 - 


用矢量力学的平衡方程，立即可得墙对板的约束力只, 

R + N x = 0 


R = — N 


9. 1. 30半径为只、鼓轮半径为 r 的匀质轮轴，重量为 Q ， 通过鼓轮上缠绕的绳子挂 
一重物 P ， 置于倾角为《的粗糙的斜面上，如图 9. 28 所示，轮轴与斜面间的摩擦因数为 

求轮轴处于平衡的条件. 


图 9- 28 


平衡要求轮轴无纯滑动，无纯滚动，也无有滑动的滚动. 

先考虑无纯滑动的要求.假设斜面对轮轴的摩擦力为/,沿: T 负向（即有下滑的趋 


势）， 


8W — Qsina^x — Qcosa^y + Psinadx — Pcosady — fdx + N8y = 0 

其中 w 是斜面对轮轴的支持力，也是轮轴对斜面的正压力， 

(Q + 尸 ) sirm — / = 0 
N — (Q + P)cosa = 0 

/ = (Q + P)sina f N = (Q + P)cosa 

平衡时，摩擦力为静摩擦力，不能超过最大静摩擦力，即 

、 f 


解得 


所以 


= tana 
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这是对摩擦因数的要求，可以看出，纯滑动的趋势只能是如假设的那样下滑的趋势. 

再考虑无纯滚动，斜面对轮轴的摩擦力和支持力均不做虚功，均为约束力. 

设轮轴的质心为 C , 重物为轮轴沿斜面下滚的转角为与5间的竖直距离为/， 


工 — rcosa + I sina 

rsina — I cosa 


ys — yc — 

l = — r < p + 常量 


由纯滚动条件， 


x c — R<p= 0 


Sxc= R^<p^ 


8<p = 友 8x 

^ X C 


C 


Bl = — rb<p = — 


r sma 


8xb = + sinaSZ 




1 - 




c 


R 


rcosa^ 


^yB = 器 yc —— cosotdl — 


c 


这里用了 S ： yc =0, 


8W = QsinaSxc — Qcos^Syc + Psin^Sx^ — Pcosa8y B 

Qsina + 尸 sino；( 1 — rS j^° 


rcosa 

R ~ J 6x 


— Pcosa 


= 0 


c 


Pr 


Qsina + Psina — — 

K 


— 0 


Rsina 

— Rsina 


Q 


p — 


因 P 、 Q 均大于零，且有限，从上式还可看出，要求分母必须大于零，即 


r 〉 Rsina 


最后，再考虑轮轴无有滑动的滚动，此时系统有两个自由度，取知 C 与卸为独立的虚 


位移 


dl — — r8<p 

dx c — rsinaS^ 

= ^yc —— cosaS/ = r cosaS^ 

SW — Qsinadxc — f^{P + Q)cosaSx c + /^(P + Q)cosa * R8f 

+ Psina(Sa：c — rsina8<p) — Pcosa * rcosaS^= 0 
Qsina — ju{P + Q)cosa + Psinor = 0 
/u{P + Q)jRcosa — Pr = 0 

/i=tana. 

将 fi=tana 代入后式得 


8xb = 8a：c + sinaS/ 




由前式得 


.Rsina 
r — Rsina 


Q 


P = 
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M 必大于零，由此可证明不可能有向上滑动的趋势，这 里对# 和 P 、 Q 关系以及 r 、/2 大小 
关系的要求都已在考虑前两种情况的要求之内.因此系统平衡的条件为 


jRsina 
— Rsina 


Q 和 r 〉 Rsina 


fi ^ tana ， 尸 = 


图 9. 29所示为一差动滑轮，需用多大的力 F 才能将重物 P 吊起来 • 

取 X 轴竖直向下，定滑轮顺时针转动的角度 
为9,设动滑轮半径为 r ， 顺时针转动的角度为(?，重物 

的坐标为: T ， 则 


131 


奉 


— rd — —— 




n 


: c + r ^= ri<p 


消去 w ， 可得 


F 


2x= (n — r 2 )<p 


8 工 = — (r l — r 2 )5f 

SW = Fr 2 ^<p + P8x 

= [Fr 2 + ■^尸 (n — r 2 )]S9?= 0 


所以 


Fr 2 + ■^ 尸 Oi — 厂 2 ) = 0 


广2 — 厂1 


P 


F = 


2r 2 


P 


这个 F 是使重物处于平衡状态或勻速上升所需的力. 

9.1.32 半径为 r 的均质半圆柱体置于另一 
个半径为及的固定的半圆柱体 B 的顶端，如图 9. 30所示.若 A 在上做纯滚动 ，问及 与 
r 满足什么关系时，顶端这个平衡位置是稳定平衡位置. 

稳定平衡位置处，其势能为极小值.要写半圆柱的势能，得找出其质心位置 • 
取半圆柱的对称轴为工轴，零点取平面表面的中心，如图 9.31 所示，由对称性可知， 

质心位于工轴上.设密度为卜质量为 W ， 则 


图 9.29 


图 9. 31 
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鲁 


—— Lrdm 


^c = 


dx = 一 rsin^d^ 


x= r cos<p 9 


在 


+dr 处质元质量为 


JT 〜 X 


dm= p * 2rsin^ • hdx — — 2 phr 2 sin 2 <fd<p 


其中 A 是半圆柱的长度 


0 


dm = p * 2^sin9^idx = ( — 2^/ir 2 )sin 2 9ti^ 


0 


0 


cos〆 一 2phr 2 <pdi<p 


n [ 


x c = 


0 


(— 2 phr 1 sin 2 <pdi<p 


7 T 


K 


Z 


cos^sin 2 ^^ 


r 


0 


7 T 




sin 


o 


4 


经计算可得 


xc= ^ r 


考虑 A 在 S 上纯滚动到图 9. 32 所示的位置， O0 转过 (9 角(顺时针转动）， Z 围绕以 
点转过0角(顺时针转动），此时 A 的势能为 


V = mg(R + r)cos^ — mgxccosip 


4 


^ mg(R + r) (1 — —0 2 ) — mg 


5 厂 (1 — —<p) 


4 


—r<p 2 — CR + r)6 

o^r 


g 


这里已用了心史均为小量.只保留到二级小量. 

由纯滚动条件， 


o 


(R + r)6 — np= 0 


图 9* 32 


r 


6 — 


<P 


R + 


上式也可由纯滚动，两段弧相等， = —沒) 


得到 


2 


4 


r 


V = V 0 -—mg 


中 


R + 


3 n 


r 


< P =0 为平衡位置，稳定平衡位置要求在0=0, 


势能为极小值，即^丨 >0,由此得 


d<p 2 


必=0 


4 


> 0 


—r 


/? + r 


3 tt 


3^r 


R> 


1 






图 9* 33 


4 
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1. 33 如图 9. 33 所示，均质的汽车库大门 AB 质量为 m 、 长 2r 、 A 边可沿光滑水平 

即当时，弹簧不受力的作用 ，£ 


9 


滑槽运动， 5 边两端各连一个弹簧，弹簧原长为 
边与曲柄 05 用铰链连接 ， = r ，其质量可忽略不计 ,05 可绕固定点 o 转动 • 为了保证 


r — a ， 


大门转到铅直位置 09=0) 时平稳地关闭，弹簧的劲度系数々应多大 ? 


方法 一 : 大 门要在 0=0 处平稳地关闭，即要在 <9=0 附近处于随遇平衡，也即在沒 


dV 


很小时 ，■^ = 0 ,因此必有 


d 2 V 


= 0 


d 护 


^=0 


a)] 2 + 


2 X 士 


— (r — 


mgy c 


— rcosd 




: yB + 了 O — y B ) = + y B ) = v r (l — cos 夕 ) 


: Vc 




一 a )] 2 + 


~tngr(l — cos^) 


— (r 


— 2rasin$ 


dV 


a)] 




(r —— 


A 6 


2 


r — u 


= — 2karsmd 1 — 


+ —mgrsind 


dV 


没 =0 和时，均有 m = o, 均为平衡位置 . 


在夕很小时 t , cosd^ 1 ， 


dV 


+ T^ngrd 


2kard\ 1 - 


d 6^~ 


Q 


z 


+ ~ 7 ：rngrQ 


= —— 4 夭 a 


r + a 


dy 


要求在 0 很小时，均为平衡位置， #=0, 


- 4 々 aV 右 + 


gr = 0 


m 


mgir + a ) 


k = 


a 


方法二:由鍰二。求是 

前已求得 


dV 


r — a 


—— 2krasind\ 1 — 


+ ~mgrsind 


dd~ 


d 2 v 


r — a 


= — 2kracosd 1 




d 护 — 


d 


r — a 


+ ^ZTngroosd 

Ld 


+ 2krasin6 -r^ 
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^ d 2 V 

由必 2 


= 0给出 


r — a 


— 2kra\ 1 — 


+ 一 ^ gr 


0 




r 


解出 


k = 


8a 


9. 1. 34二铰拱受集中负载/ > 和 g 作用，各部分尺寸如图 9. 34 所示.求铰链 B 处约 

束力的水平分量. 


图 9. 34 


坐标，平衡时， 


方法一 :取图 9* 35 所示的 




AADG^ ACHE 

8= 0 ! = 60。，/ DAC =15 
AD= CE — 2a 

AC= 2 "^2 


a 


解除 J 5 处水平方向的约束， 


yv — 2asin^ 

xe= ACcos ( 汐一 15 。） + C Esind’ 

= 2 aco^B — 15°) + 2asin^ 

注意: • rs 关 2a + 2 fl sir ^， 因为解除了 £ 在水平方向的约束，应参照解图 9,36 写 


X £ 




图 9. 36 


图 9. 35 
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jo b = 2 • ACcos {0 — 15°) = 4 acos {0 — 15°) 

8y D = *lacQ 芑 d 為 d 

8x e =— 2 VT asin(d — 15°)S^ + 2acosd f 80 f 


( 1 ) 


由 AZX： 和均为四分之一的圆周，从对称考虑，从几何上不难证明 

6 + &= 常量， 


W =—80 

— 2 2 asin (0 — 15。）80 — Zctcosd 1 88 

— 4 ^\/ 2 asm — 15°) 祕 

设铰链5处给予二铰拱的水平约束力为X 




( 2 ) 




E 


dx 


(3) 




B 


Bj 


8 W = — P 8 y D — Q 8 x e + Xb ^ 

将式 (1)、（2)、（3) 代入式 (4), 并考虑在平衡位置 ^=^ = 60°, ST ^ = 0, 

— P • 2acos60° - Q[- 2 VTasin45。一 2acos60°] + X B (— 4 VTsin45°) 


(4) 


B 


0 




解得 


X B = —(3Q — P) 


4 


方法二 :解除 5 处水平方向的约束,考虑在平衡位置处做虚运动4点的虚速度若沿 

的负方向，则 C 点虚速度沿与 AC 垂直的向左上方 
方向, CB 段的虚运动的瞬心位于图 9.37 中的 O 点， 

在平衡位置， 


X 


0 


9 




P* \ 


OB = AB = 4 a 

AC 段的虚运动是绕 d 点的转动， D 点在 i> 的作用线 

方向的虚位移与 G 点的虚位移相同，在平衡位置时 
A、C、C> 在同 一 条直线上，虚位移后 1C 与 C0 不在 

同 一 条直线上，但仍有？>=#，故 = B < p . 

在平衡位置处 


P 


C \ 


D 


t . 


Q 




<p 


<p 


r l 




B 


A 


x B 


G 


a 


4a 


< p = 9^ = 45 

SW = — Pad^> + Q ♦ 2 aS<{i — Xs # 4： ud^ 

( — Pu 3Qci — AX^a^8<p— 0 

— 尸 <2 + 3Qct — ^Xq€L = 0 


o 


图 9. 37 




X B = —(3Q — P) 

4 

1.35 图 9. 38 所示的平面桁架中 
各杆重量不计，求 AC 杆和杆的内力. 

解 解除 A 处竖直方向的约束，取 _y 
轴竖直向下,5为原点.设 ZABC=p 则 

yA — — 2 BCcos(p 

83^4 = V^s" asin 9 >S 9 > 

A 做虚位移 Sjm 时， £ CD £ 绕5点做卸 




a 


■■ ■ I 




V ^^ acos ^? 






图 9. 38 
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的虚位移.设 = 为常量) 


^yD— BDd<p • cosa = 2useca • 6ycosa = 2ad<p 


平衡时 


sm ^> = 


BC 


V ^5~ 




m = PBy D + Y A 8 y A 

=P * 2ad<p + Ya V^5~ 


h<p — 0 


a 


y s / r ^~ 


2aP + 2Y a = 0 

Ya = _ P 

AB 杆是二力杆，在 4 端， AC 杆受外力必沿杆的方向，今沿 C 4 的方向，可见 AC 杆 
的内力 n ac 为 




= P 


N ac =~ Y A sec<p = P 


为张力 • 


对整个桁架用平衡条件， 


S y » = ° 

I 

y a + y b ^p = q 

y b = o 

考虑到 5 C 杆、 B £ 杆均为二力杆，如 BC 杆的内力不为零,也一定不为零，今 
0,可见 Nbc =0* 

注 意:在 B 处,桁架受到水平向右方向的力，在 A 处，桁架受到水平向左的力，其值为 
尸 cot 9 = 2尸，故在5处，桁架受到水平向右，其值为 2 P 的力，杆的内力为压力. 


得 


9.2 达朗贝尔原理、达朗贝尔——拉格朗日方程 


1用达朗贝尔原理解 6. 3* 10 

取图 9. 39所示的 a 坐标，用々表示半球的 
球心位置，: T 2、％ 表示质点的位置， 

— asin ^ 
cosd 


工2 = 工1 


y 2 = ^ 


— ad sind 


工 2 — ' 0C | CL0 COS0 ， 

• • 

— a^cos^ + ad sind 

* * 2 
—— ad sin 没一 a6 cosd 


yz = 


( l ) 


工 2= 工 1 


图9, 39 


( 2 ) 


: V 2 = 


Sj: 2 = dxi — acosdbd 


(3) 
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Sjy 2 = — asin&8d 


(4) 


3n 


S (尸 - 


由 


ixi) • dxi = 0 


得 


一 — mx 2 ^Xz + ( — mg — m3?2)^3 ; 2 = 0 


将式 (1) 、（2)、（3)、 （4) 代入上式得 


• 2 


[— (M + m)xi + ma ❹ cos ❹一 mad sin 没 ] Sa 


+ [mxiacosd _ ma 2 d + mgasind^\86 = 0 


因为知 i 、⑽相互独立，它们的系数分别为零， 


2 


(M + m)xi — madcosO + mad sin0 = 0 


(5) 


mxicosd — ma0 + m^sin^ = 0 


( 6 ) 


从(5)、（6)两式中消去经整理后可得 


Af + wsin 2 汐 


m 


■ 4 


j^a 沒 2 sin8 = gsin 夕 


ad + 


+ A / 


m 


dd 


用沒汐，上式可改写为 


M + msin 2 ^ 


m 


cidO + 


sin^d^ = g sin 沒 d 汐 


2(m + M) 


左边是恰当微分，积分得 


M + msin 2 ^ 


ad 2 =——g cosd + C 


2Cm + M) 


由初始条件 = a 时， 0 = 0 定出 C = g cosa 

将 C 的式子代入上式，解出I得 


1/2 


+ M 

M + m sm z d 


IK 


m 


(cosa — cos 没 ) 


6= 


a 


与 6* 3. 10 题解得的结果 


1/2 


cos a — cosd 


■鉍 

a 


m 


os z d 


1 


p 


T 


是相同的. 


2 用达朗贝尔原理解 7* 4. 2题. 
取图 9. 40所示的 z 、： y 和坐标，图 
中画出了系统受到的主动力的情况。由 


物 sin a 


n 


i = l 

{Mgsina 一 T — Ma)bx + 


y 


• 乂 ） • Sr, = 0 


T 


a 


(Tr - -^Mr 2 /?| b<p 
+ (mg — T — mo! = 0 

其中 a 是圆柱质心沿斜面向下的加速度, Y 是 


( 1 ) 


mg 


图 9. 40 
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重物竖直向下的加速度. 

9 间有约束关系，考虑到绳子不可伸长， 

义 + ：y — 厂沪=常量 

+ By — — 0 




( 2 ) 


取心、坤为独立的虚位移， 


8y == rB<p — 8x 


(3) 


将式 (3) 代入式 (1) 可得 

. ( 1 
(Mgsina — Ma — mg + w a ) S*r + — — Mr 2 /? + 


\ 

a ; r B<p = 0 

I 


gr — 


Wi 


知、卸的系数分别为零，得 


Ma — ma ’ = Mgsina — mg 


(4) 


- 七 Mr 择 


(5) 


ma 


=—— mg 




由式 (2) 对 f 求导两次，得 


’ 一 r/3 = 0 


a r a 


( 6 ) 


rp '= a 


a 


用式 （6)， 式 (5) 可改写为 




(7) 


~Ma + 


m 


=mg 


由 （4)、（7) 两式解出 


3 m — Msina 

M 4 - 3 w 

(M + 2 m)sina — m 

M + 3 m 




a 


g 


g 


a — 


/?= — (a + a ’） 




(M + 3 m)r 

再对重物用牛顿第二定律或用达朗贝尔原理，可求绳子张力了. 

如果系统包括绳子，绳子张力不做虚功,可作为约束力 处理. 可更容易地得到式 (4) 、 （ 5 ) 

J 用达朗贝尔原理解 7. 4.40 
各杆的角速度的正向规定如图 9.41 所示.此 
时，用 7. 4. 40题的办法求得 BD 杆的质心 C 的加速度 




華 




X 


D 


Q ) 


SD 


y 


a 




c = — ^ 


2 b 


c 


B 


o 


DE 


Q ) 


杆的角加速度 


E 


^BD — 0 


A 


杆的角加速度 


图 9.41 




(O 


M BD 杆用达朗贝尔原理， 
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+ ma[ 1 + 告卜 2 ]知 + (h + Y D )By ^-\Y B -^~Y D 


d 


b 


80 — 0 




争 


其中 0 是在质心平动参考系中绕 c 点的转角. 


a 


Xb ~h Xd + 


(1) 


ma 


2b 


( 2 ) 


7 b + = o 


b 


(3) 


h •亡 一 h •亡 = 0 


由式 (2)、（3) 可得 


y b = y d ~ o 


对 Z )£ 杆用达朗贝尔原理， 


Xod — ~md 2 /3 DE j S0 = 0 

这里的 Xd 是 (1) 式中的；^的反作用力 4 是 D £： 杆绕£点逆时针转动的角度. 


Xjyd~ ^md 2 (3 DE = 0 


X D = —md^ D E = 


(4) 


—ma 


b 


由式 （1)、（4) 得 


5 a 


X B = — 


a 


2b 


9. 2.4 均勻细杆 AB 可绕通过其杆上的固定点 O 的水平 
轴自由转动，此水平轴又绕通过 O 点的竖直轴做恒定角速度为 
(o 的转动，如 OA=a ， OB =6, 试用达朗贝尔原理求 AB 杆绕竖 

直轴做稳定转动时它与竖直轴所成的角 

取 O 为: r 、 z 轴的原点^轴竖直向上轴水平，并使 
轴、: r 轴和杆在同一竖直平面内，取此竖直平面为参考系，要 
在此参考系中，求杆的平衡位置，即求图 9. 42中的《角. 

用分别表示杆在 a 处做虚位移如时重力和惯性离 

轴力对整个杆做的虚功. 

设杆的线密度为7,做上述虚位移时，重力对杆的 l -1 +dl 
段质元做的虚功为 


m 9. 42 


rjgdl • sina • ida 


Idlda — —ygsina(b 2 — a 2 )8a 


ygsina 


做上述虚位移时，惯性离轴力对杆的段质元做的虚功为 


rjdl • /sina * 仞 2 cosa • Ida 


l 2 dl^a = —^a> 2 sinacosa(6 3 + a 3 ) 


m 


rjay 


smacosa 


由在平衡位置得 
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—yjgs\na{b 2 —— a 2 ) + —T](o 2 sinacosa(b 3 + a 3 ) = 0 


可得 


Vg(a 2 -b 2 ) 


cosa = 


2co 2 (a 2 - ab + b 2 ) 


- zV ^ 2 + 办 3 ) 


注意: 计算重力对整个杆做的虚功，因为各质元受到的重力与质元的质量成正比，可 
以用作用于杆的质心的合重力做的虚功，而计算惯性离轴力对整个杆做的虚功，因为各质 
元受到的惯性离轴力并不与质元的质量成正比，不等于作用于杆的质心的合惯性力做的 
虚功，也不等于位于质心、质量等于杆的质量的质点所受的惯性离轴力做的虚功. 

重量为尸的均质圆柱沿与水平面夹角为 a 的轻悬臂梁做无滑动的滚动如图 
9. 4.3 所示.用达朗贝尔原理求悬臂梁在 O 点受到的约束力. 

取图 9.44 所示的 1 、^和坐标，图 9. 44( a ) 画出了悬臂梁所受的主动力、约 
束力和约束力矩，图9, 44( b ) 画出了圆柱受到的真实力和达朗贝尔惯性力，其中/是圆柱 
和悬臂梁相互作用的静摩擦力， W 是圆柱对梁的正压力及其反作 用力. 


% 


令 


y 


y 


i<p 




Yo 


M 0 


—x 


g 


N 


O 


a 


O 




Xo 


P 


X 


N 


x 


⑻ 


(b) 


图 9,43 


图 9.44 


对悬臂用达朗贝尔原理，解除 o 点处的约束,叉 0 、7 0 和 Afo 均视为主动力，为 

广义坐标， 


m = (Xo + /)S^ + (Yo - N)8y + (Nx - M 0 ^ct = 0 


均独立，得 


X 0 =— / ， Y 0 = N, M 0 = N 

对圆柱用达朗贝尔原理，因需求 / 和 iv , 暂不考虑纯滚动这个约束，也不考虑 y 方向 
对圆柱质心的约束， 


X 


P 


丢 4 r 2 9| S ^= 0 


dW = (Psina — — x — /)Sx + {N — Pcosa)8y + fr 


g 


8 


其中用了圆柱对其对称轴的转动惯是圆柱的半径. 

Sx 、 b 、 卸均独立，得 
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爆 


P 


一 x = Psina — f 


( 1 ) 


g 


N = Pcosa 


j jr^= fr 


( 2 ) 


再用纯滚动得到的约束关系, 


x — r<p= 0> 


jo = r<p 


与式（1)、（2)联立可解出 


/ = —Psina 


所以 


X 0 = — —Psina, Yq — Pcosa 


Mq = Pxcosa 


一个质量为 m 的质点通过一根无重量的不可伸长的绳子系在半径为及、竖 
直放置的固定圆柱边缘，绳子紧缠在圆柱上，质点与圆柱相接触.给质点一个沿径向方向 
的水平冲量，使质点获得一个初速度％，质点被约束在与圆柱垂直的光滑水平面内运动. 

用达朗贝尔原理求以后未缠在圆柱体上的绳子 长度/ 与时间 i 的关系. 


參 


羲 


解方法一 ：考虑 以未缠在圆柱上的绳 
子为参考系，其原点在绳子的未缠部分与尚 
缠在圆柱上部分的分界点，质点与此原点的 


219 


16 距离/是随时间变化的，有速度/和加速度 

7. 这个参考系相对于静止的惯性参考系既有 
平动，又有转动，取坐标系的极轴总平行于 t 
= 0时圆柱的切线方向，在图 9.45 中画出了 
在 f (关 0) 时刻坐标系的极轴.这个坐标系的 
运动是参考系的平动部分，图中还画出了质 
点的对静参考系的绝对加速度的各个组成部 
分， Y 是相对加速度（对（动）参考系的加速 

度 ） 、/ 是与参考系的平动关联的牵连加 

速度，#、 M 2 是与参考系的转动关联的牵连加速度,与质点所在位置有关，故画在质点 
处，而/^、、及> 2 与质点所在位置无关，故画在坐标系的原点 O ' 处.由于参考系有转动，转 

动角速度为》，方向垂直纸面向下，质点对参考系有速度丨，故有科里奥利加速度 2 i 》. 

取极坐标系的为广义坐标，质点所受的主动力有绳子张力了和图中所画的与各 
加速度分量相应的达朗贝尔惯性力，分别为质量与加速度的乘积的负值，各力的正向规定 
与图中所画的各加速度方向相反. 

8W= {mRip + mli - ml - T)S/ + imRip — mid- 2ml = Q 

因为相互独立，可得 


极轴 （/ = 0 时） 


W 


R¥ 


极轴 


R¥ 


图 9. 45 
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(/? <p 16 2 一 I ) _ T = 0 


(1) 


Rip —16 — 21 6=0 


( 2 ) 


6 角的两条边与0角的两条边分别垂直， 


S ip 


(3) 


又有约束关系 


I = Rip 


(4) 


从式（3)、（4)得 


•2 


Rip = I ， 16 


= —II 

R 2 “ 

貪厂/， 21 6 = 


•2 


2 


id 


Rif ) = 






代入式 （1)、（2) 得 


T = 


P l 


(5) 


// +/ 2 - 0 


( 6 ) 


dl 


用 / ，可将式 (6) 积分，得 


11= C 


因为 f = 0 时 ， z = o，z 

再用式 (3)、 U )， 


不能由此定出 C . 


=： oo ， 


C = 11= IR^f = IR6— R(l8) t=0 == Rvq 

* 

U~ Rv 

H rt 

Idl ~ Rv 0 dt 
0 J 0 


所以 


0 


l 2 = Rv 0 t ， 


方法二 :用静 参考系，取静坐标系 OtjnO 是 f = 0时质点所在位置， x 轴沿切线方向, 

即留 9. 45中£ = 0时的极轴， y 轴沿圆柱的半径方向，向外为正々时刻，质点的: r 、： v 坐标为 


x= xa + Icosd — — Rsirup + Icosd 
y= y a + Isind = — R -Rcosip + lsin6 


— Rcos<p<p-\- l cosd — Isindd 

9 * *2 •* * * 

— Rcostpip 4 - Rcosipip + Icosd — 16 Isind 
— id sin 沒一 Icosdd 2 — Isindd 
y= — i?sin^0+ l sin^ + I cosOQ 
y= — Rcos<p<p 


x = 


x = 


(7) 


— .Rsin^ + Isind + / cosQd 


2 


l 6 cosd -\- l 6 cos 汐 — Id sin 汐 


(8) 
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8 W = (— Tcosd — mx)dx + ( — Tsin ^ — my )8 y 


0 




(9) 


- Tcosd 
— Tsind 

式 (9) Xsin 沒一式 (10) Xcos 夕，得 


x 




( 10 ) 






( 11 ) 


xsin ^ — ycosd 


0 




将式(7)、（8)代入式 (11), 并用#=心化简后得 


2 


Rip — 18 — 21 0= 0 

正是方法一中的式(2)，以下与方法一的做法相同. 


9. 3拉格朗日方程 


一个质量为 m 的质点在平面上运动，不采用极坐标 r 、％ 而用 r 和 sinp 为广 
义坐标，写出此质点的动能. 


3. 1 


x = rcos 妒， y = r sin^p 

今用 r 和 g = 为广义坐标， 

x ~ r cos ^? = r 
y = r sxn ^ f > — rq 


rqq 




3 ； = r g + rg 


r qq 


2 


2 


+ (f 分 + rq ) 


T = —mix + 乡）二 


—m 


1 — q 

在一根拉紧的弹性绳上等距离(距离为 a ) 地连着小球，两端固定,平衡时，弹 
性绳是水平的(重力可忽略不计），小球仅限于垂直方向运动，位移很小，即图 9. 46中力、 

均为小量，平衡时绳子张力为 r , 写出系统的势能. 


3 


: y 2、".、： y 5 


y 


2 


4 


少 4 






!^3 




0 


X 


a 


a 


a 


a 


a 


a 


图 9.46 


考虑球1、球 2 沿 y 方向的受力/\、/ 2 ,图 9. 47( a )、( b ) 分别画出了球1和球2受 
两边绳子张力的情况， 


, 1 = /io + /12 =— T 10 sina — T 12 sin /? 

= — T 10 coscrtana — T 12 cos /? * tan /? 
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_ 


r 23 


Tn 


Tro 


21 




r 


a 


2 


( a ) 


( b ) 


图 9. 47 


，/?均为小量.又因水平方向合力为零， 


a 


T^ioCOsa — 7 ^ 12COS ^ 


T 






^1 — yz 


所以 


/i 


rtan /? 


— rtana — 




r 


r 






a 


a 


同样可写出球 2 受到左边绳子在^方向的力为 


^1 — 3^2 


^2 — ^1 


或 


21 


a 


a 


对于 / w 可引入势能 


r 


y 




10 — 


2 a 


dV 


T 


10 


A 


— ~yi 


0 


3 yi 


a 


对于 / 12 和 / 21 可引入势能 


V 


0 H ) 


12 — 


dV 


r 


12 


fu = 


=—~~( y \ — a ) 


办 1 


a 


dV 


12 


= ~( y \ — yz ) 


21 — 


3 yz 


a 


照此办法可得系统的势能为 

V= v 10 + V 12 + V 23 + y 34 + V 45 + y 


56 


=wzyi + ^(^1 — yz) 


2 a 


+ ^( 3^2 - ^) 2 + 会 ()3 — y^ 2 + ^( 3^4 - y^ 2 + wzyl 


2 a 


T 


=:■(: Vf + M + …+ ^5 — ^1^2 

3.3 劲度系数分别为匕 G = 1 ，2,3,4)的四根弹簧，原长分别为 A 。， 一 端连在尸点， 
另一端分别连在固定点 A 、5、 C 、 D . 取: r , y 坐标，其原点是四个弹簧系统的平衡位置，4、 

B 、 C 、 D 和尸点的坐标分别为 U ，％) 〆 ％,：^), (々,％),(工 4 , 3 ； 4 )和 Cr ，>0, 平衡时，即尸位 

于原点时，各弹簧的长度分别为 “，％、& 分别是 OA 、 OB 、 OC 、 OD 的方向余弦，即 

_ y± 


3 ^ 5 ) 


—^ 2^3 — 3^4 — 


Xi 


A 


a { = 


P 点偏离原点很小，即 u 均为小量.证明弹簧系统的势能的近似表达式为 
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4 


i = i 


证 




2 (Za _ x) 2 +(Z t ./?,. —jy) 2 —Z , 0 」 


对 


K = 


在 (0,0) 处作泰勒展开，保留到二级小量，旦选择 F t (0,0) = 0, 得 


l\^v 

2 La ? 




3 V t 


2 


V , Cz ，30 〜： 


y + 了 


X 


dx 


( 0 , 0 ) 


(0,0) 


( 0 , 0 ) 


aH r : 

dxdv 


^2 


3y 


(0,0) 


(o,o> 


dVi 厂 y — 

tu/a 


(— 


— 

lifd - 




if 十（域.— y ) 






_ ho ili a i — 工 ) _ 

ili a i — 工 ） 2 + (A7?, — y) 


Ui^i — x ) + 


3 V t 


—— ki (li — /,0 ) 


dx 


C0»0) 


dV { 


同样可得 


= —ki(ii—m 


By 


( 0 , 0 ) 


^Vi 


(— 2)(/,/^ — v 


lipi — 


[(/ 凡 




( 0 , 0 ) 


liQ ( ^ j 


as - )) 2 ] 3/2 
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# 




1.0 


+ ^f = ^ 1 - 手所 


ki 1 






I 


dx 


( 0 , 0 ) 


同样可得 




=1 — 


3 y 


( 0 , 0 ) 


= — kM - / l0 ) ( + AW + 士 t 1 — f A 2 




+ 2ki -y-a^iXy + k { 1 一 


T % 3； 




= -kM - / l0 )(^ + /? (3 0 + 士 W + y 2 ) - 


管你 - 


y ) 


— ^ 


4 


4 


s [ 

i = l 


a — 4 o)( … r + 戽 jO + : 

i=i i 

士 W + y) — — a { y) 


— k { ( x 2 + y )— 




V=— 


4 


这里用了在 (0 ， 0) 处是平衡位置， 

4 

2>( H ) 
(=1 


4 


kiQi — /,o)A 

*=i 

9. 3.4 双摆中质量为的质点与劲度系数分别为々 i 和心、原长分别为心和4>的 

两弹簧相连，弹簧的另一端分别固定于 A 和 B . rn ^ rm 两质点和两弹簧处在同一竖直平 

_ 

面内运动，当叫处于 O 点时，且9=0,双摆处于平衡位置，弹簧处于拉紧情况.求两弹簧 
的势能及其在 (9 很小时的近似表达式. 


= 0 


化 = 0, 


y 


e 


r\ 


mi 


Jfci (A ， M) 


O 




x 




k 2 


m 2 


(^ yi ) 


B 


图 9.49 


两弹簧的势能为 




x— T^siri 汐， 


y = rj(l — cosd) 
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參 


v =— 


dV 


当沒很小时，可用上题结果,但连在 (0,0) 点即沒=0处，有^ = 0,而^ 关 0( 因为 V 中 
没包括重力势能），所以 


^ — 


— ki(li — /!o)/^y + ^rki(x z + y 2 ) — 




^ y ) 


yi 


这里 






rjsin^ ^ r'd 


x = 




y— ri(l —— cos 汐 ) 




+ y > r\B z 


x 




— a t y) 




AH 汐 2 = 




3 i r i & ~ 






A 


2 


2 


li _ liO 


管★沪: 


所以 


y^d 2 + ^rkir\d z — 


- ki - 


V = 


2 li 


§« 1 。 


夕 ， i + i^yM 02 


女 （々 i + 々 2 )r? — 士 




9.2.6 题的系统有几个自由度？是否保守系？选用适当的广义坐标，由拉格朗 
曰方程得到运动微分方程. 

解 9. 2.6 题所述系统只有一个自由度.用解 9. 2. 6题的方法二， 

* * * 

— Rcos<p<p + I cosd — 16 sin 沒 


3. 


a 


x = 


jy = •— i^sin^ ^ + / sin^ + 16 cosd 

dsc = 一 RcostpBip + cosddl — IsindW 
. § 3 ；= — Rsivupd^ H - sinddl + lcosd8d 

不是相互独立的，或 細、 m 、祕 不是都独立的，有下列两个约束关系 

I = Rip, 

SZ = Rd<p = R8d ， 


^ = d 


b(p = 


今取 0 为广义坐标, 


8x—~ Rco^dbd + RcosOdd — Isind^d = — Zsin 卵沒 
dy= 一 RsinOBB 4 - i?sin 册没 + Icosdbd = ZcosOS ^ 


拉格朗日函数为 


Z 


z 


L = ~m(x + ：y ) = —mR z d 2 d 


2 


这里又用了 / = = 0 两个约束关系. 

系统是否保守系，要看用什么参考系.对静参考系，¥=0,或者说有稳定约束，坐标 


dt 
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变换关系与 <9的变换关系）不显含时间，又不存在主动力（绳子张力是约束力），系统 
是保守系.可对于 9. 2. 6题解中所用的对静参考系既有平动又有转动的参考系（方法一）， 
若采用同样的广义坐标，仍可得到相同的运动微分方程，但拉格朗日函数不一样,受力情 
况不一样，做虚功的惯性力不是保守力，因比是非保守系. 

用静参考系，已得 


L= ^rmRW 


dL 


dL 


=mR 2 d 2 6 


~^= mR 2 dd ， 


dB 


dd 


d 3L 

W 


=mRWd + 2mR 2 6d 


A ^ 

d 心 

69+ e 

女口用/ =尺0=及0，改用 / 作广义坐标 t 上式可改为 


3 L 


由 


dd 


2 


得 


0 




= 0 


即解 9. 2. 6题中的 （6) 式 


一个珠子套在一条光滑的锥形螺旋线上，在重力的作用下运动.用柱坐标，锥 


3. 


暑 


形螺旋线方程为 


(p = — bz 

、 b 为常量轴竖直向上.证唠 i 珠子的运动微分方程为 


p — iZ ^ 


a 


( a 2 + 1 + a 2 b 2 z 2 ^) + a z b 2 zz — — g 


证明设珠子质量为 m ， 


T = 士 m(〆 + p 2 < p 2 + i 2 ) 


( a 2 + 1 + a 2 b 2 z 2 )z 


V = mgz 


( a 2 + 1 + a 2 b 2 z 2 )z 


L=T -V 


— mgz 






dL 


9 j 9 * 

—=ma b zz 
dz 


— m g 


dL 


( a 2 十 1 + a 2 b 2 z z )z 


dz 


d dL 

dt \ dz 


( a 2 + 1 + a 2 b 2 z 2 }z + 2 ma 2 b 2 zz 


d _ dL ] _ dL 

3 te / 


由 


F 0 


( a 2 + 1 + a 2 b 2 z z )z + a 2 b 2 zz g 


得 


三个相互啮合的齿轮 仏、(； 2 、(； 3 通过三个扭转弹簧与三个圆盘 A 、 A 、 A 耦 

围绕对称轴的转动惯量分别为 A 、 


3.7 


合，如图 9. 50所示.三个齿轮的半径分别为 


n 、 r 2 、 r 3 . 
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/ 2 、/ 3 ,三个圆盘绕其对称轴的转动惯量分别为/ 4 、/ 5 、/ 6 ，它们偏离平衡位置的转角分别为 

仏、心、…、仏，如图 9. 50所示.三个扭转弹簧扭转单位角度时受到的扭力矩大小分别为心、 
心、々3,求此系统的拉格朗日函数. 


h 


h 


h 


Oi 


Os 


k 2 


2 n 


(?! 


A 


e . 


Oi 


k 


2 r 


2 


G 2 I 2 


h 






k 


2r 3 


D , 


G 3 


h 


D 6 


图 9. 50 


2 


T=~hd , + z + ^rhd 3 + ^/ 4 ^ 4 + ^/3 5 + ^/e^ 


三个齿轮相互啮合，接触点无相对运动， 


T\di = 广 2 汐 2 ， 


厂2沒2 = ^ 3^3 


汐1 = ~^2» 


¥ 


0, 




ri 


取平衡位置时， 


0 1= 0 2 = $ 3 =z Q a = S 5 — 6 e — 0 


0\= —0 2 , dz = —6 Z 


r \ 


r z 


2 


2 


2 


厂 2 


汐 2 + + + 了 


T= di —汐 2 + ^h 0 2 + ^3 


^3 


ri 


= 士 含 + 含 + 台)劣 + 音’义++ 


v= ~k x {d, - d 2 y + -jrk.id, - e,y + 含是 3(% — 夕 6 ) 




— ❸ 2 + ^sl ~ 0 2 - 6 , 


— k ^ d ^ — ^ 2 ) 2 + 




厂3 


0 z ^6 


汐 2 ^5 


= —^ i (^ 4 — ^) 2 + ~ 7 ： ^ 2 r \ 


+ 了是 3 d 


^2 


厂 2 


厂 1 


2 


^2 + 十 A 十 


L=T -V 






A 


ur - iu ) 


2 


—^(6 4 — o 2 y 


T ： k 2 r \ 
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9. 3.8 如图 9. 51，一个质量为 m 、 半径为 a 的均质薄圆盘的质心 C 固连一根不计质 
量的、长为6的细杆 AC ， 细杆垂直于盘面.此系统放在 

粗糙的、倾角为《的斜面上，杆的 A 端在斜面上的 O 点 

保持不动，圆盘沿半径为 /?=( a 2 + 6 2 ) 1/2 的圆周在平衡 

位置附近做小振动（纯滚动).选 O 点为坐标系原点，？ 

轴垂直于斜面,7轴沿斜面向上，固连于圆盘的动坐标 

系原点也在 O 点， AC 方向为2轴 .求： 

(1) 系统的动能； 

(2) 系统的势能； 

(3) 证明欧拉角 p 的运动方程如同一个角频率为 

的单摆 






e 


A 


O 


¥ 


C 


1/2 


图 9.51 


f 2 = 


+ 6 办 


(l) T=— U+ 1 2 (0 2 y~\-l 


2 


+ mb 2 


Ii = I 2 = 


一 ma 


4 


2 


孓 3= "7 T 


必 + fpcosd = 0+ < psin t 3 




圆盘与斜面的接触点速度为零 


bsin 8< p -\- aw z = 0 


6cos/? 9H- 9?sin/?) = 0 


b 


将 cos /3= 


代入上式，可得 


sin /?= 


0= - 


9 


b 2 


9 + 9 


9 


b 


tan 卢 


+ 


9 




b 


2 


+ mb 2 (col + ^) + — 


a 2 co 2 z 


T= ~ 


—ma 




4 


b 2 


b 4 


= ~{ ma 2 + Atnb 2 ) 


l ? + _7 ma 


9 


a 2 ( a 2 + b 2 ) 


+ b 


4 


1 ( a 2 + 6 b 2 ) b 2 • 


9 


m 


+ 1 2 


mgrjcsxna + C 


( 2 ) 






取平衡位置处为势能零点，由此定出 C 值. 
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b 2 


7 c =— bcos < pcos ^ 


cos(p 






= — mg 


sinacos<p + C 


平衡位置处， p =0 


b 2 


sma + C 


0 = — mg 


b 


C — 


smoc 


mg 




sma(l — cos9>) 


在平衡位置附近做小振动时很小， 




cos < p ^ 1 — 


V = 


m { a 2 ~h 6 b 2 ) b 2 

~8(^+ l? 2 V 




L = T — V = 


(3) 


9 - 


d dL 


dL 


由 


— = 0 


dt 


dcp 


d(p 


m ( a 2 + 66 2 )6 2 

[( 〆 +)) — 


? + 


— 0 


欧拉角 9 满足的微分方程和单摆满足的微分方程 一样. 角频率 X 3 为 


1/2 


mgb^ina m ( a 2 + 6 b 2 ^) b 2 


fl — 


1/2 


1/2 


4 gRsma 


+ 6 厶 


+ 6 办 

一个质量为 m 的质点受到势能为 F ( r )( r 是球坐标)的力 作用. 

(1) 用一个绕^轴以角速度⑴转动的球坐标系写出其拉格朗日函数； 

(2) 证明上面写出的拉格朗日函数和用上述的转动参考系引入与速度有关的广义势 
(它来自惯性离轴力和科里奧利力）的拉格朗日函数是相同的. 


a 


a 


3 


(1) 参考系仍是静止的惯性参考系，但用的广义坐标是转动的球坐标系和 < p . 
质点的绝对速度为 


f € r + + rsindf e f + a) X re r 


~ v f -\- co X r 
o> = o}{cos8e r — smdee) 


v 




=r e r -\- rd €e + {r<p sind + cursind)e 9 

[f + r 2 d 2 + Crcpsind + a>rsin^) 2 ] 


所以 


v 


T = 


~mv • v — ~m 
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= ^m{r + r 2 d + ^ Z( P sin 2 ^ + co 2 r 2 sin 2 6 + 2ojr 2 sin 2 6<p) 


(f + r 2 6 + r 2 ^sin 2 ^) — V (r) 


L=T -V 


—m 




+ —m(co 2 r 2 sin 2 6 + 2w 2 s\n 2 6<p) 


(2) 采用绕 z 轴以角 速度⑵ 转动的参考系，采用球坐标为广义坐标， 


(r + r 2 d + r 2 sin 2 0<p ) 


T = 


—m 


y = y ( r ) 


引入广义势 t /, 


U = — —m{co 2 r 2 sin 2 d + 2(or 2 sin 2 d<p) 


则 L = T — t /， 与用静参考系写出的拉格朗日函数 相同. 或反过来讲，采用同样的广义 
坐标，不论用什么参考系，应有相同的拉格朗日函数，由此需引入上述广义势 • 

采用转动参考系，必须引入惯性力，它们是惯性离轴力和科里奥利力，因此需引入的 
广义势必来自这两个力.下面来验证这一点. 

先由广义势 t / 求广义力. 


^ , A at / 

dr l dr 

左 a (写 

dd ^ dt\ 30 

却十山 


= mco 2 rsin 2 d 4 - 2mwrsm 2 6<p 


Q 






r 2 sin^cos^ + 2mr 2 sindcos6^> 


Q $— 


= mco 




d 


— -r(mcor 2 sm 2 d) 


Q<p~ — 




dt 


d(p 


— 2mcorr sin z 8 — 2mcor z sindcos8d 




再由惯性离轴力和科里奧利力求广义力 


X (6) X r) = m(o 2 rsin 2 6e r + mco 2 rsindcosffe 


— TH 


— 2mco X v =— 2mw(cosoe r — sinde e ) X (r e r + rd e e 

* 

+ rsind^p e 9 ) 

擊 _ 

= 2nuorsin 2 9<pe r + 2ma>rsin0cosd(pes 


+ ( — 2mo^ sin 汐一 2nt(ord cosd)e 9 


惯性离辕力和科里奥利力的合力的三个分量为 


F r = mo) 2 rsin 2 6 + 2m(orsin 2 8<p 

Fs= mo) 2 rsxndco^O + 2tncorsindcosd<p 

« 

F^= — 2ma)r sin 沒一 2nuor6 cos6 


? 


用球坐标，力和广义力的关系为 

Qr = F r , 


Q 9 = rsin^F 


Qe = rF r ， 


9 
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与由广义势算出的广义力完全一致 

一个由 


轴构成的直角坐标系，相对于惯性系以匀角速⑴绕 z 轴转 

动, 一个质量为 m 的质点在势能 V ( x ，3；, z ) 的力的作用下运动.试用 
写出此质点的拉格朗日函数及拉格朗日方程,并证明这些方程与在惯性参考系中这个质 
点受到一个力一 VV 及另一个可用广义势 f / 导出的力作用下的运动微分方程是一样的， 
写出这个广义势. 


3 - 10 




为广义坐标， 




方法一：用惯性参考系，但用转动的 

i + y j + zk + cok X {xi + yj + zk) 


作为广义坐标， 


工、: V 、之 


V 


X 




= O 一 ⑴ y)i + (y+ ⑴ x)y z k 

-rm\_(x— coyy + (y-\- wxr + 之 ] 


T = 


—mv 


(x + y + z ) + —m(o 2 (x 2 + y 2 ) + ma)(xy — yx) 


—m 


L= T 一 V 


(x + y + 之 ) + —moj 2 (x 2 + : y 2 ) + m(o{xy — yx) — V (x 9 y f z) 


3V 


3L 


9L 


<o 2 x + mcoy — ~ 

dX 


mcoy ， 


mx — 


dx 


dx 


3V 


dL 


dL 


= mco 2 y — mojx — 


~= rny + 


m<ox 


3 y 


3y 


dy 


9V 


dL 


dL 


dz 


dz 


dz 




dL 


芒= 0,得 


dV 


mx= — — + mco 2 x + 2moyy 

dx 




my — — — + ma) 2 y 一 2tna)x 


dy 


dV 


mz 


dz 


用上述绕 z 轴以角速度⑴转动的 


坐标系作为参考系， 


工、： V 、之 


(i + y + z 2 ) f 

用同样的广义坐标，把惯性力用广义势来处理，可有同样的拉格朗日函数 


V = V {x^y,z) 


T 


—m 




—m{x + y + i ) — Vix^y^z) — U 


L=T-V-U 




与上面写出的 L 比较，可得 


U = — —mco 2 (x z y 2 ) — mco(xy — yx^ 


显然，用此广义势可得广义力 


Q ^~S + i(S 


= mco z x + 2mwy 
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^ U { d 3U 

A = — 石+石(百 

八 3C7 , d ( 317 

a= — 孓+石（¥ 

这些广义力正是惯性离轴力和科里奥利力引起的， 


= mco y — 2 mcox 


= 0 


X (6) X r ) — 2 ma > X v 

(o 2 xi + Trt(o 2 yj + 2ma)y i 一 2nuox j 

o) 2 x + 2mcoy^i + (mco 2 y — 2mco±) j 

可见，引入的广义势正是用来处理惯性离轴力和科里奥利力这两个惯性力的. 

方法二:广义势 u 的表达式可以写成不同的表达式.只要满足下列三式即可 

_ ■ ■■ —— [ -- 

dx dt \ dx 

±( 3 U 
—石十 S 丨 a 士 

sj , d(^J 

dt \ az 


m 




m 




m 


+ 2mojy 


= m<o a : 


= m < o 2 y — 2 m(ox 




+ 


= 0 


dz 


把 "写成 ^7=%+%，其中《7 1 = — |；^ 2 02： 2 +父）；它是惯性离轴力势能.则％应满足 

私丄 d (3 U ： 

_ ^2 , _d_ / 3f7 ； 

~ dt\ 3y 

3U 9 . d / 3f/ 

tmv X 6) 可与押 XB 相比拟， B=V XA ， 其中 A 是矢势 • 可以证明，押 XB — qv X 

(▽ X 4) 的广义势为 

今 co = o > A :， 也可写成 co — V X A 的形式，4= — 9 A = ( ox ] WL 互= fo >( — W + d ) ， 

都可得到 ▽ = 第三个 A 是第一、第二个 A 各取一半相加而得，由此可见还可以写 

出无穷个>1的表达式，例如第一个的+与第二个的之和. 

71 71 

JJ I = 一 2mv • A 

可写成 U 2 = 2mcoyx , C/ 2 = — 2/?2 奶 ^，?72 = 卯 ^( 土 : V— 办）等， 

因而 U ^ u l + u 2 可写成不同的表达式.方法一写出的 f / 是这里的第三个写法. 

9. 3. 11质量为 m 、 荷电为 q 的粒子在柱坐标中有轴对称的电场五= 


=—— 2 tna)x 


+ 


= 0 


dz 


U = — qv • A 


E 0 


和 均勻磁 


— e 


r 


场 B = B 0 k ， E 0 、 B 0 均为常量.求此粒子的拉格朗日函数和运动微分方程. 

方法一:引入电磁场的标势4和矢势 A ， 今电场、磁场都不随时间而变，故有 

E — — ▽多， 


=V X i 4 


用柱坐标， 


力学(下册) 


686 








▽多 = 予 1 


+ i k 


dr 


1 3 A 


dA 


3儿 3 A 


1 dA 


Vi , I 本 

f 卜十 （5 


z 


z 


V X A = 


k 


+ 


dcp 


dr 


dr 


dtp 


r 


可取 


E 0 \nrj A 




rB 0 e 






9 


U = q. — qv * A = — ^£ 0 lnr — q{r e r + r<pe 9 -\- z k) 


rB 0 e 


9 


qB 0 r 2 <p 


qE 0 \nr 


T 1 一 

m 


—m 


(r -\- r 2 <p + z ) -\- qE 0 \nr + —qB 0 r 2 <p 

d idL 


L=T - U = 


—m 


d dL 

dU l Sfe 


d dL 

l dr 

可得运动微分方程为 


dL 


dL 


dL 


由 


7 = 0, 


s = 0 


(k 


dr 




dcp 


也— qB , r < p = 0 


—— mr<p — 


mr 


<p + 2 mrr 9 ?+ qB 0 rr = 0 


mr 


mz = 0 


方法二:先用直角坐标的旋度表达式求 A ， 再变换为柱坐标的表达式， 


sin %) 


A= — B 0 yi — — B 0 r s \ n < p ( cos(pe 


U = qi > — qt ^ A = — qE 0 lnr + ^ B 0 rsin < p(f cos<p — r < psin < p ) 


2 


n 


■ 




+ qE 0 \nr — qB 0 rsin^>(r cos<p — r ^ sin ^) 


L = 


~m 




以下略,可得与方法一相同的运动微分方程. 

9. 3. 12当电磁场的矢势和标势受到规范变换 
4换为 

炎换为 


A^A+VA 


dA 


v v dt 

时，它们所描述的电磁场不变，可是拉格朗日函数显然要改变.证 明:用 新的拉格朗日函数 
仍然给出与原来相同的运动微分方程. 

证明 只要证明规范变换后的广义势得到的广义力仍和变换前的一样，就证明了可 
得相同的运动微分方程. 


q < f> f - qr ^ A f 

= q < f > —— q — — qr m A —— qr * V A 

ut 


要证明附加项 


dA 


dA 


dA 


dA 


3 A 


qr - V A =— q — — q ^ ^ + 


U 




z — 


=— Q ^7 — 


dt 


dx 


dy 


dz 


dt 
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对广义力没有贡献， 


ac / 


9A 


* 


- Q ■ 

H dx 


dx 


d 3C7 

d^ l dx 




iA 2FA 身 A 

dx 2X dydx^ dzdx 




= ~ Q 


z 


dtdx 










3U 




=— q 






% 


dx 


dxdt 


dxdy 


dxdz 


dx 


A 左 

dt \ dx 


3C7 


* 


* 


dx 


同样可证 


d 3 C 7 


3C7 


l ~S 




3 C 7 




酱 


了 = 0, 


^ = ° 


dt 


dy 


dy 


即由附加项^辱到的广义力 Q ; = Q ; = Q ；=0 

上题两种方法给出了两个 A ， 


rB 0 e 9 


A= + 


A! = — B 0 rsin<p(cos<pe r — sin<pe 9 ) 


可以找到山使 A '= A + VA ， 这个 vl 为 


—B 0 r 2 sin<pc ： os^p 


A=- 


k 


平衡位置 


9.3.13 —个长度为6、摆锤质量为 m 的单摆悬于原长为 a 、 劲 
度系 数为々 的弹簧上，悬点限于在竖直方向运动.摆锤处于黏性介 
质中，受到的阻力其大小与摆锤的速率成正比，比例系数为 a 用摆 
的悬点在系统的平衡位置下的距离:^和摆与铅垂线的夹角为广 
义坐标，写出耗散函数和运动微分方程. 

方法一 :取平 衡位置为坐标系原点 . x 轴沿水平方向^轴 

竖直向下，如图 9. 52所示. 


0 


X 


y 


d 


b 


m 




y 


㈤ 


图 9. 52 


T = —y ) 


(bd cosd ) 2 + (夕一 sin 夕 ） 2 ] 


—m 


2 


( b 2 d + y — 2 by 0 sin 沒) 


[( 〒 + 心 (〒) 2 ] 


—— m sLy ——厶 （1 —— cos 汐）] 


v = —k 


= ~ ky 2 + mgb {\ —— cosd ) 

LA 

这里取平衡位置 y = 0, 沒=0 为势能的零点，但这不是必须的， 

m(y + b 2 6 — 2 by 8 sin ^) 


— — ^ gb(l 一 cos 沒) 


L = T 一 V 








摆锤的速度 
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= bd cosdi + (y— bd sin^) j 

f=—7v=— 7bd cosdi — 7{y— bd sin<9) j 
f x = - 7b6 cosd 
f y =- 7{y— bd sin^) 


v 


阻力 


耗散函数 


—y(y + b 2 6 — 2by 6 sin 夕 ) 


R= ^-7l(bd cosd) 2 + (y~ bdsind) 2 ^ 




方法二 


dX 


dY 


Q = / — + /y —, 

Jx dy ^ J 3y 
X= bsind^ Y = y -\- bcosO 

Q 3 ,= — cosd * 0 _ y Cy — bd sin^) • 1 

=- 7{y— bd sin^) 

Qe 二 /x ^ + /y 


ay 




dd 


dd 


= — 7bd cosd * bcosd — 7 (y — bO sin^) ( — 6sin 没 ) 

= 7by sin^ - 7b 2 d 

dR= ~dy-\- 竺 d 々 = — Q y dy — Qgdd 


dy 


dd 


= y(^y — bd sin^)d^y — (yby sin^ — 

d( \ry + \yb 2 d Z - 7by d s\nd 




R= —7 ( 3 / b z 6 —— 2by 6 sin 沒 ) 


d dL 

dt \ 3y 


dR 


dL 


或 


由 


dy 


dy 




dL 


dR 


或 Q 沒 


_ 


dd 


dd 


mbdsind — mbd cosd + ky — — 7y^r ^bd sin 沒 
mbO — mysinO + mgsind = 7y sin 没 一 7b6 

求 9.1. 9 题所述系统的耗散函数，并由此求 QyM 


得 


my — 


3. 14 


)3 


R=— (— ^yi^yi — ^2^2 ) 


i^iyi + ^ 2 ) 






3^1 = ^ + ^3 * 乡 1 = A+ 夕3, 


)2 = ^3 


R = 少3) 2 + -^ a 2 ^ y — 夕 3) 
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3R 


Qy^~ 


a i(;+ ^ 3 ) — a z^y — 


dy 


dR 


Q ys = ~ 


—— a l ( 乡 + 夕3) + a 2 ^ y ~ 岁3) 


dys 


求 9.1. 12题所述系统的耗散函数及(七，^，^)，并由此求 Q Xl , Q qi , Q q2 

(Q x d± 1 


3 - 1 


+ Qx 2 d± 2 + Qx 3 di ： 3) 


R=— 


卜 


1 土 1 — a 4 (i 2 — i 1 )]di: 1 + [a 2 i： 2 + a A {± 2 — ii) 

泛 5 ( 土 3 — i: 2 )]di: 2 + [A 土 3 + a 5 (i: 3 — i: 2 )]di: 3 } 


(A + a A )± l d± l + (a 2 + a 4 + a B ')± 2 d± z + 0 3 + a 5 )± 3 di: 


+ [—戊 4 土 3 土 1 — (^i：! + a s ±^d± 2 — a 5 i 2 di: 3 ] 


=+ ^4)^1 + — (a 2 a 4 + a 5 )x 2 + y(a 3 + a s )x z 


— ^^ X X 2 — €t^ 2 OC, 


因为 


±3 = + ^! + q 2 


工 2 = 工 1 卞❾， 


+- ^)± } +- ( a 2 + a 4 + «s)(^i + *7i) 2 


所以，令 2 ) 




2 


、2 _ 


土 + 々1) — ^ 5 (^1 + 々1)(土1 + Qi + 々 2 ) 


+ ^3 + ^ 5 >( ^1 + <?1 + ^2) 




鐵土 1 ，々 1 ，々 2) 


dR(± 1J q l ,q 2 ) 


Qx l = 


，^ =- 


劣1 


dx x 


dR(± l ,q 1 ,q 2 ) 


Q? 2 = 


3q 


计算略 


3. 16 求 9. 1.19 题所述系统的耗散函数. 

为了不与耗散函数 k 相混淆，将圆环的半径改为 

(F^dx ' + F y >dy ') 

两个积分符号，一个是对恰当微分的积分，另一个是因为系统是连续分布的，阻力也是连 

续分布于各质元的，对受到阻力的所有区域积分. 

今系统是半径为 r 的圆环， 9. 1. 19题图 9. 14中处于 




r 


R 






+如的环元所受的摩擦力 


a 〜 a 


为 


[土 一 r^sinCy + a)/] + [ 夕 + r<pcos(<p + a)~ [/ 

ft * 

{[土一 r<psin(<p + a)] 2 + [夕 + r<pcos(<p + a)] 2 } 

’ = x— r^sin(^ + a) 

螫 

y ! = 5^+ r<pcos(<p + a) 


rda 


—f 


1/2 


x 
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-0 


{ [±— r^sinC^ + a )] 2 + [ 3 ^+ r^cos {<p + a) 2 ]} 


1/2 


L：y 十 r<p cos 

{[±— r^sin( 9 ? + a)] 2 + [夕 + r<p cos (<p + «)] 2 } 1/2 

yd{[i：— rq>sm{(p -f a)] 2 + [j+ r^pcos{<p+ a)] 2 } 

暑 * __ 

{[i:— r^psin(<p + a)] 2 + [j;+ r(pcos{(p + a)] 2 } 

= rf\ {[i: — r(psin{(p + a)] 2 + [夕 + r<pcos(<p + a)] 2 } 1/2 d 


a 


r<p cos 


a 


rda 


2fr 


da 


1/2 


2?r 


Of 


0 


dHQo ， y ， <p) 


dRXi ， y ， 9) 


dR(±,y 9 (p) 


由 


Q 


， Qy = 


， Q 9 ? = 


X 


dx 


3 y 


dcp 


可得 9. 1.19 题的结果， 

9. 3. 17 上题的圆环改为半径为 r •的圆盘，/改为相接触的单位面积所受的摩擦力 
的大小，证明耗散函数为 


2 jt 


fj 

J Oj 0 


{[i: — r f <psin(<p + a)] 2 十 [ 3 /十 r r <pcos(^> + a)] 2 } 1 / 2 r’dr r da 


R = f 


证明 在 〆 〜 〆 +(! 〆 〜 a + da 的面元受到的摩擦力为 


[±— r ； 9 sin(y + + [ 夕 + r f <p cos (<p + a)]y , 

{[i: — r^sinC^ + a)~] 2 + [夕 + r f <pcos(<p + a)^ 2 } l/2 


f 


dr’da 


类似上题做法，可得要证明的式子. 

假定图 9.53 中的减震器引入的力与相对速度的立方成正比，比例系数为 
々，各对接触平面间的阻力是正比于相对速度的黏性阻力，比例系数为 

耗散函数. 


3* 1 


求系统的 




拳 


减靂器 


图 9. 53 


设/\、/ 2 、/ 3 分别为 

f\ — ~ 


受到的阻力， 




a 2 (x l — i 2 ) — ^ 3 (ii — 土 3) 

fi = ~ a 2 ( 土 2 — 土 l ) _ 办（土2 — 土3) 3 

f 3 ~ — “3( 土 3 — 土 1) — △( 土 3 — 土 2) 3 


0^lX x —— 


di? = — f id j：! — f^Axi — 士 3 

=[^i：! + — 土 2 ) + — Jr 3 )]di: 1 
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+ [ a 2( 土2 — 土 1) + b { x 2 — 土 3 ) 3 ](1土 2 

+ [a 3 (J：3 — ix) + b(± 3 — i: 2 ) 3 ]d±3 

=+ a 2 (± 2 — i: 1 )d(i：2 — A ) 十 a 3 (i: 3 — i: 1 )d(i：3 — ±i) 

3 — 土 2) 


+ b { x z 一 i ： 2 ) 3 d ( i : 

R = + 如 2 (土 2 — x ^ 2 + 士 a 3 ( i : 3 — i ： i ) 2 + +6(土 3 — 土 2) 4 

3 . 19 如图 9. 54,—个质量为 M 、 半径为的圆盘在一个光滑的水平面上滑动，另 
有一个质量为 m 、 半径为 r 的圆盘，将其中心钉在前一圆盘上离中心距离6处，它可在前 
一圆盘上围绕该点无摩擦地转动.选取适当的广义坐标，写出该系统的拉格朗日函数，给 

出一切可以直接写出的运动积分. 


■ 


X 


图 9_ 54 

取 x 、 y 、( p、e 为广义坐标,是大圆盘中心的坐标，取工轴使^ = 0时两圆盘中 

心的连线方向为 r 轴正向，史、<9分别表示大小两圆盘在各自质心平动参考系中的转角4 = 
0时，95=0=0,逆时针方向为正方向 • 

T = 士 Af ( i 2 + 少 2 ) + j • ~ MR 2 9 + b '( ps \ n(pY 


+ (沴+ b < pcos < pY ~\ + — X — mr 2 d 


2 


士 （m + M )(x + 夕 ）+ —( MR 2 + 2 mb 2 )<p + — mr 2 d 




4 


4 


+ mbC — x ^ sin ^ + y ( pcoscp ) 


V= 0 

L=T -V = T 


dL 


3 L 


mr 2 d = 常量， Q — 常量 


dd 


dd 


dL 


dL 


(m + M ) x — mb < psin<p = 常量 


0 , 








dx 


dx 
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3L 


3L 


(m + M )》+ mb < pcos<p =常量 


7= 0,— 


dy 


3y 


dL 


因为 


0 ， V = Q，U = 0 






dt 


^r\ 3L . 

一 个均匀的实心圆柱体，半径为及,质量为 M , 放在一个水平面上.另一个相 
同的圆柱体放在它上面，和它的最髙母线相切.两圆柱体从静止状态开始做无滑动滚动. 
写出该系统的拉格朗日函数，说明存在哪些运动积分，并证明，只要两圆柱保持接触，则有 


—L = T =常量 


所以 


20 


R(17 + 4cos 沒一 4cos 2 ^) 


其中 0 是两轴所决定的平面和通过一个轴的铅垂面间的夹角 • 


图 9.55 中，分别是两个圆柱在各自的质心平 
动参考系中的转角， 


T = ~Mx + 7 X — MR 2 <p + — Af [( i ： + 2R8 cosd ) 


MR 2 <p 


+ (2 則 siM) 2 ] + 女 




两个圆柱均做纯滚动， 


x 一 R < p = 0 

2R6 _ Rip = R<p 

R <p t ip = 26 — <p 

选用为广义坐标，用上述两个约束关系，动能可改写为 

T = ~ rMR z <p + 3MR z e Z + 2MR 2 <P d cosd — MR 2 d<p 
V —— Mg • 2 及 （1 — cosd ) 

L=T -V 


X 


图 9_ 55 


可得 


x 




^- MR 2 <p + 3MR 2 6 + MR 2 <pd ( 2cos 没 一 1 ) 




+ 2MgR {\ — cosd ) 

因为孕= 0 ，孕 = 常量，并用初始条件:， = 0 时，5 = 0 , p = 0 , 可得 






3遞 2 奸 MR 2 6 ( 2cos 沒 一 1 ) = 0 

dL A ▽ 

百=。， 


dL 


—L — 常量 


因为 


2 


2 


^- MR 2 <p + 3MR 2 d + MR z <pd ( 2cos ^ — 1 ) — 2MgR {\ - cosd ) 

Cd 

这里用了初始条件 : f = 0 时 4=6 = 0 ， 0 = 0 ,因而等号右边的常量为零. 

从两个运动积分的式子解出 y 得 


0 


所以 
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2 


6 


Z 


RH 7 + 4cos^ — 4cos 2 沒） 

3. 21 一根质量为 M、 长为 2a 的均质棒装在固定 
点的光滑枢轴上，另有一个质量为 m 的珠子尸用一根自然长 
度为 a、 劲度系 数为々 的轻弹簧连于 O 点，并套在棒上，可沿棒 
做无摩擦滑动.设0是 CX4 与铅垂线间的夹角#是包含 OA 的 
铅垂面与固定铅垂面间的夹角， r 为 OP 间的距离.用 ，、9、 9 为 

广义坐标，写出系统的拉格朗日函数，并给出两个运动常数. 

取 z 轴竖直向上，轴水平，随棒绕 z 轴转动，轴、 
轴和棒始终在同一竖直平面内，如图 9. 56所示. 

棒关于 O 点的轴转动惯量和惯量积分别为 


9 


♦ 


0 


x 


k 


e 


p 


M 


m 


z 


A 


图 9. 56 


4 


I xx — — MC 2 acos 8) 2 = — Ma z cos 2 6 


4 


士 M (2 a) 2 


^ Ma 2 








4 


I zz = — M (2 asin 8 ) z = — Ma 2 sin 2 d 


Iy Z ^ Oj I xz ^ 0 




xy 


但此题因为 


0,可以不必计算 J 


CO 




x 


^zilxx^x + lyy^y + I zz^l + 2l xz^ 




+ 2ly Z <o y o) z ) + —mix 1 + r 2 d + r 2 sirx 2 6(p ) 


+ 2 l xy 


0)^(0 


X 


y 


今 


= — ❹， 


= 0, 


= 9 


O) 


O) 


CO 


X 


: y 


z 


4 


2 


所以 


+ —Ma 2 (6 + p sin 2 夕) 


T = 


+ 


mr 


—mr 


y = — M^acos 汐一 m 茗 rcos 没 + ~k(r _ a) 


4 


2 


—mr + — mr 2 + ~ Ma 2 (6 + ^sin 2 ^) 


L=T -V 




+ (Ma + mr ) gcos 0 — ~ k(r — a ) 2 


3 L 


= 0$ 所以# = 常量，即 


因为 




dtp 


4 


+ — Ma 2 < psin 2 6 = 常量 


mr 


dl. 


0,龍？ 常量，即 


rpl 

因为：; 




4 


r 2 + ~ Ma 2 {d + 沪 sin 2 没) 


—mr 


m 
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— (Ma + mr)gcosd + —^(r — a ) 2 =常量 

Cd 

9. 3. 22 一个质量为 m 的粒子在一光滑平面上运动，它受到平面上一固定点尸的吸 
引力，力的大小与离 P 点的距离的平方成反比，比例系数为 I 用极坐标写出该粒子的拉 
格朗日函数和运动微分方程，并给岀两个运动积分. 

取尸点为极坐标系原点， 


F =一 


3 


取无穷远处的势能为零, 


k 


k 


F • dr = 


F * dr — 


dr = —— 


V ( r ) 






2 


(r +r 2 9) 


T = 


—m 


—mix + r l (p ) + 


L=T -V 




r 


d 3L\ dL 


d 3L 


dL 


0,给出粒子的运动微分方程为 


由 


T = o , 






, _ — 


dt \ dr 


dt 


dr 


d(p 


dcp 


k 


m(r ~ r<p ) -\- 


= 0 


d 


g^(mr 2 ^) = 0 


可直接写出两个运动积分. 


mr 2 <p = 常量 


dL 


因为 


—= 0 


dt 


k 


2 


常量 


~w(r + r 2 <p ) 






2 


的两粒子之间的作用力为有心力，势能为 V ( r ), r 为相对位 


9. 3. 23质量为 


mi^m z 


矢 


(1) 在质心平动参考系中写出此系统的拉格朗日函数,并由此证明能量和角动量守 
恒；证明运动总在一个平面内，满足开普勒第二定律 （ r 在相等的时间内扫过相等的面 


积）; 


(2) 若势能 (々是 一个正的常数），且已知 


2 


总能量£和角动量 J , 求出运动过程中 r 的最大值和最 
小值满足的表达式. 


解由于作用力总沿着两质点的连线，质点的运动 
将以开始时的相对速度与连线构成的平面内运动.在质 
心平动参考系中取平面极坐标，原点位于质心， n 、 r 2 是 

两质点对质心的位矢.由质心的定义， 


图 9.57 
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2 


2 


2 


m 2 


( r 2 + r 2 2 < Pz ) + V 


= E 


r 2 


2 m 




M(r + r 2 矜） + F ( r ) = E 


得 


代入前已得到的 = i 及 7( r ) 


七 y 1 、 






j 2 


+ ~^ kr z = E 




prr 


当 r 处于最大值或最小值位置时 ，/ ■ = 0. 故 


min 满足的方程为 


J 2 


2〆 + J kr2 = E 


J 2 


或 


kr 4 - 2 Er 2 + — = 0 




k 


E + a/£ 2 - — J 2 


max 


k 




k 


E 2 - —J 


E — 






min 


k 


M 


3.24 给定一个一维运动的拉格朗日函数 


7t 


L = e 




7 叫 


其中 7、 m 、 k 均是正值常量.写出拉格朗日方程，说明有无可直接写出的运动常数，并描述 


这一运动. 


若采用广义坐标^ 它 与原广义座标 g 的变换 关系为 

数、拉格朗日方程，回答有无可直接写出的运动常数，并说明两个解之间的关系. 


n 


9 ,重新写出拉格朗日函 


5 = e2 


•I 


L V， | 

= n 


kq 


~ m Q 








dL 


n 


- C 


q 




d 3 L 

dt \ dq 


= 7e n m<? + 


7t 


e 


q 


dL 


n 


= —— 々 e 


q 


dq 


e rt q + m 7 e 7 t q -\- ke n q = 0 

q + m 7 q -\- kq — 0 


m 


因 g 关 0 ， f 关 0 ,无直接可写出的运动常数. 

从运动微分方程可看出，它是一个常系数线性齐次的常微分方程，相应的特征方程为 

+ m 7 r + 々= 0 


mr 


mr 


r 


2 m 
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k 


7 


当二时，质点作弱阻尼振动； 


m 


7 


k 


当了>\/二时，质点作过阻尼振动; 


m 


7 


当女 = 时，质点的运动为临界阻尼情形. 


m 


若采用广义坐标 


7t 


q，m 


SfS=e2 


丄 

2 1 


n 


士 卞 5 , 




g— e 


s f q= e 


5 — 


r— 音 (e_ h ) 2 


—7Q~z n s 


7t 


L= e 


—m\ e 2 


— ~rks 2 


—7s 


s — 


m 


d 3L 


dL 


m{s— —7^) ， 


- 


s 








d “ S& 


a ? 


dL 


— ~ym(s — 


k — ~m/ 2 


7s} — ks 


丄 *\/ * 

—— —/ms — 


s 






ds 


4 


m{s ~ —7i) + —/mi + k — —m/ 2 5 = 0 


4 


k 7 2 


( 1 ) 


>• + 


s = 0 








m 


因 ¥=0 ，可直接写出一个运动积分 


at 


dL 


—l =常量 


—s 


3s 


k 7 2 


= 常量 


^：rns + —m 


s 






4 


m 


由式⑴的运动微分方程可见，如 A >^， 即 ^<^/ A ，用坐标质点作简谐振动，用 

tn 4 6 \ ?71 

坐标&质点作弱阻尼振动. 

如1<$，即不论用坐标 s 还是用坐标9,质点的运动都是过阻尼 振动. 


4 


m 


m 


女«，即^ 不论用坐标 
还是用坐标&质点的运动都是临界阻尼情 


s 


形 


9. 3. 25 一个质量为 m、 半径为 a 的均 

质圆环在一个质量为 A/、 倾角为 a、 置于光滑 
水平面上的斜面上作无滑动滚动，运动是平 
面的.选择表示斜面对某固定参考点的水平 


X 


图 9. 58 
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距离: r 和表示圆环从斜面上某参考点沿斜面滚下的距离 s 为广义坐标，找出四个运动常 


数 


取图 9. 58所示的工、5为广义坐标. 


2 


T = ~Mx + + 5 cosa ) 2 + (5 sina ) 2 ] + ~ ma 2 <p 


圆环作纯滚动, 


5 — a < p = 0 


T = — (M + m)x + 


一一 mx s cosa 


ms 


V = — 


mgssma 


L = ~(M + m)x + mi + mx s cosa + mgssma 


因为 


dL 


dL 


= 常量 


— = 0, 


dX 


3i 


= 常量 


(M + m)x + 


( 1 ) 




ms cosa 


因为普= 0,7 = 0，了 = 7^，即动能为广义速度的二次齐次函数， 

ot 


所以 


dL 


s 


-L = T + V = 常量 




—(M + m)x + ms + mx s cosa — mgssma = 常量 


( 2 ) 


即 


由拉格朗日方程可写出系统的运动微分方程为 


{M + ms cosa = 0 

x cosa 2 s — gsina = 0 


两式消去 i ， 解出 s 


s 


2 (M + m ) — mcos 2 a 


积分上式得 


+ 常量 


(3) 


2{M + m)— 


mcos^a 


由式 (1)、（3), 可得第四个运动常数 


+常量 

式(1)、（2)、（3)、（4)都是第一运动积分,对式(1)、（3)、（4)均能积分得到第二运动积分. 

9. 3. 26证明带电粒子在稳定电磁场中的能量积分是: T +#， 其中 g 是带电粒子所 

带的电荷量4是电磁场的标势，了是带电粒子的动能， 

_ 

证明 T = i mix +沴+云） 


(4) 


x = — 


2 (M + m ) 一 mcos 2 a 
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參 


在稳定电磁场中，带电粒子的广义势为 

U — q<f> 


A = q<f> — qiA^^r A y y-\- A z z) 


—— qv 


m 


其中 4 为电磁场的矢势， 


-rm(x + y + i 、 qi> + q(A x x-\- A y y+ A z z) 


L 二 T — U 




v — 

Z -/ ov 


dL 


因为 


—L = 常量 


7=0, 


Qi 


dt 


dL . , dL . ' dL 

—工十— v 十— 

dx dy y dz 

=(rnx+ gA x )i+ (mj;+ gA ，） j;+ (mz+ qA z )z 


L 


z — 


-^m(x + y + z ) + qi> — q{A x x-{- Ayy-^ A z z) 


= ~m(x + y + z ^ q<f> = T + q<f> 


所以能量积分(更准确地说是广义能量积分)为 

: r + # =常量 

9.3.27 长/、质量为 M 的均质槔在竖直的 
平面内运动，其一端 A 限制在直线^ - xtana 上运动 
(a 为直线对水平的 x 轴的倾角），用图 7. 59 所示的 
广义坐标 s 和0，导出运劫微分方程，并确定作平动时 

的没值 • 


XZ 


图 9.59 中 C 为棒的质^ 


Xc = 5 COsa — — sin ^ 


2 


图 9-59 


5sina + ~cos0 


z c = 


B cosd 


x c = 5 cosa — 


sin 汐 


z c = s sma — 


T — -^M{xc + z c ) + ■— * ~M/ 2 ^ 

= 士 Af[i + ~l z B — Is B cos(d — a) ^ 


V = — Mgzc — — Mgissina + —cos^) 


L= \-M\_s + — Is d cos (❹ — or)] + Mg(ssina + ~cosd 、 


dL 


—MlB cos{6 — a) 


—= Ms- 


ds 
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d dL 


Mldcos(d — a) + sin (6 — a) 


dL 


—=Mgsina 


ds 


dL 


= —Ml 2 B — —Mis cos(6 — a) 




A d _L 


i 


= —Ml 2 d — — Mis cos (d — a) + —Mis d sin(^ — a) 


3 


dL 


=—Mis d sin (6 —— a ) 

jd f 3L 

dt \ dqi 

Ms — -~ Mldcos (6 — a ) + \ MlB 2 s \ n {6 — a ) — Mgsma — 0 


—Mglsind 




39 


dL 


由 


— = 0 


dqi 


1 


Ml z d 


~Mlscos — a) + —Mglsind = 0 


纯平动时，彡 = 0 , 3 = 0 , 代入上述两式，得 


— gsina = 0 
5 *cos(^ — a) — ^sin^ = 0 


s 


用前式消去后式中的_/，得 


sinacos(^ — a) 

sina(cos^cosa + sin^sina) — sin^ = 0 
sinacosacos^ — sin 汐 （1 — sin 2 a) = 0 
sinacos 汐一 sin^cosa = 0 

sin(a —^) = 0 


sin ^ = 0 




d = a ^ 7t ^r 

3. 28 (1) 质量为 m 的均质杆两端的速度分别为％和％，证明其动能为 


所以 


a 


T = —m(vi+ v A - v B + v\) 


(2) 一根质量为 m 、 长度为 a 的均质杆，其一端限于沿一光滑的竖直轴运动，另一端 
在光滑的水平面上滑动，设0是杆与竖直向下的轴间的夹角#是杆所在竖直平面的角位 

移，如£ = 0时』= 0,合=/3,证明在以后的运动中，只要杆保持与水平面接触，有下 
列 关系： 


i = 77^ 2 (4 - 

lo 

证明 （1) 用柯尼希定理写杆的动能. 


2 没 )+ 器 (— 2cos 沒 ) 


CSC 


— (v A -\- Vb) 


Vc 




设杆长为/，绕过质心垂直于杆的轴转动的转动惯量为 
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/ = —ml 


12 


杆的角速度的大小为 


(X) 


+ 士 / ⑴ 2 


M 

A — 


—mv 


c 


(v A — v B ) (v a — Vb) 


iv A + v B ) + y • i 2 ml2 


了 （ Va+ v b ) 


—m 




« 


2 


2 


Qv 2 A — 1v A ，V B+ V 2 b) 


—m(vA + 2 v A * v B ^h Vb 2 ) + 


m 


24 


(v 2 a + IV V B + v Z b) 


—m 


( 2 ) 取图 9. 60 的 13 ^ 坐标，用上面证明的式子计算杆的 


Z 


动能， 


A 


^>1 = ^ 9 

Za— ucosd 9 

r= ab cosdj z A = —— ab sin^ 

— ab sin 狄 


Vb~ r e r 

=asin^ 


e 


r 


C 


y 


p 


v A = 

v B = ab cosde r + aip sinde 

v A * v B = 0 


B 


x 


9 


图 9. 60 


O i + V A * v b + v 2 b ) 


T = 


—m 


士 m [(— a ^ sin ^) 2 + {ab cosd ) 2 + ( a ^ sin ^) 2 ] 
6 

= \ma z (^ + <p sin 2 ^) 




COS 汐 


V = mgzc = 


~^rnga 


a 2 0 2 + <P sin 2 ^) — ^-mgacosd 

Li 

因为要==0,學=常量，用初始条件: ^=0 时，6= 音，— 仏得 

<^P dcp 0 


L= T — V 


—m 




7 t 


ma 2 Osin 2 = —ma 2 0 

o LZ 


q>sin 2 d 


~ma 






( 1 ) 


<psin z & 






4 


it 


因为 ¥= 0 ， y = 0 ,： r = T 2 cr 是广义速度的二次齐次函数），用初始条件 

o t 

— 0, ( p ^ fl ，写 7^+?7 =常量为 


0时 yd =— y 6 


t 




a 2 B Z + ^rma 2 <p sin 2 汐 + ^-mgacosd 


—m 
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TC 


7T 


= —ma 2 0 2 sin 2 — + —mgacos — 


= ~r ： nia 2 n 2 + — r^mga 


4 


24 


4 ： aB 2 + Aa<p sin 2 d + lZgcosd = aQ 2 + 6 g 


(2) 


从 （1)、（2) 两式可解出没为 


( "^/~3 — 2cos 夕 ) 

一个质量为 m 的质点，在重力的作用下自静止竖直下落时,受到一个可用 
耗散函数及 = 的阻力作用，证明质点的最大速度为 

证明 取轴竖直向下， 


0 2 {A — esc 2 汐 ）+ 


16 


3. 29 


mK 


7 


2 


rrf 丄 . 

I = —mx ， 




m 


L=T -V 




—rmx 


m 




dR 


R= 士 7 土 ， Q 


= —— Yx 




dx 


d dL 

dt \ 3x 


dL 


^ = Q 


由 


dx 


— 7x 


mx 一 mg = 


达到最大速度时，: r _ =0,代入上式得 


m 


X 


max 


7 


自然长度为 Z 。、 劲度系数为々的无质量弹簧一端固定，另一端和一个质量为 

的质点相连,在重力作用下，限在一个竖直平面内运动.用 P 和义 

平衡状态时弹簧的长度)为广义坐标. 

(1) 写出拉格朗日函数； 

(2) 用 a ^ = l 、 o 4 = i 写出拉格朗日方程； 

m r 。 

(3) 当 A 和 f 很小，初始条件:(= 0时， f =0， A = A ， f = ov 5 ，A = 0, 

其中 A 、 B 是常量，求运动的最低级近似解； 

(4) 讨论运动的高一级近似，在什么条件下， A 的运动将发生共 

振？这在物理上能实现吗？ 

(1) T = \ m{r + r 2 <p ) 


3 - 30 


r—r 0 


(其中 r 。 是处于 




m 


r 0 


图 9, 61 


r — r 0 


r 0 A 


义 + 厂0, 


r— 


0 


广0 
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T = — mro[A + (A + 1) 2 沪] 


V=— mgrcos<p + mgr 0 + ~k(r — / 0 ) 2 — — > fe ( r 0 — £ 0 ) 


= — mg{r Q X + r 0 )cosf + mgr 0 + —^(r 0 A + r 0 — l 0 ) 2 — — Z 0 ) 


=_ mg(r 0 X + r 0 )cosf + mgr 0 + ~^ r § A 2 + ^ r 0 ( r 0 — / 0 )A 


, A 2 + (A + 1) 2 9 ]+ mgCr 0 X + r 0 ) cos 炉 


L=T — V 


TT 咖 5 




2 


—^roA 2 — ^r 0 (r 0 — /o)A 


— mgr Q — 


=— mro[A + (A + l ) 2 ^ ] + mg { r 0 A + r 0 )cos 沪一 


~kr 2 0 k 2 — mgr 0 X 


mgr 0 — 


这里用了平衡条件 


k(r 0 — l 0 ) = mg 


d / dL 


亏 = 0 及 4( 马 


dL 


dL 


(2) 由 IT 


0 得 




cU 




dA 




dX 


d<p 


mr\X + mr\iX + + krlA + mgr Q (l — cosf ) = 0 

mr\ (A + 1 ) 2 爹 + 2mrl(A + l^A <p-\- mgr 0 (A + 1 )sinp = 0 

用叫 2 = ^~，4 =足，上述方程可写为 

m r 0 


(A + 1 + 叫 2 A + ajXl — cos<p) = 0 

(A + 1) <p-\- 2A <p-\- oj 2 pS\x\<p = 0 

(3) 当 A j 都很小,义、化趴^、：^、$均为一级小量时,取最低级近似，只保留一级小量， 
运动微分方程简化为 




A + o) z 5 X = 0 


<p + co Z p<p= 0 

在给定的祐始条 彳 牛:广0时， A = A ， A = 0，史 = 0，史=叫石，可解出 

A = Aco&co s t 


<p = Bsmojpt 


(4; 求高一级近似解，保留二级小量，运动微分方程为 


A + <o^X = cp — 


(A + l ) p + 2 A^>-h 

讨论 A 的运动，将 ^ 的最低级近似解代入 


0 


A+ o) 2 s X — B 2 w z p cos 2 o) p t — —a) 2 p B 2 sin 2 aj p t 
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用 cos 2 copt = — ( 1 + cos2co p t ) , sin 2 copt = — (1 — cos 2co p t ) ，上式可改写为 


久 + + 3cos2 ⑴ 〆) 


4 


这是一个受迫的振动方程.当强迫力的角频率等于振动系统的固有频率即2% 

的运动会发生共振. 

在物理上是不可能出现共振的，解上述微分方程，解中将包含一项与时间成正比的 
项，随着时间的推移趋于无穷大，故这种项被称为长期项，趋于无穷,机械能不守恒，而此 
系统在保守力场中运动，应遵从机械能守恒，因此在物理上不可能出现共振现象.小的“强 

迫力”的存在并不改变运动是周期运动这一特性，但其周期不 再是％ ，而有一个小的偏 


时 ， A 






离.考虑到 co = co s ^ S ( d 为小量），长期项可以不出现. 

9. 3. 31 两个质量均为 m 的质点各用一根劲度系数为 I 原长为/的弹簧连到质量 
为 Af 、 长度为 L 的均质细杆的中点，并限在细杆上做两根弹簧的长度保持相等的运动，细 
杆可以以任意方式自由运动，此系统是空间的孤立系统，列出运动微分方程并求解之（到 
作积分为止).定性地描述系统的运动. 


取静参考系，用两个坐标系，一个静止的直角坐标系0 x3 ^，一个质心平动坐标系 

和一个质点在动坐标系中的球坐标 r 、 沒、 


o f xy ， o' 是系统的质心，用 o' 点的坐标 

炉作为广义坐标，如图 9. 62 所示. 


D 、 之 


图9, 62 


计算细杆在质心平动参考系中的动能时选三个惯量主轴，其单位矢量分别 
与质点1所在位置的6、 心、％ 平行，关于0的三个主转动惯量为 


0 9I2 — ^3 


^-UL 






12 


细杆的角速度为 


= (pcosdei — < psinde 2 + ^ c 


细杆的转动动能，即细杆在其质心平动参考系中的动能为 


— + + — 7 3 ^3 = — ML 2 (^ + 史 sin 2 沒) 


24 


系统的动能为 
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T = — (M + 2 m) (i + y + i ： ) + 2 


m(r 




2 


+ r 2 没 + r z < psin 2 6) + ~ ML 2 (6 + < psin z d ) 


24 


= ~ 7r(M 4 - 2m) (i + y + z ) + mr 


2 


+ (mr 2 十 ~ ML z ){d + 妒 sin 2 没 ) 


24 


系统的势能为 


y = 2 • 七 k(r - iy 二 k(r - /) 


2 


—(Af + 2w)(x 2 + y + i ： ) + 


L = T -V 


m 




2 


+ (mr 2 十 ±; ML 2 )(d + ^sin 2 ^) - k(r - l) z 


24 


由山 UJ dq { 


dL 


0 ,可得运动微分方程或其运动积分为 






(M + 2m)x= 常量 G ， 


x = 


M + 2 m 


C 2 


(M+ 常量 C 2 , 


3 ^ = 


M + 2 m 


C 3 


(M + Zm ) z = 常量 C 3 , 


cV " —■ ■■ 画 

JCf * 


M + 2m 


2 (mr 2 + — ML 2 )< psin 2 6 = 常数 C 4 


24 


C 4 


( 1 ) 


9= 


2 (mr 2 4 - —ML 2 )sin 2 ^ 


24 


(夕 + 妒 sin 2 沒 ）+ k(r — /) = 0 

( mr 2 + ^; ML Z ) 6 + 2 mrf 6 — ( mr 2 + ^ ML 2 )^ sin^cos^ = 0 


( 2 ) 


mr 一 mr 


(3) 


24 


dL 


0 少 = 0 ，了 = 了 2 ( 动能是广义速度的二次齐次函数），所以 


因为 




dt 


2 


T + V= 亡 （Af + 2m) {x + j ； + i ) + mr 


2 


2 


+ (mr 2 4 - 士 ML 2 )(0 +< psin 2 0) + Jk(r - l) 2 = 常数 C 


24 


因为 j 均为常量，所以 


2 


+ ( mr 2 + — ML 2 )(0 + ( psin 2 ^) = 常量 C 6 


r 


24 


d + < psin 2 8 = 


(4) 


(C 


mr 


mr 


24 
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dr 


将式 (4) 代入式(2)，并用 


#，可得 


2 


C 


— mr 


—mdr 


dr 2 = — k(r — /)dr 


—m 


2 


+ 士 ML 2 


mr 


24 


可以找到积分因子 mr 2 + 亡 ML 2 , 作上式积分， 


24 


2 


m { mr 2 + ~： ML 2 )dr 


) dr 2 


( C 6 — 


—m 


mr 




24 


2 


ML 2 )dr 


= — k(r — /) (mr 


24 


等号左边是 




6 r 2 的全微分，因原则上可从上式得到（与 r 的函 


— m \ mr 


r — ~mc 


24 


数关系，进而积出 r = KO . 

U ) 代入式 (1) ，积分可得 < P = ，再将 r = rO ) 和代入式 (4) ，可积出沒 


将 


= 6(0 


关于系统的运动作定性描述，可以确定的讲，质心做匀速直线运动，两质点沿杆相对 

于中点 O ' 做对称的运动，系统对0点的角动量是守恒的. 


9.3.32 将一根很长的、可忽略质量的细管安上轴， 
可以无摩擦地绕轴在水平面内转动 ，一 根长为 /、 质量为 M 
的细杆无摩擦地在管内滑动（见图 9. 63)，写出系统的拉格 
朗日 方程； 开始杆的中心位于转轴，细管以角速度叫旋 

转，证明杆在这个位置是不稳定的.将它稍微扰动一下，描 
述以后的运动，问经过很长时间之后，杆的径向速度和角 
速度各为多少(假定细管非常长，杆仍在管中）？ 




<P 


图9_ 63 

取图 9. 63中的: r 和 p 为广义坐标， 






Mx + — MCx 2 + <p 


2 X - MP<p = 


T = —Mix + x l <p ) + 






2 


12 


F = 0 


—Mx + (工 2 十 


L = T ~V 




拉格朗日方程为 


( 1 ) 


x — xf = 0 


Mix 2 + vzl ^?= C ( 常量) 


( 2 ) 


12 


由初始条件 : Z = 0 时 


0,土 = 0,9>=0， p = ⑴。，定出 C = 代入式 （2) ，得 


9 x 




l z ⑴0 


所以 


(3) 


9 = 


12 工 2 + I 


2 


将式 (3) 代入式(1)， 
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lW 0 x 

Ua : 1 2 3 + I 2 


( 4 ) 


dx . 1 dx 


，上式可改写为 


用 


dx 


2 dx 


2l 4 ^>lxdx 

02^+ I 2 ) 2 — (12x 2 + / 2 ) 


Z 4 o>odx 


dx 


两边积分，用初始条件 : x = 0 时 ， i :=0, 得 


x = l 2 col 


(5) 


12 x 2 + I 2 

由式 （1 ) 可见，位于处，原静止的杆，因将获得时，2 〈0,则 
0 . 反之,工>0时， S >0, 则 i >0. 都将向远离平衡位置的方向运动.如在2=0处，给于一 
个微小的速度 i ：， 则工将不等于零，有上述远离平衡位置的运动，说明 ^-0 是一个不稳定 
平衡位置. 

在^=0的静止状态，给予一个微扰，可用式(3)、（5)，很长时间以后，不论 


还是 


lw 


加0 


1 ( 1 ) 


结论都是经过很长时间，杆的径向速度趋于 


， | J : | 


Vl 2 2 ’ 


2 VT ， 


角速度趋于 o 




9. 3. 33 —质量为 M 的木块和一个半径为 a 的无质量的竖直的圆周轨道刚性相连， 
一起置于光滑的水平桌面上，如图 9. 64所示，一个质量为 m 的质点沿圆周轨道做无摩擦 
的运动. 


图 9. 64 


(1) 以0为一个坐标，写出拉格朗日 函数； 

_ 

(2) 找出运动微分方程； 

(3) 在小角度极限下，求 

在质点运动的竖直平面内，沿水平方向取 •!： 轴,向左为 x 轴 正向. 以圆周轨道的 
中心的 r 坐标与图中的 d 为广义坐标. 


T — —Mi + — w [( i : + a 6 cos 6) 2 + (a ^ sin 沒） 2 ] 


( 1 ) 


—(M + rn)x — m ( a 2 6 + 2ax d cos 沒 ) 




V = ~ mgacosd 
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2 


—(M 4- m)x + —m{a 2 6 + lax d cosd) + mgacosd 


L = T - V 




9L 


d cos8 


— = (M + w)i + 


( 2 ) 


ma 


dx 


d dL 

d，( dx 


6cosd — ma Q sin 汐 


(M + m)x — 




a 


dL 


— = 0 


dx 


dL 


: = ma 2 6+ max cosd 


dd 


U -\ = ma 

dt\ dff I 


6 + maxcosd — 


Q sin 没 


max 


dL 


= — max 6 sin^ — mgasxnd 


dd 


由 m ) 电 


dL 


= 0 得运动微分方程为 


6 sin ^ = 0 


(M + m)x + ma dcosd —— 

d + xcosd + ^sin^ — 0 

(3) 质点在 8 = 0 附近的运动，0、々、3均为小量， cos ^=^ l ， sin ^^^ 
运动微分方程可简化为 


a 


a 


6 = 0 


(M + m)x + 

d + x + gd 


ma 


0 


a 




消去可得 


Ma 


o gd = o 


M + 


m 


其解为 

其中由初始条件确定， 


d = Zcos (⑽ + a) 


m 


cu 


Ma 


9. 3. 34 质量为 M 、 半径为 i? 的两个相同的均质圆盘用三根相同的扭杆支承，如图 
9. 65 所示 . 扭杆的恢复力矩为 v=~kdik 为适用于此〖和 0 的扭转常数），圆盘可围绕扭杆 
的竖直轴自由转动，分别表示两盘偏离平衡位置的角位移 , 忽略扭杆的转动惯量.初 

始条件为的 (0) = 0, 沒常 量 ). 要使圆盘 1 得到系统的全部动 

能需要多长时间？可以保留隐函数形式 . 

设 J 为每个圆盘绕转轴的转动惯量，系统的拉格朗日函数为 

合 2) — ~^是(的+沒 i ) 


— -tKd, - e 2 ) 


L — {6 1 + 


由拉格朗日方程得 
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/ 沒 1 十 2 kdi 一 kdi = 0 
I 82 2 々没 2 — ^1 ~ 0 


( 1 ) 


( 2 ) 


式（1) +式 (2) 和式 (1) —式 (2) 得 


/(^i h 62 ) + k (❹' 十沒 2 ) = 0 

I ) + 3 々（汐 1 —仏）= 0 


^ * 


( e 、 


i 




解分别为 


汐 1 ， h 汐 2 


A 




3 k 


= Bsin 




t + /? 




初始条件为 i = 0 时，夕 1 + 沒 2 = 0 ，沒 1 + 没 2 = 12 ，没 1 — 没 2 = 0 ， <9 1 _ 没 2 =_ 1 0 ，定出 


n 


a 


0 


a 








k ， 


/? 


B = — tQ 


0 




Zk ， 


k 


d x -\- d 2 ~ 


—sm 


k 


3々 


di 一 6 2 = 一 ifi 


— sin 


3 k 


从上述两式解出 


3 是 


k 


&2 = 


3^ Sln Wr 


—sin 


k 


3 k 


汐 2 




+ cos 


cos 




当没 2 = 0时，圆盘 1 的动能是系统的全部动能,此时刻 i 满足的关系为 


3是 


k 


=— cos 


cos 
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其中了 

要指出的是系统的机械能是守恒的，系统的动能不守恒，满足上述关系的£时刻，圆 
盘1具有系统的全部动能，既不是系统的最大动能，也不是圆盘1的最大动能. 

3. 35长 2 L 、 质量 M 的均匀细杆用一根长/、质量不计不可伸长的绳子拴在固定 

的钉子上.如图9, 66所示 • 在杆的自由端加一水平的恒力 F ， 写出这个系统的拉格朗日函 

_ 

数和运动微分方程4 = 0时，系统从下垂位置的静止状态开始运动，求在非常短的时间内 
(所有角度都很小)绳子和杆与竖直方向的夹角. 

解因开始时绳子和杆在竖直位置处丁静止状态， F 是水平的，系统将在此竖直平面 
内运动，取图 9. 67的巧坐标，并用绳、杆与竖直线的夹角 If 为广义坐标,杆的质心的坐 

标为 (/sin 沒 + Lsinp，/cos 没 +Lcos 炉)，质心速度为 •❹ cosd+L < pcos<p ， 一 I d smd — L ^\ n < p ) ,F 
的作用点的坐标为 (/ sin ^+ 2 Lsinf , / cos ^+ 2 Lcos < p ) 




Mg 


图 9* 66 


图 9. 67 

T = cqsO + L < pcos<pY + ( — I d sin 没 一 L < psin < p ) 2 2 


+ — X 巧 M (2 L) 2 <p 


Ml 2 d + ^ML 2 <p + MILd <pcos{6 - cp) 

O 

V= — MgClcosd + Lcos<p) — F{lcosd + 2Lcosp) 

^-Ml 2 9 + ^ML 2 <p + MIL d <pcos (d — <p} 

u O 

+ Mg(lcos6 + Lcosp) + F(/sin^ 4 - 2Lsin(p) 

0 得运动微分方程为 




L=T -V 






3 L 




Ml 6 + ML <pcos(6 一 9 ) + ML <psin(d — 史 ） + M ^ sin ^ — Fcosd = 0 

** * * *2 

ML <p + Ml 6cos(6 — <p) — Ml d sin (沒 一 p) + Mgsin<p — 2-Fcos^ = 0 


4 




仅考虑在？ = 0 以后非常短的时间内时运动，在此期间， (9、 p 均为一级小 .. 
量，略去二级及二级以上小量，运动微分方程可简化为 

Ml *6 - I\dL <p Mgd —— F = 0. 
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4 


<p Ml d Mgcp — 2 F = 0 


3 


^ = if g 

下面求齐次微分方程 


P 


Ml d + ML <p + Mgd = 0 


4 


—ML <p + Ml 6 + Mg<p = 0 


的通解.令 


6 = Uie 1<u f <p — w 2 e 


lot 


代入齐次微分方程得 


(— la ) 2 + g)Ui — Lco 2 u 2 = 0 


( 1 ) 


4 


La) 2 -\- g]u 2 = 0 


— IcO^Ui + 






要得非零解，必须系数行列式等于零， 

\- l <^ 2 + g 


Tt \ 


- Lw 2 


= 0 


4 


— - zLw z + g 


— 1(0 


21 L 


其中 w 取“+”号，4取号. 

将4代入方程组式 a ), 解得 


(1) 


CD _ 


1， 


U'z 






6 L 


将 W 代入方程组式（1)，解得 


( 2 ) 


( 2 ) 


6 L 


非齐次微分方程的通解可写为 


F 


6= + aj ) + A 2 cos { w z t + a 2 ) + 


Mg 


(3 / — 4X + 〜+ \2lL 16i?)cos + 七） 


?=- A 


6 L 


IF 


— A 


Mg 


6 L 


由初始条件: f = 0时 ^9— 0? < p — 0»^ = 0? < p = 0定出 


= a 2 = 0 


A x = (SL + 3 / 




A 






3. 36 考虑一个双星系统. 
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(1) 用两颗星的笛卡儿坐标写出系统的拉格朗日 函数； 

(2) 证明其势能是坐标的（一 1) 次齐次函数，即 


l V { r l , r 2 ) 


V ( ar 1 $ ar 2 ) = 




a 


其中〃是任意 实数； 

(3) 作一个变换，它保持由拉格朗日函数得到的运动微分方 
程不变，由此找出联系转动周期和它的轨道有关尺寸的开普勒第 

三定律， 


(1) 设两星的质量分别为叫、；^ 2 ，在静止的笛卡儿坐标 
中的位矢分别为 r l = x l i + yj+zik x 2 i + y 2 j 


图 9. 68 


T = —+ 5?! + z x ) + 了 m 2 (± 2 + 5^2 + 士 2) 


_ Gm x m<i _ 

[( x 2 — + ( y 2 — : Vi) 2 + (之 2 — ^ i) 2 ] 1/2 


2 


2 


2 


L^T -V 


+ ;1 + 泛 1) + 了讲 2( 土 2 + ^2 + 么 2) 




_ Gmim z _ 

[( x 2 — xi) 2 + iy z — yO 2 + ( z 2 — ^ i) 2 ] 172 


Gmim 2 


( 2 ) V{ar x ,ar2 ) = 


l ( ax 2 — OTi) 2 + { oty 2 — ay Y Y + ( az 2 — 叫） 2 ] 1/2 


G 


1 讲 2 


211/2 


:(x 2 — a) 2 + (yz — yO 2 + ( 之 2 — 之 I) 2 ] 


a 


— VOi ， r 2 ) 


a 


(3) 取双星系统的质心平动参考系，分别表示两星对质心的位矢. 
由质心的定义， 


m 1 r 1 + m 2 r 2 = 0 


设讲1 星对 m 2 星的位矢为 r ， 则 


r = r 2 — (— r 2 ) = r x + r z 


m 1 


m 2 


r , r 2 =— 


m x + m 2 


m 1 + m 2 


WilM 2 4 - -wm 2 \r 2 


r J^ rzzz 


2 


r I 2 + 


m x + m z 


m x + m 2 


1 m x m z 


2 m l + rn t 


Gm x m z 


r 


Gm \ m 2 


1 m x m 2 


L=T -V 






m 


2 
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參 


♦ 


作一个变换，新的拉格朗日函数与原拉格朗日函数仅差一个常数因子，写出的运动微 
分方程不受影响.新的拉格朗日函数为 


Gnti {mi + m 2 ) 


\r I 2 + 


L = 


了济 i 


得到的运动微分方程相当于一个质量为的星在质量为(叫+ ；72 2 )的不动的星的引力作 
用下的运动.由开普勒第三定律，双星的转动周期: T 与其椭圆轨道的长半轴 a 有下列 


关系 


了 2 


4兀 


a 3 G(m 1 + 撕 2) 


9 , 3 . 37 质量为 M、 长为/的两均质细杆由光滑的铰链和一根线连接起来，置于光滑 
的地面上,处于静止状态，杆与水平地面的夹角为30°，如图 9. 69 所示. 铰链的质量可以不 

计，时，线被切断 .求： 

(1) 铰链击中地面时的速度； 

(2) 铰链击中地面时的时间(写出积分式子即可，不必求积). 

(1) 由对称考虑，铰链必竖直下落，考虑一根杆为系统，取图 9. 70中的 

坐标为 


坐 




标.杆的质心的 


工、： y 


~sin^ 


—cos^, 


工 c = 


yc = 


较链 


u 


0 


30 


图 9‘ 70 


图 9. 69 


取沒为广义坐标， 


I 2 6 — —ml 2 8 


T 


—mCx c + yc) + 丁 






2 12 


V = mgyc — ~mglsind 


—ml z Q — —mglsind 


L = T -V 




3L 


0, L = 常量 


因为 






dt 


dd 


2 


—ml 2 0 + —mglsind 


mgl 


4 


3^ i 


d= —— 


—— sin 夕 
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铰链的 y 坐标为 


y = Isind 

jy= I d cosd 


击中地面时， 0 = 0 ,铰链的速度为 


~ y j — (/ 6 cos ❹、 | 

丄 


8=oJ 


V 


— sinO° cosO°j =— 


- I 




de 


鉍丄 


— sin 夕 


( 2 ) 


ck 


d 夕 


= —— 


|f(l - 2sin^) 


z = 0 时， 0 = 30 °，击中地面时 ， d = o o ， 


dd 


dd 


30 


0 


O 


f 






3^： 


0 


30 


(1 — 2sin 夕 ) 


21 


9. 3. 38 球面摆由质量为 m 的质点，用一根长为/的不可伸长的轻绳悬挂在一个固 
定点构成，该质点被限制在球面上运动. 

( 1 ) 若使绳与铅直方向的夹角^不变，质点做此圆周运动的角速度多大？ 

( 2 ) 在 ( 1 ) 问所述的圆轨道上的质点受一垂直于其速度的冲量，结果在其轨道达最髙 
点时绳与铅直方向 成仏角 ，写出当质点在最低点时绳与铅直方向的夹角氏所满足的方程 

(不必解）； 

( 3 ) 就在私附近振动的振幅很小的情况，求振动的角频率. 

( 1 ) 设此圆周运动的角速度为⑴，取绕竖直轴以 0 >的角速度转动的参考系，则质 

点在 0 =氏处，处于平衡状态，用虚功原理， 


V = — mglcosd — —ml 2 a) 2 s\n 2 d 


3V 


在 6 ~ 6 0 处 ，3 = 0 ,即 


mglsin8 0 — ml 2 (o 2 smd 0 oosd 0 


0 




CO = 


Icosdo 


( 2 ) 取静参考系，用球坐标 Ip 为广义坐标 


—ml 2 {6 + <psin 2 d) + mglcosd 


L = T -V 




dL 


因为 


= 0 


dcp 


dL 


sin 2 夕 


— = ml 1 <psm 2 d = ml 2 


( 1 ) 


0 
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■ 


这里考虑到冲量不影响在此位置(0=札)的〆炉为 a) 问中解出的⑴) 

因为¥=0,且: r 是广义速度的二次齐次函数， 


at 


T + y= -jrml 2 (d + ^sin 2 ^) - mglcosd 


ml 2 朽 sin 2 沒 1 — mglcosdi 


( 2 ) 




质点达最髙点和最低点时用式 (1), 在最低点时用式 (2)， 考虑到0 2 = 0, 


仍 sin 2 % 




0 


矜 sin% = 


sin 2 没 


0 


lcosd 0 


2 




y/ 妗 sin 2 汐 2 


— 贫 COS 汐 2 — 


— gcosD 


从上述三式，消去朽、仍，可得 A 满足的方程为 


sin^of 1 
cos 汐 o I sin 2 汐 


= 2 (cos% — cos A) 


sin 2 ^ 


2 


2 


(3) L — ~ml 2 i9 H- <p sin 2 ^) - \-mglcos6 


.d f 3L\ dL 


X) 得 


dd 


l 6 — l <p sin 没 cos 汐 + 《 sin^ = 0 


由 €=0, 得# = 常量， 


ap 


d <p 


sin 2 沒 


<psin 2 6 — 


0 


用上式消去前式中的史，得 


sin 4 汐 
lcosd 0 sin 3 没 

把 sin0 和 cosd 在氏作泰勒展开，只保留一级小量，令 ^ 6 = 6 — 6 o , 

sinff 〜 sin^o + cos 沒。•△汐 

cosd 免 cosdo — sin 沒。△汐 
sin 一 3 没免 (sin^o + cos0 o A0) 

= sin 一 3 没 。（1 + ctg 沒。 △ 没 ) 一 3 & sin _3 0 o (Z — 3ctg^ 0 ) 


cos0 + ^-sinff = 0 


0 


( 1 ) 


e 


-3 


代入式 (1)， 注意 


d 2 (A^) 


d 2 


汐 = 汐 o + A 汐 ) 




ck 2 


d 2 (A<9) ( 茗 (1 + 3cos 2 ^ 0 ) 

lcosd 0 

质点在 e = e 0 附近关于 0 的小振幅振动的角频率为 


△汐= 0 


士 2 
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g(l + 3 cos 2 ^q) 

lcosd 0 

9. 3. 39 一弹簧摆由质量为 m 的质点经原长为/、劲度系数为々的无质量弹簧系于 
固定点组成，如图 9. 71 所示. 假定系统限制在一个竖直平面内运动，导出运动微分方程, 

并在对平衡位置的角位移和径向位移都很小的近似下解运动微分 


0 ) = 


方程 


T = —m(r + r 2 沪） 






— mgr cos<p 




—mix + r 2 9 ? ) — —k (r — Z ) 2 + mgrcos<p 


L — T — V 


图 9, 71 






dL 


0 得运动微分方程 


mr 一 mr <p + k(r — /) 一 mgcos<p — 0 

摯 • ♦ 

<p-\- 2r gsin<p = 0 

在平衡位置，々 = 0, F = 0 , 93 = 0 , 9 ? = 0. 设平衡位置 r = ro 9 < p—^i 

/) — mgcos% = 0 
gsin% = 0 


r 


k(r 




0 


mK 


得 


奸 = 0 , r 0 = / + 


k 


在对平衡位置的角位移和径向位移都很小时，令 〆 =r — r 0 y 


运动微分方程可简化为 


nr f + kr f = () 


9 + g ?= 0 


k 






3 + 以或 


解为 


r f = Acos 


+ Acos 


a 


Y 




k 


m 


m 




<p = 5cos 




r 0 


其中 + ， A 、 B 、 ct 、^ 为积分常数，由初始条件定. 

9.3.40 粒子受到力心的引力作用，力的大小反比于它到力心的距离的三次方，导出 
运动微分方程，并解方程求轨道，讨论轨道的性质是如何依赖于系统的参数的. 


k 


F =~^ e r 


r 


k 


^( r ) 






2 r 2 


k 


2 


mix + r 2 9 P ) + 


L = T -V 






2r 


d 3L\ dL 


0 得运动微分方程为 


由仝 


ck 


3qi 


3qt 
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k 


2 


— mr 9 ^ + ~ = 0 


( 1 ) 


mr 


r 


6 ( 常量) 


mr 


消去 w 可得 


b 2 — km 


mr 


3 


mr 


令“=一，则 


b 


b 


-2 


^ 9 

= — U 


- r 


m 


m 


d 


1 du * 

u ^ 9 9 


b dw 


r = 


dt 


dp 


u 


m 


b d 2 u 


b 2 o d 2 u 


9=~ 






m 


将 H 代入式 （ 1 )， 得 


h 2 ? d 2 u h 2 — km 
— u = - 


u 




d $^ 


m 


m 


d 2 ^ . b 2 — km 


u = 0 


d <^ 


2 


b 


若 b 2 ^> km ， 


— cos 


u 




b 


r 0 


r = r 0 sec 


b 


若 6 2 < ， 


u 


0 


r 0 sech 




b 


两个轨道方程中的(「。、科)都表示轨道上的一点. 

9. 3. 41 一个质量为 m 的粒子在有心力 

F ( r ) =- 4 + 


k f 


(k > 0 ) 


作用下做平面运动. 

( 1 ) 写出系统的拉格朗日函数； 

( 2 ) 导出运动微分方程，并证明轨道角动量 * 7 是一个运动 常数; 

( 3 ) 若 J 2 〉一 ，求轨道方程. 


k k f 


(1) 


F { r ) 






2 


r 


k , k f 


F ( r)dr — F ( r)dr 


V ( r ) 


+ 




2 


2 r 


k k f 


(r + r 2 f ) + 


L = 


—m 






2 r 


r 
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⑵由去 (S) 


9L 


= 0得运动微分方程为 






dq < 


k k f 


2 


— mr <p + 


( 1 ) 


-T = 0 


mr 


r 


r 


m(r <p -\- 2r <p) 


( 2 ) 


0 




式 (2) 也可写成 


d 


m 


石 (r>) = 0 


J = wr 2 §?= 常量 


(3) 令 n = 


一 l 


du 


dw J 


J dw 


-2 


-2 


^=~ u 


u 


d ^> 


d<p 


m 


mr 


.. J d 2 u - 

r = —- r~? 9~ — 

… d<fr 


J 2 z d 2 u 


m lU 


m 


式 (1) 可改写为 


d 2 u 


mk r 


mk 


(3) 


1 


u 


J 2 




因 J 2 ^> — mk ’，l + ^^〉0. 式 （3) 的解为 


J 2 


mk 


mk f 


j + Acos 


<P + 


1 


u 


a 


J 2 + mk 

可选择适当的基轴，使 轨道方程为 


mk 


mh ! 


j + Acos 


1 


u 


9 


J 2 + mk 


J 2 


r 


mk 


mk f 


+ Acos 


9 


J 2 + mh! 

9.3.42 —个质量为 w 的珠子在一个半径为 a 的旋转圆环 
上无摩擦地滑动，圆环绕通过竖直的直径作恒定角速度 w 的转 

动，如图 9. 72 所示： 

(1) 写出系统的拉格朗日函数，并找出所有的运动 积分； 


CO 


R. 


(2) 确定 0< a >。 和 dK > w 0 


时珠子的平衡位置; 


0) 


0 — 


a 


a 


9 


(3) 这些平衡位置，哪些是稳定的？哪些是不稳定的？ 

(4) 计算围绕稳定平衡点的小振幅振动的角频率. 

(1) 选用圆环参考系，主动力除重力外,还有惯性离轴 

力•在这里，科里奥利力不做虚功，作约束力处理. 

SW = — mgsin^p ♦ a8<p + m^asin^os^ • a 谷 <p 

(co 2 a 2 sin^cosf — gasin<p)d<p 


m 


图 9. 72 


m 
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所以 


Q= m(co 2 a 2 sin(pcos(p — gasin^p) 


{xv z a z s\n<p cos<p — ^asin^d^ 


- 


m 






2 


sin 2 ^P — mgacos^p 


—moj^a 


T = 


? 


~ma 


沪 + —mco 2 a 2 sin 2 <p + mgacos<p 


L=T -V 


^rma 




因为 _ = L 二常量，即 


d <p 


m(o 2 a 2 sin 2 <p — mgacos<p = 常量 


9 - 


~ma 


这个运动积分是能量积分. 

(2) 在平衡位置 , Q = 


m a z Bln<p 


t-ysf — gasm<p) = 0 
sin(p{oracos<p — g) ~ 0 


当时， 




0,平衡位置处， 


>1 ，⑴ GCOSf —g 〆 


2 




suif — C 


< P = 0 , 7 t 为平衡位置. 


<1，平衡位置处， 


a 


aw 


sin^ = 0 或 (Jo 2 acos<p — g = 0 


i 为平衡位置. 


0，丌和 


9 


arccos 




(3) 由平衡位置处 g 或一 ^ 的正负号判断平衡位置处平衡的稳定性，大于零时是 


d<p 




稳定平衡位置，小于零则为不稳定平衡位置， 


d 2 V 


dQ 


\_o) 2 a 2 {qqs 2 <p — sin 2 ^) — gacos<p2 


m 






d<p 


d <^ 


时， 


0)〈 


d 2 V 


= — m(co 2 a 2 — gci) 0 






d 2 V 


m(oj 2 a z + ga) <i 0 


d〆 


^=7T 


故 9 = 0 为稳定平衡位置 ，^=；r 为不稳定平衡位置. 


时， 


< o > 
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d 2 V 


d 2 V 


< 0 , 


< o 




df 


(5 -^ 2 )>o 


d 2 V 




^=arc cos 


) 


故和 TT 均为不稳定平衡位置 #= 


为稳定平衡位置. 


arccos 


d 3L 


dL 


(4) 由 ： r 


= 0或由能量积分对£求导均可得 


cU 


d(p 


d(p 


<p — aa) 2 sin^cos<p + ^sin^? = 0 


V? 时，史 


=0为稳定平衡位置,在此点附近做小振动 


当似 < 


sin^^ cos<p^ 1 


<P (g — aa) 2 )<p = 0 


小振动的角频率为 


o = 


当时，产酣 MSI 


为稳定平衡位置. 


在平衡位置处，将 sinpcosp 作泰勒展开， 


sin^^ S1119% + cos%^<p 

cos^ 〜 cos^> — sin % 厶沪 


其中 


，△^ )= <p— % 


% — 


arccos 


运动微分方程可近似为 


d 2 Ay 


(2cos 2 钤 一 1) 厶 9 = 0 


dt 2 


cos 钎 


d 2 Ay 


A ^= 0 


a 2 co 2 


dt 2 


小振动的角频率为 


£2 = 


9. 3, 43质量为叫和 m 2 的两质点被一长/并穿过一光滑水平面上的光滑小孔的不 

可伸长的轻绳连接,在水平面上运动, m 2 在铅垂线上运动. 

(1) 要使 m 2 在平面下处保持不动，必须 给讲 1 以什么样的初速度； 

(2) 如果 m 2 在铅直方向稍微偏离上述平衡位置，将产生小振动，用拉格朗日方程求 


振动周期. 


(1) 必须使获得一个垂直于绳的初速度使做此匀速率的半径为 l - d 的圆 
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周运动所需的向心力等于作用于的重力， 


2 


= m 2 g 


I _ d 


所以 




^0 = 


nti 


(2) 选叫对小孔(作为坐标系原点）的极坐标为广义坐标， 


2 


L — —m l (r + r 2 p ) + —m 2 r + m 2 芨 （/ 一 r) 


*^(f) 


dL 


宁 =0 得 


dr 


( 1 ) 


+ rn z Yr — m x r <p + rn 2 g = 0 


9L . 9L 


常量 


由 


dcp 


dcp 


m 2 g 


a - dy f 


2 


( 2 ) 


m x r 2 <p— m 1 (/ — d)v 


— mi 


o 


m x 


将式 (2) 代入式 (1)， 




(3) 


+ 饥 2g = 0 


(m 1 + m 2 )r — 


平衡位置 


l — d 


o 


令 


-(/ - d ) 

附近的径向运动也做小振动， 


X 


在平衡位置附近做小振动， mi 在 

(l-d) 


r — r 0 


m 2 


一 3 


I — d 


3 工 


x 


^ 1 — 


1 


I — d 


I — d 


I — d 


x 


r 


用此近似，式 (3) 近似为 


^H2g 

I — d 


(nil + m{)x + 


x = 0 


小振动的角频率⑴和周期了分别为 


_ 3 m 2 g 

(Wi + m 2 ) (/ — d) 

(m : + rn^ (I — d) 

^rn z g 

一个质量为 M 、 半径为及的均质圆球沿一质量为 m 、 倾角为 a 的三角块向 

下做纯滚动，三角块在光滑的水平面上自由运动，如图 9. 73 所示. 

(1) 求系统的拉格朗日函数，写出拉格朗日方程； 

(2) 设开始系统处于静止，球心在水平面上 H 处，求系统的运动. 

(1) 取图 9.74 所示的坐标，用 x 表示三角块的坐标，<9表示球的转角，考虑到球 


OJ = 


2?r 


T = 


= 2丌 


w 


3. 44 
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9. 73 


图 9. 74 


在三角块上做纯滚动，球心的 x 、 3 ； 坐标为 

[x + ( 芒 0 + Rd)cosa^H — Rdsina'] 

其中 t 。 是 ^=0 时 , 球心的 r 坐标 3=0 时 , 球心的 y 坐标为 
球心的速度用 : r 、： y 分量表示为 


(i+ Rd 


— Rd sina) 


cosos 


系统的拉格朗日函数为 


mx + —M[(i+ Rd cosa) 2 + (― R d sina) 2 ] 


L= T - V 






2 


2 


+ 士 X +MR 2 Q — Mg{H - mina) 


1 


(m + M)x + —MR 2 d + MRx d cosa — Mg{H — Resina) 




10 


拉格朗日方程 3b, 


dL 


0 为 


(m + M)x + MR dcosa = 0 


~rR d + xcosa — ^sina = 0 


(2 ) 从上述两个运动微分方程可解出 


[7(w + M) — 5 Mcos 2 «]7? 


用初始条件二 0 时， 0=0，0 = 0 ,积分得 


6 = 


2[7(w + M) _ ^Mcos 2 a~\R 

积分第一个运动微分方程，用初始条件 :(=0 时 ，x = O ， 0=O ， i: = O,6 = O , 得 
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Cm + Af)j ： + MRdcosa = 0 


所以 


x 


2[7 (m + M ) — 5 Mcos 2 a ] 

9. 3. 45质量为 w 的质点被约束在一半径为 r 、 质量为 M 的均质圆环内表面无摩擦 
运动，环在竖直的平面内沿水平的 x 轴做纯滚动，如图 

9. 75所示4 = 0时，环是静止的，质点在环的顶部，具有沿 

轴方向的速度％，求当质点运动到环的底部时相对于固 

定的工轴的速度 a ， 并给出当及 ^->"0 时的结果. 

圆环的质心坐标为 （ hr ) ，质点的坐标为（工+ 

rsin (9， r + rcos 6) ，质点的速度为 


X 


X 


图 9, 75 


(i: + r 6 cosd f — r d sin0) 


系统的动能为 


(i + r 2 ^ + 2roc 6 cos 沒） + ~^~Mr 2 — 


T = 


—m 


Cm + 2M)i ： + —mr 2 d + rnrx Q cosd 




系统的势能为 


V — mg(r + rcos ^) 


系统的拉格朗日函数为 


—(m + 2M) 土十 —mr 2 d + rnrx 6 cosd — mgr(l + cos 没 ) 


L = T -V 




2 


2 


9L 


9L 


0，宁=常量，即 


因为 




dx 


dx 


( 1 ) 


(m + 2M)ir+ mr d cosd = 


mv 


o 


这里用了初始条件 v = o 时， 

因为€ = 0，了是 i :、》 的二次齐次函数, 


土 = 0， 汐=0, 


d=Vo 


r 




—l = :t + f = 常量 


—(m f- M)i + —mr 2 6 + rnrx 6 cosd + mgr(l + cos^) = —mv\ + 2mgr (2) 




质点到达圆环底部时 J =； r , 代入式 (1)、（2) 两式，得到此时土 J 满足的方程 


(3) 


(m + 2M)i— mr 6— mv 0 


6= —mv% + 2m gr 


了 （w 十 2M)± + ~rmr 2 0 — 


(4) 


mrx 


用式 (3) 消去式 (4) 中的 r 0，得 


Mint + 2M)x 2 — 2mMv 0 x— 2m 2 gr = 0 
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x = 


2M) 

因为从0=0到质点对圆环的作用力的 X 分量始终大于零，故到达底部时， 必有； > 

0 ,舍去 i:<0 的解， 


J0 = 


M(m + 2M) 


r 6= 一 (m -h 2M)i— v 0 


到达底部时，质点相对于 X 柚的速度为 


v = x —— r 0= 


— (m + 2M)i— v 0 


x 一 


m 


2M 


v 0 — 2 


= 幻 0 — 


x = 


+ 2M 


m 


m 


当 M — 0 时， 


V ► 


M 


当 2 — 0 时， 

3 . 46 


V 


Vo 


m 


质点在光滑的旋转抛物面 r 2 - a ^ 内侧滑动，证明受到的约束力的大小为 


2 \ —3/2 


常量 • 1 +吟 


a 


说明约束力的 方向. 


证明 取柱坐标 r 、^、 j 2：， 如图 9. 76所示， 


_ 2 


—m(r 2 + r 2 ^ + 泛）一 mgz 


L = T -V 




(假设质点的质量为 w ) 

约束方程为 


f(r $ <p 9 z) = r 2 ~ az = 0 


( 1 ) 


用带有未定乘子的拉格朗日方程 

d f dL\ dL 
■ [ ■ 

\ dq { 


df 


Q ( + A ^ 






dqi 


3qi 


这里兑= 0,可得 


2 


( 2 ) 


m(r — r <p) — 2^r 

(常量） 

= — mg — Xa 


(3) 


9 


c 




(4) 


mz 


2r 


2 


丄 2 

— 厂， 


由式⑴， 


u * # • u 1 » 

— r -- 一 r 


z= — r r , 


z = 


z 


a 


a 


a 


a 


由式 (4)、（2)、 上式和式 (3)， 


2 


2r 


2r“ 


•2 


2 


+ 茗 = —— (mr cp + 2Ar) + — r + mg 


aA= mCz + gO = 




一 r 


m 


a 


a 


a 


a 


mg 2m 


2m c 


2m 


2 m 


4r 


*2 


mg 


(5) 


疒 <p 




a 


a 


a 


a 


a 


a r 


a 
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由机械能守恒，并用式（1)、（3)， 


4 r 


c 


r 


m(r 十一 7 + 一" ） 十 mg —— = E 


a 


a 


2 E 


c 


— 2g —— 


m 


a 


( 6 ) 


4 r 


2 


a 


将式 (6) 代入式 (5) 得 


2 m 2 E , ic 


4 r 




(7) 






1 


2 


4 r 


a 


m 


a 


a 


a 


2 \ -2 


^ = 常量 • I 1 + 


a 


约束力 F =2 Xre r —aXk 


2M/2 


2 \ —3/2 


2 \ -2 


4 r 


( a 2 + 4 r 2 ) 1/2 = 常量 • |1 + ^ 


= 常量 • 1 Hh 


2 


a 


a 


注意: /1<0(可从式 (7) 作此结论). 

约束力 F 与竖直向上方向的夹角的正切为 


— F . — 2 Ar 2 r 

— A 


tana = —= — 


dr 


F 


a 


dz 


是 rz 平面内抛物线 
向抛物面的旋转对称轴. 

9 . 3 . 47 一个肥皂泡的半径 r 按 r = W +6( 其中为常量)的规律随时间变化 ，一 
个质量为 m 的质点保持在表面上运动.^ = 0时，给质点一个沿切向的速度 w 不考虑重力 
的作用，求质点的运动规律及表面对质点的作用力（限用带未定乘子的拉格朗日方程). 

取球坐标，且使质点在 （=0 时位于 6=^- j 0= O , v=b < p Q . 


的切线的斜率.可见，约束力沿旋转抛物面的法线方向，指 


z = — r 


dr 


a 


2 


2 


m(r -\- r 2 6 + r 2 sin 2 ^ <p ) 


L = T 






dL 


dL 


9 + mr 分 sin 2 d 


=wr, 


mr 


dr 


dr 


dM dd 


dL 


— ;= mr 2 d ， 


= mr 2 6 + 2 mr 0 




dd 


dL 


dL 


f sin 汐 cos 汐, 


— = 0 


mr 


dd 


dtp 


约束方程 


5 r = 0 


r = at + b ， 


带未定乘子的拉格朗日方程为 


2 


2 


^ sin 2 ^ = A 


—— mr 6 


( 1 ) 


mr 


mr 
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9 


mr 2 6 + 2mrr 6 —— mr 2 <p sin ^ cos ^ = 0 

9^ sin 2 ^ = mb z sin 2 


( 2 ) 


v 


mr 


< psin 2 6 = bv 


(3) 


r 


假设任何时刻 0 =fO = O 时，代入式 (2) 


6 + 2 rr 6 = 0 


r 


d 


( r 2 ^) = 0 




ck 


r 2 6 = 常量 = • 0 = 0 


这里用了 f = 0 时 ， r = 6，0 = O , 


7 T 


可见在任何时刻确有且0 = 0, 6 =0 


将代入式 (3) ， 


r 2 < p = bv 


(4) 


bv 


dt 


Cut "|™ b^) 


o 


bv 


bv 


v 


V 


1 — — 


(p = - 




+ 办) 


a {at 


a 


a 


aK <^ 


o 


质点的运动规律总结如 T 


b 


7 T 


V 


A = 


r = at + b 


1 - 二 


了， < p =— 


a 


Tt 


= 0，(?= 了，0 = 0,即得约束力 


将式 (4) 代入式 ( lh 注意 


mb 2 v 2 


bv 


A = 


— mr 


2 


3 


负值说明约束力为拉力 


一个质量为 m 的质点被约束沿一弯成半径为 a 的水平圆形金属丝上运 
动，摩擦因数为 +开始 速率为％，若不计重力的作用，求质点的角位置与时间的关系，以 

及金属丝对质点的作 用力. 


3 - 48 


L = T — ~ m{r + r 2 9 ^) 


5 r ~ 0 


r = a , 


df 


df 


f 


或 


— = o 


— ^ ， 


r — a 






dr 


df 


d dL\ dL 

■ __ ■ I I 

dt \ dqi) 3q t 


，今 Qr = 0, 


由 


= Qr + A 
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(1) 


mr —— mr <p 


2 


<p + 2mrr <p= — ^| A|r 


( 2 ) 


(3) 


其中来自摩擦力 • 

由式 (3)、 式 (1)、（2) 简化为 


— ma <p 


ma <p — — " IA 丨 =/JtA 


(由前式可见， A <0) 
消去 A 得 


*2 


<p = — <p 

f ， 可将上式积分，并用初始条件 : i = 0 时，^ = 0,9=&， 

a 

* 

d 0 






d(p 


9 


? 






0 


9 


— In (p-^r In — = fx<p 


a 


v 


0 


一 w 


(pt= — e 


a 


f 


e w d^= I —dt 


a 


o 


0 








金属丝对质点的作用力为 


F = F^r + F 9 e 


? 


mavQ 

ia + FVoO 


F r = X = — ma <p = 


F 9 = 一 " IA 丨 = fiF r 

一根光滑的金属丝弯成一螺旋线，其方程为 z=a<p ， p=b ， a、b 为常量， 户、 炉 

为柱坐标，原点为引力中心，引力大小与距离成正比，比例系数为々，有一质量为 m 的珠 
子在金属丝上做无摩擦滑动.求金属丝对珠子的作用力的 p ,?, z 分量(不考虑重力的作 


3 . 49 


z 


用） 


ip +P 2 ? +Z) 


L = 


~m 




by hp — Q 

Bz — = 0 

r — pe p + zk 


P 




a(p ^ 


z 


带未定乘子的拉格朗日方程为 
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— kp 七 X 


( 1 ) 


m{p — pep 、 

• • 

ip 2 9 4- 2ppf) 

mz = —— kz 




( 2 ) 


—— aju 


m 




(3) 


(4) 


(5) 


z = a<p 


用式 (4)、（5)， 式 (1)、（2) 可简化为 


是 6 + A 


( 6 ) 


一 m —^z 


a 


b 2 


(7) 


m — z = — a/jt 


a 


由式 (3)、（7) 消去//，可得 


b z 


1 + 一^乏 + 々之 = 0 


m 


a 


( 8 ) 


Acos (时 + a) 


z 




k 


， A 、 a 由初始条件确定， 


其中 


o)=a 


m(a 2 +b 2 ) 


mb 


F -X = kb- 


z 


p 


a 


b 2 


mb 


a 


a 


F 


~ ~TM=- 


m ~xz 


—之 


9 


b 


b 


a 


a 


F z — fi — mz + kz 


将式 (8) 代入,即可得 F p 、 F 9 、 Fjt 的关系. 

9 . 3 . 50 一个质量为 m 的质点在一个光滑的抛物面[其方程为 P+y = « U — 幻，其 
中 a 是常量^轴竖直向上]的顶端从静止开始下滑，选柱坐标 P 、9、 之 为广义坐标，写出含 
未定乘子的拉格朗日方程，并求出约束力，在何处质点离开抛物面？ 


L = ~m{p p 2 <p 十 i ： ) — mgz 




f = p z — a{a — z) = 0 


df 


df 


df 


= 2 p f 


—- Cl 


dtp 


dz 


dp 




df 


¥= q,+a 含未定乘子的拉格朗日方程为 


( 1 ) 


m(p — p (p') = 2Xp 


d 


丁 <p) = 0 


( 2 ) 


dt 


(3) 


= — mg 4 - aX 
p 2 = a Ca — z) 


mz 


( 4 ) 


积分式 (2)， 用初始 条件 : t = 0 时 #=0, 得 


<p= 0 
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式 （1) 简化为 


mp = 2 ^p 


(5) 




由式⑷ 


~ —P^ 


P 


z — a 


z — — 


a 


a 


IE 


( 6 ) 


P ~ —P 


z 


a 


a 


用式 (6)， 式 (3) 可改写为 


2 m 


p — mg = — aA 


pp 十 


(7) 


a 


a 


式 （5)、（7) 消去;I，可得 


a 


\ pZ + 1 ) d ’ + ^ p’p'p — gpdp= o 


a 


d 


P — ~ 7 TgP 2 = 0 


.e 






a 


用初始条件: £ = 0 时， P = 0，P = 0, 可得 


a 


— 


P = gP 


\ a 


( 8 ) 


w 二二 -v 


V 4 p l + 


a 


对上式求导，可得 


p = 


(4 〆 + a l Y 


F p = 2^p — mp — 


(4 〆 + a 2 ) 


2 


F 9 = 0, 

2 p ( Ap 2 + a 2 ) 2 


4 


F z = aX = a 


质点对抛物面的正压力 iV 是约束力的反作用力， 


N 


> 0 




(4〆 + a 2 ) 372 


不会出现 W=0 处，故质点不会离开抛物面.对式 （8) 积分可得 p = p ( t ) ，因而也可得心、 
K 与 t 的关系. 


一个质量为 m、 半径为 a 的均质圆柱体 A 在一个固定的、半径为6的圆柱体 
B 的顶部处于静止的状态，两圆柱体的轴平行且水平，让圆柱体 Z 稍偏离其平衡位置做 
无滑动滚动下圆柱体用带未定乘子的拉格朗日方程求约束力，并找出两圆柱体分离的 


3 


位置 


取极坐标表示圆柱 A 的轴线位置，原点在固定圆柱£的轴线上，图 9. 77中 
9表示圆柱 A 的转角，用为广义坐标， 
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~m{r + r 2 没 ） + 


X ~ma 2 <p 


T 






V = mgrcosO 


L = T -V 


~tn{r -\- r 2 6 ) + —ma 2 <p — mgrcosO 




4 


约束方程 


/i 


— (a + b) = 0 
f 2 = (a + b)d — a<p = 0 


r 




后一关系来自纯滚动条件 


图 9.77 


(a + 6) 汐一 a <p= 0 


选取 P 的零点4=0时#=0,积分即得. 

^didL\ 9L 

™ d^ dq { j 3q { 


Q f +A ^ + fx 势及 (^ = 0, 可得 




dqi 


2 


mix — r ^ ) H~ mgcosd = A 
* # * 

m(r 2 Q 4 - 2rr d) 一 mgrsind = (a + b)ju 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


9 = — 


—ma 


r = a + 6 


(4) 


(a + tf)d — a<p = 0 


(5) 


用式 (4)、（5)， 式 (1)、（2)、（3) 可简化为 


(a -\- b) $ + mgcosd = A 

• • 

m(a + 6) ^ — mgsind = // 


( 6 ) 




(7) 


~Wrn(a -\- b) 6 = — ju 


( 8 ) 


由式 (7)、（8) 消去"，得 


— (a -\- b) 8 — gsinB 


— (a-\-b)$d 8= ^sin^d^ 


积分上式，用初始条件 6 = 0 时，0 = 0, 


2 


(a b) 8 = 犮 （1 — cos 汐 ) 




4 


2 


e 


(1 — cos 汐 ) 


(9) 


3(<2 + 6) 


F r — A = mgcosd 


(a + b)6 


g(7cos8 — 4) 


m 




3 


式 (9) 两边对〖求导， 


26 0 = 


sin 沒 0 


3 (<2 + 6 ) 
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0 = 


sind 


3 (a + 厶） 


= ju = m(a b ) 0 —— mgsivnd = —— —mgsinff 


对式 (9) 积分可得 d = dit ) ，从而也可得到 F r 、 F e gt 的关系. 

两圆柱体分离时 ,Fr = 0, 


7 cos 8 —4 = 0 


处两圆柱体分离. 

9. 3. 52 一个质量为 m 、 半径为 a 的均质圆盘，受到约束，保持盘面铅直地在一完全 
粗糙的水平面上滚动，受到一个力/作用，作用线通过盘心，/分别是水平 
面上的 

于盘心 cs / y 轴在盘面上 ，/ 轴垂直于盘面，取/ j 轴的夹角为心 f 是/和 kxk f u ' 是 〆 
轴的单位矢量）间的夹角，0是 /' 和 fcxf 的夹角，匕9?、0是欧拉角，选质心 C 的: r 、： y 坐标 
和炉、 4为广义坐标,写出盘面的运动微分方程. 

L= T 


可见，在汐= 


arccos 


轴的单位矢量^轴垂直于水平面.取固连于圆盘的坐标系 y 、 y 、/，原点位 




2 


2 


(土 + 乡 ）+ —I X <P + — / 3 ^ 




— m 




2 


2 


2 


2 


+ 2 p ) 


= —mix + 少 ） + 

圆盘做纯滚动，盘面与水平面接触点的速度为零， 

+ y J X (— ak ) = 0 

9. 78中巧平面是水平面^轴垂直纸面向上4是 f 和 fcXJkM 司的夹角,如图中所示， 


—ma 


y 


= sin^i — cos<pj 


所以 


+ jy 7 + 0 ( sin<pi — cos ^ pj ) X (— ak ) — 0 

i : + a<p cos<p = 0 
3 ；+ a<p sin(p — 0 
dx + acos<pp = 0 
办 + asin < jf^(p = 0 

Qx = Qy = f2^ Qf = Qfp 

由带未定乘子的拉格朗日方程得运动微分方程为 


X I 


X 


图 9 . 78 


0 




= /l + ^1 


mx 


my = / 2 + A 


— ma 2 9=0 


4 


<p = X^cosip + X 2 asm< P 


~ma 


加上两个约束方程 
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X+ Clip COS<p = 0 


y -\- cap sin ^? = 0 

9. 3. 53 一个质量为 m 的质点，受到一个力 F = FJ + F y j + F z k 作用以及一个非完 

其中 a 为常量，求运动微分方程. 


整约束 


x — ty = a ， 


2 




L — T = — m(x - \- y 2 -\- z ) 


Qx = F XJ Qy ~ F Qz = F 

x 一 ty — a 
da : — tdy = adt 

— tdy — 0 


z 


运动微分方程为 


mx ~ F x X 

Fy-h 


( 1 ) 


( 2 ) 


my 






(3) 


mz 


z 


x — ty~ a 


(4) 


由前两式消去 A ， 可得 


mtx -|- my = Fj : -h F 


(5) 




运动微分方程可用式 (5)、（3) 和 (4). 


9.4 冲击运动机电模拟 


1用拉格朗日方程解 7. 4. 33题 


分别表示 d 杆、5杆质心的: y 坐标， 9 a ,< Pb 分别是 Z 杆、£杆绕质心的 


用 




yA^ys 


角速度，正方向规定如图 9. 79所示 


A 杆和5杆的拉格朗日函数分别为 


•2 


La= + 了 x —9a = 


yA + TTTfA? 


2 


12 


24 


*2 


L b = — X 2 y B + 


X ^ X 29% 


=+ T 7,9 b 


图 9. 79 


12 


3L 


3 L 


A 


A 


P 


‘=知 p 


= T7：?a 


y 


9 a 


12 


A 


3 ?a 


dL 


3 L 


B 


B 


= 2y B j P 


P 


= :9 b 


乎 B 


y B 


dy B 




碰撞期间，两杆受到的冲量/如图 9. 79所示, 


yp = ys + ~w<Pb9 


yQ = yA — t9a 
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籲 


dyp — 


. = 丄/ 


Ky B 


I ， K 


3 yB 


99 b 


B 


3ya 


3 yQ 


— /, K 


K . =- I 


- ~I 


- I 






9 


: v 


3 y 


39 a 


A 


A 


>1 


由冲击运动的拉格朗日方程 


A /> ( = Ki 


2 ^yB — 0 ~ I ^ 




<Pb ~ 0 




yA — 10 = — I ， 


~I 


TT^?a — 0 




12 


由于作弹性碰撞，机械能守恒，碰撞前后势能没变化，故动能相等. 


X + 言 X g X 2钤 


+ ~ X — ^ + 


X 10 


~2 




2 


2 


2 


从上述五个式子可以解出 I 


^ pA^ys \ ^ Pb ?得 


3 M 


20 


<p A — 20rads _1 


— 1 


—ms 


ja = 


-i 


<Pb = lOrads -1 


—ms 


ys = 


2 用拉格朗日方程解 7, 4. 34 题， 

先考虑球与台阶的碰撞过程，取球心的坐标和绕球心的转角 〆 顺时针方向 
为正）为广义坐标，如图9, 80所示，图中还画出了在碰撞过程中球受到台阶的冲量久、 /,• 


图 9. 80 


设球的质量为 


m ， 


( x 2 + Y ) + f 

坐标为 


z 


L 


—ma <p 一 mgy 


—m 




受到冲力 的球上 A 点的 


x 


y 


+ acos<p 

yA=^ y — asirup 

6x^= §x — asin^B^p 
^y A — — acos<p^^p 

K x 8x + K y dy + K^<p= / x Sj: a + I y by A 


x A = x 
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= I x 8x + I y 谷 y — a{I x sin<p + I y cos<p)8<p 


所以 


X I x ， y I 

K 9 =— a(I x sin<p + I y cos<p) 


y 


dL 


dL 


P 工 — IV 


p 


— =rny 


= mx , 


: y 


dy 


dx 


dL 


p 9 = 


=~ma <p 


d<P 


p y o = 0^ /vo = 7 mar ， 这里用了纯滚动条件 


碰撞前 


p x0 = mv^ 


v 


v 一 a % = 0 , 


% = — 


a 


由 Api = Ki ， 


( 1 ) 


mx — mv = I 


X 


Iy 


( 2 ) 


0 


my — 




(3) 


— a {I x sin<p + lycos^p) 


(p — 


—mav = 


—ma 


碰撞期间位置变化可以忽略， A ?, = 0，所以 


— h 


a 


(4) 


sin^ = 


a 


(5) 


a 


再考虑做完全非弹性碰撞，碰撞后球上 A 点速度为零， 

% 

+ y j + (― f)k X (acos<p i — asincpj) 


0 


x i 




由此可得 


( 6 ) 


J:= a 9 ?sin 沪 


(7) 


y= a <pcos^> 


从上述七个式子可解出碰撞后的 p 为 


7u — Sh 


(p= 


v 


la 


再考虑碰撞后跃上台阶的过程，这是个定轴转动，拉格朗日函数为 


+ ma 1 <p 一 mgasincp 


L = 十 


—ma 


由 


d f 3L 


dL 


^ = 0 


ck 




d<p 


可得 


^ra <p = —— gcos<p 
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♦ 


沪 d cp=— gcos<p 


—a 


5 


7 a —hh 


u —— h 


畢 


做上述积分时，积分下限分别为 <p 


积分上限是刚能跃上台 


，9= 


= arcsin 


V ， 


la 


a 


阶的要求时 j < P =0, 


K 






= — gsmq> 


77 ： 吵 


10 


7a 一 


9= 


v 


la 


h 


a — 


p=arcsm 


a 


可得 


1 a _ 5A 


10 gh 


v 


2 


7a 


7a 


a 


v 


la — bh 

时，球能跃上台阶. 


a 


可见，当 o 


la — hh 

9. 4.3 一个由质量为 m 和 Af 的两个质点用一根不计质量、长《的棒构成的哑铃开 
始处于静止状态，突然在棒上距 M 彡处受到一个垂直于棒的冲量厂求作用后哑铃的运动 


状态 


ma 


处，绕通过质心垂直于棒的轴转动的转 


系统的质心位于棒上离 M 的距离 


m-\-M 


动惯量为 


mM 


Ma 


ma 


M 


+ M 


+ M 


m 


m 


取质心的坐标工、^和棒与^轴的夹角 P 为广义坐标，^轴沿静止时棒的方向，: T 轴沿 
冲量方向，如图 9. 81所示， C 为质心，尸是冲量作用点， 


X 


mM 


2 


L = T = 亡 （m + M)(x + 夕 ） + 寸 


? 


3L 


——irn + M)x 


P 


X 


d ± 


3L 


(m + M)y 


P 




y 


dy 


图 9. 81 


mM 


dL 


Pf = ~ 


m 


d<P 


ma 


xp = x -\- b —— 


sin^ 


+ M 


m 


I 

5x + b _ 

\ 

Ihx + /U 


j cos 沐 9 ? 


ma 


8x 


p 


m 


ma 


cosff8<p 


/ Sjc 


+ AI 


p 


m 
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/， K y = 0 


K 


K 9 = /( 


ma 


ma 


cos<p 


+ M 


+ M 


由 Api = Kij 


(m + M)x= I 

^P y = (m + M)y= 0 


Ap 




M 


b — 


N >9 = 


9= 


+ M 


得 


y— 0 


m + Af ’ 

(m + M)b — ma j 

mMa 2 1 

■ 

质量为与 m 2 的两粒子被一劲度系数为々的轻弹簧连接，静止在光滑的 




(p=: 


4 


水平面上. 


(1 ) 突然沿从叫到 m 2 的方向给予叫 一 个冲量厂问 m 2 在碰撞后第一次到达静止 


之前运行 多远； 

(2) 是否可能给 mi —冲量使系统由静止变成无振动的转动？ 

(1 ) 沿从叫到％的方向取:^轴和 X 2 轴，原点分别取在两粒子的平衡位置， 


kix 


工 1) 


f ^ 

JL/ - — 


1 工 1 卞 ~^tn z x 2 —— 


m 


3L 


dL 


pi =饥 1 工 1 ， = 3± = 7712X2 


d±l 


k ^ — I ， k ^2 == G 


up 


乂 1 — 


心 $ 1 心 1 — 


mi 


Ap 


= 0, ^2 = 0 


= m 2 x 2 


因为 


Aa：i = 0 ， Ajc 2 — 0 


所以 


Xi = 0j x 2 — 0 


这是冲量作用后系统的运动状态，是以后运动的初始条件，即^=°时，工1 


0，工1 = 


= 工 2 = 


土2 = 0 


mi 


以后的运动微分方程由 K _ 


dL 


= 0得 


dxi 


( 1 ) 


k(x 2 — :i) = 0 


rriiXi — 

m 2 x 2 + k(x 2 — x 2 ) = 0 


(2) 


式（1) +式 （2) 得 


m x Xi + m 2 x 2 — 0 
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积分上式，用初始条件，可得 


m x Xi 

m r jCi + m z x 2 = It 


?7%2^2 


( 3 ) 


式 （ 2 ) Xm ! —式 （ 1 ) Xm2 ，可得 


m x 


(x 2 — 支1 ) + k{x 2 — = 0 


m l + 


x z — x x = Asin((ot + a) 


其中 


^(mj + m 2 ) 


mim 2 


= 0 ,定出 


由初始 条件： £ = 0 时 ^1 = 0,^2 = 0^1 = 


— ，工2 


m x 


a = 0， A —— 


171x0} 


(4) 


sinatf 


工 2 — Xl =— 


式（3)+式 （ OXm 〗 ，可得 


It 


sinatf 


工 2 = 


( m l + m 2 )<o 


m x + 


cosatf 


工 2 — 


1 + rn t 


m x + m 2 


m 


碰撞后 m 2 瞬时静止时有 x 2 = 0 , 即 


coscot = 1 


除 ^ = 0 夕卜，第一次静止时刻为 


2 tt 


w 1 m 2 


—= 2 ?r 


k ( m l + m 2 ) 


在期间运行的距离为 


2 nl 


mim 2 

+ m 2 "V k{mi + m 2 ) 


工 2( 尤 1) = 


m 1 


( 2 ) 不可能，因为要给叫一冲量使系统由静止变成无振动的转动，必须所给的冲量 


的速度仍 为零. 假定此后叫围绕 m 2 作 


与弹簧 垂直. 若冲量为 Um x 获得的速度为;^ 

7¥1\ 

无振动的转动，取平动参考系，作为两体问题，的质量改用折合质量，做此转动需要 
向心力为 


，饥2 


THi 


mx + m 2 \ 


其中/是弹簧的自然长度，可弹簧仍处于原长状态，对叫无作用力，不能提供所需的向心 

力，因此给 mi —冲量使系统由静止变成无振动的转动是不可能的. 

两根长度为 a 、 质量为 m 的棒和 BC ， 在 B 点无摩擦地连接，放在光滑的 


皆 


_ 
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水平桌面上，开始两棒（即点 A 、 B 、 C ) 共线，在 A 点施以与 ABC 线垂直的冲量/，求冲击 
后的瞬时两棒的运动状态. 

选 X 轴沿 f = 0 时 C 5 A 的方向，: y 轴沿 J 的作用线方向.取 B 点的坐标 

AB 棒、 5 C 棒分别与 x 轴的夹角 6 ^ 6 2 为广义坐标，如图 9. 82所示， 


及 


X 


y 


y 


A 




B 


(^, y ) 


0 i -~ 


C 


x 


图 9, 82 


AB 棒质心的坐标为 


a 


+ x 


X 1 = X 


a 


yi = y + "T sin ^i 


BC 棒质心的坐标为 


a 


a 


jc 2 = — ~cos^2 y 


V sin 汐 2 


yi = y — 


2 


两棒的质心速度分别为 


a 


a 


土 1 = ±— — = y-\- — /9iCos^ 


a 


a 


+ 了 8 2 sind 2 ， 


y~ v 0z^osd 2 


*r 2 — x 


3^2 




系统的拉格朗日函数为 


2 


—m(i 1 + yi) + — X —w< 2 2 d x + —m (±2 + y 2 ) + ~ X 

a 2 {d\ + 心 + j 


L = T 


—ma 




2 


12 


(— ^sin^ + d 2 sin6 2 ) 


=mix + } ) + ~^n 


max 


+ —may {d 1 cosd l — d 2 cosd 2 ) 


冲量 / 做的“虚功”为 


I^yA = /S(jy + asin^) = I (By + acos^S^ ) 


冲量 J 的广义冲量为 


K x = 0, K 

Ko = alcosOi \$ =o = ^ > Kb = 0 

II 2 


y 


由冲击运动的拉格朗日方程 


△(i) 


= Kj 
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可得 


2w±+ ~mai — 6isind 1 + 8 2 sind 2 ) ^ =0 = 0 

1 . * 

2my+ —ma(6 i cos6 l — d z cosd z ) | 心 = 〜 =0 = 」 

+ Y ma y cos ^i l^i 

— Y ma y cos ^2 U 2 - 


~ma z 6i — 


sin ^ 


= al 


—max 


6^ — 0 


= 0 


—ma 2 B t + ^zmax sin^ 2 1 


= 0 


0 


0 


2mx= 0 


2my-\- —maidx — 6^) = I 


—ma 2 di + ~tnay— al 


— ma 2 07 —— ~ 


ay= 0 


m 


3 


解得 


I 


J ， 


X — 


y=^ — 


mi 


3 / 


9 / 


n n 

t/1 - ,, f — 

2 ma ， 


2ma 


AB 棒的质心速度为 


a 




=x — 


= 0 


工 i 


沒 1 = 0 


5/ 


a 


夕 1 = y+ IT O l cosd 1 


4 m 


夕 1— o 


BC 棒的质心速度为 


a 


x 2 = i： + " 7 T d 2 sind 


= 0 


0 


a 


— d 2 COS $ 2 


yt = y 一 




4 


h 


o 


AB 棒、 BC 棒的角速度分别为上述的 h 和心. 

质量均为 m、 长度均为 2a 的两根均质棒 PQ、Qi? 在 Q 点光滑铰连，开始置于 
光滑的桌面上成一直线，在 PQ 的 P 端作用一冲量/，其方向沿垂直于 PQ 的水平方向. 
求两棒在作用后各自质心的初速度和初角速度. 

此题与上题基本相同，只是棒长改为2心用上题的图，: r,、％ 表示尸 Q 棒的质心 

坐标， X2、_y2 表不 Q 及 棒的质心坐标.可用上题结果，因结果中 x \^ yi ^ X 2 ^ yz ^ 0 \^ ' dz 均与棒 
长无关，故结果与上题完全相同. 

由于在 Z 方向未受冲量，对两棒系统或对两棒分别为系统，均是这种情况，用矢量力 


4 


« 
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学，: r 方向动量守恒，且为完整约束，可减少自由度，即仅有三个自由度. 

9 . 4.7 —个质量为 m 、 半径为 a 的均质圆环可围绕边缘上一点 O 自由转动，开始处 
于静止状态，突然在边缘上另一点 P 作用一个冲量厂其方向垂直于圆环所在平面. 证明: 

，并求产生这么大的角速度 OP 的距离. 


3/ 


由此冲量产生的角速度大小不会超过 




取固定坐标系在冲量作用时， x 轴通过 O 点的直径，/沿 z 轴方向，如图 
9. 83所示，图中用©表示 J 的方向垂直纸面向上. 


设冲量作用，使圆环获得的角速度表成 


y 


= q>i + 6 j ipk 


p 


e 


轴的转动惯量分别为 


用？为广义坐标，绕 


: v 


1\ — —ma 2 J z 


+ ma 


—ma 


~ma 




o 




13 = 11 + 12 = 


士 ( 了 1 9^ 2 ~h ^2 ^ + ^30 ) 


L= T 




图 9. 83 


(—ma 2 <p + —ma 2 6 + 2ma 2 4> ) 






冲量作用期间，位形未变，势能没有变化，写冲击期间的拉格朗日方程，拉格朗日函数中可 
以不写势能， 


9L 


3L 


9, Pe = ~ = TT ma2 0 


P ?——"" 


—ma 


2 


dd 


d<p 


dL 


p 今 = 二 = 2ma z ip 


d(p 


在图示位置，即冲量作用时的位置， 


hz F — 2acosasinad<p — 2acosa • cosaS 沒 


冲量做的“虚功”为 


I8zp = 2aIcosasina8<p — 2aIcos 2 add 


广义冲量为 


K 9 = 2aIcosasina 
K $ =— 2aIcos 2 a 

= 0 


由冲击运动的拉格朗日方程 ^ p t = Ki 得 


<p= 2a/cosasina 


—ma 


6— — 2aIcos 2 a 


—ma 


2ma z <p= 0 


4/cosasina 


所以 


(p^= 
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參 


4/ cos 2 a 

3ma 


6 = — 


(p= 0 


4/ cos ^ sina . 4/ cos 2 a 

3?na 


畢 


a 


- - ，- 16/ 

= <p + 汐 + 必 = 2 2 (9cos 2 a — 8cos 4 a) 


2 


•2 


a ; 


取极值的条件是^=0,得 


0 ) 


sinacosa (18 — 32 cos 2 a ) = 0 


7T 


7 V 


7 t 


为极值，分别代入 W 的式子，可 


了，在此范围内，《=0,土 arccos 了， 


可取一 


a 




4 


知，当 




arccos 


a 




4 


9/ 


(O 


max 


2m 2 a z 


3/ 


O ) 


max 




ma 


此时 


OP = 2 acos 士 arccos 


—a 


4 


由长度为 2 Z 、 质量为 m 的四根杆用光滑铰链连接成的构件 ABCD ， 开始成正 

方形静置于光滑的水平面上，取图 9. 84所示的坐标,质心位于坐标原点, 、 CD 与工轴平 

行,与 J 轴平行，今在 A 点沿 AD 方向作用一冲量/，求作用后构件的运动状态. 

_ 

用构件质心 M 的 x 、3； 坐标、汉:杆与 I 轴的夹角 e x . AB 杆与 x 轴的央角仏作广 
义坐标, £、 F 、 G 、 H 分别是 AB . BC . CD . AD 四杆的质心，如图 9. 85 所示. 


争 


畢 


y 


c 


y 


D 


G 


H 


O 


x 


M 


C 


A 


i ^ y ) 


F 


E 


A 


B 


B 


02 




X 


图 9.85 


图 9. 84 


r E = (x — Icosd^i + (3/ — IsinD j 

^ = (x — lcos0 2 )i + (y — lsind 2 ) j 
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灼 = (x + Icosd^i + (夕 + /sin^i) j 

& = (x + lcos0 2 )i + (y + /sin^ 2 ) j 

v E = (ir+ l ^sin^)! + (3;— l 6 1 cosd 1 ) j 

=(i+ l d 2 smd 2 )i + l d 2 cosd 2 ')j 

= (x— I disind^i + (y+ Z ^cos^) j 

f= (i：— I 8 2 sind 2 )i + (j;+ l ^ 2 cos^ 2 )j 


幻 F 




V 


四根杆的动能分别为 


2 I 1 

mV % + — 


—ml 2 6 


T 




導 


AB 


2 


(土 + / 2 沒 i + 2 / 土 ^isin^i + 少 — 2/^ 沒 iCOs 沒 i) + ~ml 2 62 


mi 






+ — * — ml 2 61 


T 






BC 


2 


m{x + y + / 2 ^ I + 2/i ： d 2 ^rvd 2 — 2ly 8zCos8 2 ) + 


—mvh + — # Qz 


T 


CD 


{x + y l 2 di — 2lx ^xsin^i + 2ly d^osd^) + —-m/ 2 6\ 


v 2 h+~^ % —ml 2 d x 


T 




1 * 2 
—ml 2 d x 


(jc 2 + y + 1^02 _ 2ilx 62^^162 H~ 2»ly 沒 2C0S 汐 2) + 


4 


2 


2 


Tab+ Tbc + Tcd-\^ = 2m(x + 50 + —ml 2 ^ + ^ 2 ) 


L= T 




dL 


dL 


= 4 my 


= 4 ：mxj 


P 


Px = 


y 


dx 


dy 


dL 


dL 


8 


P0 = ― r = ~ m / 2 $ i ， 

1 30 , 3 


Ph ~ dd 2 ~ z ml d 2 


: y£ + lsind 2 = y — ZsinA -j- Isind 


Ja 




dy A 


K X =I 


= 0 


Sir 


dyA 


K,= I 


y 


dy 


3 yA 


= - Ilcosdi 


K $ = 


= 0 


ddi 




e '= 




e i = 


3 yA 


=Ilcosd 2 


K 0 = I 


= —— II 


dd 2 


h = 


K 


e 


K 


2 


由冲击运动的拉格朗日方程 ^Pi = K ^ 


^ p x — 4 


0 


JO — 
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^p y = 4my= I 

△〜= I 

^P9 Z = 音 W 2 没 2 


i 2 e , = o 


— 11 




所以 


31 


， 8i = 0 9 62 


j ：= 0? 








8 m / 


4 


分别用基尔霍夫定律和拉格朗日方程得到图 9. 86所示电路的电路方程. 


Ri 


C 


R2 


图 9.86 


用基尔霍夫定律， 


上（夺 1 — 夺 2) + ^1^1 = e l _ e 2 


_ $ i ) + + ^zQz = ^2 


C 


用拉格朗日方程， 


T = ^ r Uq l -q 2 y f V = 


2 C q 


Z = T -V 


— q%y — 




这里拉格朗日函数改用 Z , 以免与自感 1 发生混淆，下面瑞利耗散函数改用及，以免与电 
阻及发生混淆， 








Ql = ^1 一 ^2 » Q 2 = ^2 

6 _l 3 L 

cU (电 


3 R 


由 


^±1 — r\ 

—从 —— 


dqi 


得 


L{qi — q 2 ) 


— 及 i 々 i 


e i _ £ 2 




— L(q x — q 2 ) + 7 <h — ^2 — Hi 


C 


与基尔霍夫定律得到的电路方程是一样的. 

9 . 4. 10 用拉格朗日方程得到图 9. 87所示电路的电路方程 
提示： 电流源可作为一个约束 q = i 来处理. 

解用基尔霍夫定律， 
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+ 沢 1(々1 — + —々2) = 0 


C 


及2 (々2 — 4 i ) + Hi —~e 


图 9. 87 


用拉格朗日方程， 


T = 0 , V = 


L = 


2 


- 2 C q 


1 


Qi = 0, Q 

R = ~Riiq,~qy + 士及 2 ( 々 2 — 4 !) 2 十 ~R,ql 

d ( dL 


e 


2 


dL 


dR 


由 


Qi 






dU 


3 ?t 




dq 1 


得 


7^91 = — 只 1(91 — g) + Rzi<h — qi) 


C 


— ~ Qi ) ~ R3Q2 ~ £ 


0 




约束方程 


: q= t 

11 用拉格朗日方程写出图 9. 88 所示电路的电路方程. 


R 


L 


C 2 




及 4 


S 


U 


h 


U 


M 




Ri 


图9, 88 


用基尔霍夫定律， 

I 

RiQi + ^i9i + — 9z) + + 只 2 々 i + Mq z = 


e 


C x 
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Wq 2 + 乙 4 夺 2 + + 7 r (^2 — 9i) + 7^q 2 + ( 及 3 + 及 4) 令 2 = 0 


C , 


C 


用拉格朗日方程 


2 


2 


T = ^L l q l + —L 2 ?i + ttL 3 々 2 + —L A q 2 + Mq^z 


卜❻ i ) 2 +# 


(9l — ?2) 2 — ^"<72 


L = T -V 


上 1 々 1 十 TrA^i + —^3^2 + 7T 人 4 々 2 + ^Q\Qz — 








2C, 


R = ^^1^1 + ^ R 2Q\ + Y 尺 3 々！ + y^4<? 

Qi = e ，Qz = o 

d / 3L\ dZ 

ck l 两, / dq t 

L\<i\ + L 2 q\ + Mq z + ^~(9i — 92) 


dR 


由 


Q , 








dQi 


可得 


( 及 1 + 及 2) 々 1 


£ — 




C x 


(L 3 + L 4 )l + Mqi + 7r(92 — 9 l ) + r^Ql = — ( 尺 3 十尺 4) 々 2 




C 


用拉格朗日方程写出图 9.89 电路(各线圈有互感 M i 2 、 M 23 、 M i3 ，图中难于 


1 


表明）的电路方程. 


L 


R 


E 


Q 


?» 


^2 


L 


R 


2 


E 2 


c 2 




| - /TRRT^ - 1 


L 




E , 


C 3 


图 9.89 

电路包含两个回路，只有两个自由度，有约束关系：^1 = ^2 +々3或 91=92+^3. 取 

为广义坐标， 

T = \{L x q\ + 7,292 + ^ 3?3 + 2M u q l q 2 + 2M u q t q % + 2M u q l q z ) 


q\、qz 


= ^LLiQi +L 2 q 2 +L 3 d —q 2 y + 2M u q l q 2 + 2M 2z q 2 (q l — q 2 ) + 2M i3 9i(^ 1 — 々 2 )] 


sl , Oil — g 2) 


— Eiq x + E 2 q 2 + K<h — 92) 


C 


2 LQ 1 C 
R = ^ LRiQi + Rzql + ^ 3 (?1 - 々 2 ) 2 ] 


dR 


— —— 尺 3(4i — Qz) = — (i?i + i?3)b + Hi 


Qi = ~ 


3?1 
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dU 


Qz= — — =— R 2 Qz + 及 3( 々 1 — 々2 )= 灭奶 一 CR 2 + 及 3 ) 々2 


% 


2 


这里用引入势能的办法处理直流电源，当然也可以像前几题那样用广义力处理.对于交流 
电源，也可引 入显含 时间的势能来处理， 

Z=T -V 


+ L 2 q 2 + A( 々 i _ 々 2) 2 + 2M 12 H + 2^^23^2(91 ~ 92) 

(gi ~9 2 ) 2 1 

C \ 」 




d 


+ 2 M 13 g 1 ( q 1 — ^ 2 )] — 7 T 


+ Eiqi — E z q 2 — 五 3 (9 i —分 2) 


2 1 C , 


C 


d_/^\ dZ 

Mdqi 

(L t + L 3 + + (Af 12 + Mzi — L% — MuYq 


由 


Qi 








3?, 


得 


T^TQl _ 五 1 + £3 = —(氏 + 及3)々1 + 及3々2 


<h 


C , 1 C 


C 


( 上 2 + I 3 _ 2 从 23)$2 + ( 从 12 — Z/3 + Af 2 3 — 从 13) 夺 1 


+ 7 T + 92 — Trgi + 五 2 — 五 3 = ^3^1 —(及2 + 及 3) 夺 


Co 1 c 


c 


9. 90 所示的电路中包含两个相同的二极管，假定 E z = A \ qt l \ qs ^^ 
A 、 b 是常量 ，丑 2 =£ osin ⑽，各线圈有互感 MnMuMzz . 用拉格朗日方程写出电路方程 • 


13 


* 


* 




W . . W + . 


々3 


L 




<1 


^2 


R 


C 


L 




五 3 


0 


图 9. 90 

只有两个自由度，用 q \、 qi 为广义坐标，々3==々2—令1， 

T= 士 DWi + L z q 2 + L 3 (q 2 — qO 2 + 2M u q x q 2 

+ 2M 13 gi(92 ~ 9i) + tMz^qtiqz — 9i)] 


IVMM 


A 


— Eiq x + E 0 q z sma)t 


1 C 


Z=T -V 


+ L z qz + L z {q z — 9i) 2 + 2M x2 qiq 







第九章力学的拉格朗日表述 


747 




ql 


+ 2M l3 qi(q 2 _ 々 1) 十 2M 23 々 2( 々 2 — 々 1)] — + 五 i9i _ Eq 2 sin(ot 

Riqi^qi — RzQz^2 — 及 3 ( 々 2 — 々 1)(^2 — 知 1) 

A\iq 2 — qO b ~ X I (?2 — 9i)(^2 — 知 1) 

=[— RlQl + 及 3 ( 々 2 — 々 1) — A I (^2 — 々 1) 卜 1 I ( 々 2 — 々 1)] 谷 ?1 

+ [— R 2 Q 2 ~ 及 3( 々 2 _ 々 1) + A I ( 々 2 — 々 1) 1 6_1 ( 々 2 — q 1 )]S^r 2 
Ql= ~ Riqi + 及 3( 々 2 — 4l) _ Z I ( 々 2 — Q\) b ~ l I (Q 2 ~ <?i) 

Qz=— R 2 Q 2 — 及 3( 々 2 — 々 1 ) + ^ I (?2 _ )* _1 I ( 々 2 — 々 1 ) 

d I 3L\ dZ 

dt l d^ t 


由 


Qi 








3 qi 


得 


<h 


(Z^ + Z/ 3 — 2M lz )q x + (Af 12 — L 3 + M 13 — M 23 )q 2 + 


— E x 


C 


=- RiQi + 及 3 ( 々 2 ~qi) -A\{q 2 - 矿 H) 

(L 2 + L 3 + 2M 2 3) 与 2 + (Afi 2 — L>z + ^i 3 — 从 23) 夺 2 + E 0 sincot 

= — R 也 2 — 及 3 ( 々 2 _ 々 1) + A I ( 々 2 — 々 1) 6_1 I ( 々 2 _ 々 1) 

9.91 所示的系统中电容器(：的上极板悬在劲度系数为々的线圈弹簧的 
下端(弹簧上端固定）,质童为 m , 上极板在重力、弹簧力和极板间的电场力作用下在竖直 

，其中 A 是与极板面积及所用的单位 


轻 I 


14 


A 


方向运动，下极板是固定的，电容器的电容(:= 

有关的常数是电容器未充电情况下上极板处于平衡位置两极板的 间距. 用拉格朗曰方 
程给出运动微分方程. 


5 — X 


L 


R 


9 


平衡随 


图 9. 91 


系统有两个自由度，取 g 和: r 为广义坐标 • 

T = \hq + -TT 


J 


X 


+ — kx z — qEosincot 


= 
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= S 2A~ q2 + 去 々工 2 — 9 £ osino>^ 


注意 tx = 0 时作用于上极板的弹簧力与重力相抵消，因此 t ^ c 2 已是弹簧力和重力的 
合力的势能， 


5 


X 


1 = 


kx z + qE Q smcot 


Lq + —mx 


q 




2A 


2 


Q g = — Rg f = 0 
d [dL\ dL 

dt 1 dq { 


由 


= Qi 




5 


X 


得 


Lq + 


q — £ 0 sin^ — — Rq 


A 


mx + kx — 


^ = 0 


2A 


说明一下两式中各项的物理 意义 : L ^ 是电感两端的电压，是电容器两极板间 


的电压，尺 g 为电阻两端的电压，是电容器两极板间的吸引力. 

9. 4. 15图 9. 92中可变电容器的两极板可沿竖直直线以运动，无转动，极板受弹簧 
力、重力和两极板间电场力的作用， A 。、 心是极 板不带电时两极板处于平衡时两弹簧的长 
度，5、 乂均 为常量 


是两极板的质量.求系统的拉格朗日函数及运动微分方程. 


m 2 


/lo 


k 


L 


x \ 


m 


A 


C- 


5 一 '一戈 2 




m 2 


文 2 


R 


k 2 


20 


E 




图 9. 92 


2 


2 


T=—+ —m 2 i：2 + 


v = ^rk x x\ + -jrk 2 xl + \q l - — — 


Eg 


A 


1 2 S — X X ^ X 2 


L = ~tn\x\ + 


x\ + —Lq 2 — —k Y x\ — —k 2 x\ 


+ Eq 


— 


A 


Qx l = 0, Q Xz = 0 ， Qg = — Rq 
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d t {i)-i = Qi 


由 


得 


2 


ntiXi + k x Xi — 


= 0 


2A 


m 2 x 2 + k z x 2 — 


= 0 


2A 


S — Xi — x 2 


— Rq 

9. 93 中半圆柱 A 通过一根扭转常数为 K 转单位角度时受到恢复力矩为 
的细弹性棒钉在位于通过柱心的固定的垂直轴 O 上，可在固定的半圆柱面 B 内转动， 

构成可变电容器，假定其电容为 C = C 0 ( 1 一 $ ,6=6 0 时，弹性棒未被扭曲，写出拉格朗日 

函数和运动微分方程. 


Lq + 


- E 






A 


16 


图 9. 93 


T = ^rLq + 士 I 伊 


其中/是半圆柱 Bmo 轴的转动惯量 

V = \k{d-d,Y - 


2 


— Eq 


2 C 0 (1 — 6/ k ) 


2 


Z = yLg 2 + -~i d 2 — 、 k{d — D 

Q q = — Rq ^ Qe = 0 

A ( ^ = Q 
dAdqr ， 


+ Eq 


2 Co(l — Bln ) 


由 


a?. 


得运动微分方程为 


Lq + 


- E 


- Rq 


q 




c 0 d _ 汐 / 兀 ) 


_x_ 2 

2^rC 0 (l — d/ny q 

9 . 4.17 可变电容器与墙式电流计如图 9. 94 所示连接，设电流计中的磁场沿径向， 
磁感应强度为 B ， 线圈有 n 匝，每匝面积为，线圈绕轴的转动惯量为/，&是扭转弹簧的 


I d + k{$ - 60 + 


0 





Qq t = — Rqz ^ Q 文 = o 


—- 1 


dL 


系 = nBA^qi — kid 


dL 


<h — Qi 


nBAid ^ 


E x — E 2 + 


(^d — t ) 






A 2 


匀 i 


dZ 


—^ E 2 — -riq z — qOid — x) 


A 


9 q 


dL 


2 


=— 々 2 尤十 2A^2 — qO 


3x 


dZ 


dZ 


Q , 


dqi 


(^2 — qO 


+ nBA^d — —k^Q 2 — —k 2 x 2 — 


id — x) 


2A 


= — RiQi^Qi — R 2 Qz^Q 2 


V= — E x q x — E 2 {qz — qi) — nBA^d + y^i^ 2 + 了是 2 工 2 + 

Z= ^rl ¥ + ^rL^l + 1 L 2 q\ + 士 mi： 2 + E 1 g l + E 2 {q 2 — qO 


(ji _ jt) 


2A 




<lx 


图 9. 94 

此系统有四个自由度，用 d 、 qi 、 q 2 、 x 作为广义坐标. 4^ = 42 — ^1，电流计线圈当有 

电流1通过时，受到磁场的力矩为 nBA . q ^ 

*2 1 2 1^2 1 

10+ ^L\q\ + ~7 ： L 2 q z + — i ： 


T = 



A 


扭转常数，可变电容器的电容 C = A ， A 2 、 rf 均为常量，/。是极板不带电时，质量为的 
极板平衡时的弹簧长度 , n 匝线的自感系数为 A ，写出系统的拉格朗日函数和运动微分 


方程 


B ( 沿径向） 


0 


h 


ki 


h 


S 


X 




^2 


c= 


d 一 x 




R 


Ri 


^2 


E { 


E 2 
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1 

Q 


Adi 


H 


1 

L 


L 


Q.3L l a9aL ^azh a?2aL l ai: 


以 


所 


由 
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可得运动微分方程为 


I 6 -k\0 — nBAiQi = 0 


L.q, + nBA, 6- + E 2 — 


(qz — q\)(d — x )= 




A 


L 2 q 2 — E z + ~iq 2 — qOid — x) 






A 


(?2 — gi) 2 = o 


+ k 2 x — 


mx 


2A 


18 半径为 r 的圆盘的中心安装在水平的弹性棒的一端，弹性棒的另一端是固 
定的，圆盘转动 <9角时，弹性棒给予圆盘的力矩为图 9. 95中弹簧的劲度系数为是 2 , 

是两个金属圆柱的质量，用绝缘的不可伸长的轻绳和弹簧连接并跨在圆盘上，圆盘 
转动时，圆盘与绳子间无相对滑动，圆盘绕弹性棒的转动惯量为 h 圆柱体可分别在两个 
固定的导电圆筒内作竖直运动，圆柱体与圆筒构成可变电容器 


B1 


1、肌2 


3^1 


Cio 1 — 


yi ^ 0 


Ci = 


C , 


: Vi < o 


0 


3^2 


C 2 0\ I — 


^2^0 


C 2 = 


c 


3^2 < o 


20 


弹性棒 


6 




g 


灰 2 


软导线 


m 2 


y 2 


h 




Wl 


E 2 


E] =E 0 sincft 


固定的 


导电圆筒 


V—=r 




M 


Ri 


R 


L 








图 9.95 




力学 ( 下册 ) 


752 


_ 


由互感将两个电路耦合，用 


为广义坐标，写出系统的动能、势能和运动微分 




方程 


圆盘与绳子间无相对滑动， 


0 = 


= 3^2， 


7)2 




+ 4- -^L 2 q 2 + Mq x q 

设弹簧的伸长量为原长为/。,绳长为由于绳子不可伸长， L 为常量， 

■^ + 3^1+3^ + /。+ / =常量 
令力+力+/=^为常童，/ =6—( M + M ) ，弹簧的势能为 

\k z l 2 = \k z {b - yi - y 2 y 


T = "TWjj；! + ^rn 2 y z + —/ 


^2 


y =^?S +^-^i —^1 —Em +tt^i 

这里用了 是将绳子跨在圆盘上时，当 y 2 = 0 时，弹性棒未扭转. 

注意: G 与 M 有关， C 2 与: y 2 有关. 

1 = \ m \y\ + ~^ m zyl + Y j^y\ 4- Y^i9i + ^L 2 q\ -f Mq x q z — 

h(b —y x —y 2 ) 2 —nixgy^ ~m 2 gy 2 


+~^k 2 (b — 力 —y 2 ) z +m l gy l +m t gy 2 


r 


2 


2 C X 


_^n?i +-Ei9i + 丑 2<?2 -七 — 


dZ 


dZ 


Qi 


+ -Ei 


L x q x + Mq 2 ， 




C \ 


考 1 




dZ 


dZ 


qz 

■■ ■ 


+ E 


= 厶 2々2 + , 


Cjj 


由 2 


dq 


dZ 


= Tftiyi ， 


3 y \ 


hdl 

2C!o(/i 一 jyi) 




dL 


kzib — — y 2 ) 一 


ig 一 


2 


dyi 


yi^o 


kzib — yi — 3 ^ 2 ) ~ m \S 


dZ 


冗 = ， 


~ jy 2 




3^2 > 0 


是 2 ( 办 ~ y\ — yi) ~ 饥 tg — ~iy2 — 


2 C 20 (/i — a) 


dZ 


3y 2 


k , 


3^2 < 0 


k z {b — y\ — yz) — m 2 g — 


iyt 


Qq l = — 及 1々1 ， ^q 2 


一 H 2 , Qy x — 0> Qy 2 — 


0 




运动微分方程为 


i \ q \ 


~ Ei =— Rxqx 


L^i + Mq t + 


^1 > 0 


CioC^i — y\) 


3 ^i < 0 


Li 泛 1 + Mq z + — 五 l = — ^\Qi 


C 


10 
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麝 


m 


m 


+ ^2^2 ~ — ：Vi — ^2) + m 2g — ~yz + 




= 0 : y 2 〉0 


m 


2C 2 oilz — yz) 




3^2 < 0 


+ ~^y 2 — k 2 (b — yi — y z ) + m 2 g — —y z = 0 


r 


E 0 sino)t 


图 9. 96( a )、（ b )、（ c ) 分别画了三个系统,在 ( a ) 中 ，五提 供恒定的电压，并假 


I 
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定线圈间无互感;在 ( b ) 中， F 是恒定的外力，每个木块受到黏性力一~ %;在 ( c ) 中， r 是恒 


定的外力矩，每个圆盘受到制动器的黏性力矩一 6 a Hk 2 是弹簧的扭转常数.写出三 

个系统的拉格朗日函数，并 证明: 适当选择坐标，对应的物理量取相同的值，三个系统的运 
动微分方程相同. 


于图 9. 96( a ) 所示的系统， 


2 


2 


T 


—L^l + —L 2 ^2 + 了乙 2 々 3 




a 


匕= 20 ^ + 2 JC ^ = 2 C[^ Ql ~ 92 ) 2 + 2 C^ qz ~ q ^ 2 ~ Eqi 

L a ^ + + ~^ L z q \ — ^(^1 — qz) z — 泰（ 化一 W ) 2 十 Eq ' 

見= 4-^1 + 士及+ ~ 7 T R 3 qI 


运动微分方程为 


L x qi + — 7^Q2 — E 


— 及 i 々 i 






c 


— 灭 2 々 


L2Q2 — 7 ^<h + 


Q 2 — 7^93 = 


C, ' c 


C , 


c 


L$ 互 3 — 7^92 + 7^~^3 ~ — 及 3 々 3 


c 


c 


对于图 9. 96( b ) 所示的系统，设劲度系数为 k ^ k 2 的两弹簧的原长分别为 hoJzo , 


2 


T h =^ — nt l ± l + ~ m 2 x 2 + — m 3 x 3 


2 


— ZlO) 2 + 了是 2( 工 3 — 工 2 — ^2o) 2 — Fxi 


v h = -hix 


— 工 1 


—^l(^2 —^1 —/lo) 2 — 工 3 —工 l —^20> 2 +FX 


L ^— m ^ +— m 2 x 2 + — 


3:3 — 


2 


R 


+ -7 T a 2^2 + — ^ 


b 


运动微分方程为 


ki ( x z — x x — / 10 ) — F 

— 工 1 

m 3 i 3 + k 2 {x 




m^Xi — 

m { x z 4 - k l ( x 2 




— Zio ) — k 2 {x 


ho) — — a Z x Z 


— X 2 — 


) 


— 


—x 2 ~ Izo 




对于图 9. 96( c ) 所示的系统， 

1 *2 1 *2 1 *2 
T c = ^rl\ + —I 2 0 2 + — / 3 夕 3 


f c = - e Y y + i ： k z (d 3 -e z y - r^, 


a 16 , + I 2 d 2 + h ^ 3 ) - irk^ - eo 2 - -tk 2 (d 3 - d 2 y + Td x 


Lq — 


2 


2 


2 


Rc = —^ i r i ^1 + ~ b 2 r 2 d 2 + —^3 ❹ z 
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# 


运动微分方程为 


I x di + ki8 l 一 k l 8 z ~ 
ll Ot — k x di + (ki + k z )&2 一 k 2 0 


— b x r x 6 i 


r 




— b 2 r 2 d 2 


13^3 — ~h ^2^3 = —办 3 厂 3 沒 3 


若三个系统所取的广义坐标的零点均取在平衡位置，即令 i = q t U f i = x 厂 、， K 

di — dio , (/ = 1，2,3)， g ,。 是图 9. 96( a ) 系统平衡时，第/个电容带正电的极板上的电荷，工,。 

是图 9. 96( b ) 系统平衡时，第/个木块的坐标，仗。是图 9. 96( c ) 系统平衡时，第/个圆盘的 
转角.它们满足的方程，可由相应的运动微分方程令广义坐标对时间的一阶、二阶导数等 
于零获得， 




9 io 


雙一 £ = 0 


c ] C 】 


9 lO 


930 


== 0 


920 — 


Ci ' C 


C , 


C 


720 


Qzo 


C 2 


c 


2 


^ io ) — F = 0 


kiix 20 — 

k\ (^20 — ^10 — ^lo) — 々 2 ( 工 

是 2( 工 30 — ^20 — ^2 o ) = 0 


工 10 — 




—^20 ) = 0 


— 工 20 


30 


是 1 沒 I 。 一 k\d 

—是1沒10 + ( 是1 +々2)沒20 —々2没30 = 0 

—^2^20 "h 々2汐30 = 0 


r = 0 


20 


三个系统的运动微分方程可改写为 


Wi + TT^I — 7^92 H 1 


C 1 


C , 


W 4 f z — + I ^ ^ 


^2<? 2 


c 


c 


2 


2 


W’3 — 7^92 + 7^q f 3 


只 3々3 






c 


c 


2 


m x x\ + k x x\ — kiX f 2 = 一 <^\X i 

m 2 x f 2 — + d + k 2 )x f 2 — k z 3C 、 

^2^2 H - 々 2 工 ’3 = 

h B\ + - k x & t =-b x r x Q\ 


^ 2 


a 






i^s 


a 




1 2 e\ - k,d\ + {k x + k 2 w 2 — k 2 e f 3 


— b 2 r 2 d 2 


—b 3 r 3 d 3 


J3 ^3 一 是 3 h + 々2汐’ 




h ^ — ki^Ri = a { = biTi y (/ = 1 ， 2 ， 3) ，则 、 jr : Kf = 1 ， 2 ， 3) 遵从完全相同的 


只要乙 = 


nii 




微分方程. 


的两木块底面受 


4 . 20 列出图 9. 97( a )、（ b ) 系统的运动微分方程，质量为 


m '、 m 2 
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螫 


F-F 0 smo)t 




⑻ 


(b) 


图 9. 97 


到黏性阻力，黏度分别为，减震器也提供一个黏性阻力，黏度为 a 3 , 证明两个系统可 
以是等效的. 

证明 设图 9. 97( a ) 系统无 F 时，在& = jc 2 。 是系统的平衡位置，取此位置为 
势能的零点，则 


V a = -jrk l (Xi — X i0 ) 2 + ~^k 2 (x 2 — SC 20 ) 2 4- 了々 3 [( 工 2 一 Ao)— ( 工 1 — 工 10)] 


L & = + —m 2 x z — —k 1 (jo 1 — 工 I。） 2 — ~^k 2 {x 2 — x 2 o) 


是 3[( 义 2 — -^'20) —( 工 i — 工 10)] 2 


0 
i ■-! 


令 x\ = Xi — .r 10 ? jtz =x?— x 2 q » 


则 


—kiXi — 飞 kH - ~^k z iX 2 — x\Y 

a 2 x z ^x 2 + a 3 (i 2 — ±O^Xi — a $ {± 2 — 

2 — x i)Sxi — a 2 x 2^x f 2 


L a = — m x x ^ + 


2 




bW = F oSincotdxi 

— F 0 sina>t^x\ — 

— a 3 (i ’ 2 

Qi^ Fosincot — a x ± 2 + a 3 (i ： ’ 2 — 土 ；） 

Q2 ~ — ^2^ 2 — 


•> 


— a i j ： 1 oa : 1 — 




lOXy 


—X 


^.X Z — 

1 2 1 2 1 O 

yLji + ~^L 2 q 2 — ^qQ\ 

dW=~ E 0 sincotbq 1 — Riq^qi — 及 2 々 2 和 2 — 只 3 々 3 知 3 

=— Eos'mcotbqx — Riq^qi — Rzqz^qz — Rziqi — 々 i)( 知 2 — 知 1 ) 

Qi = — E 0 s\nwt — R 1 q l + Rsiqz — qi) 

Qz=— Hi — 及 3( 々 2 ~ 9 i) 


x 1 


Cqi — qz) 


2 C 


2 C 


比较两个系统的拉格朗日函数和广义力可见，只要 


Ll * W 2 = ^ 2*^1 = ^ 9^2 = ^ 1^3 = 




mi 


p~， 尸。 =一 五。，〜工纟与仍有完全相同的运动微分方程，这 

匕3 


样，两个系统就完全等效了. 




第 + 章有限多自由度系统的小振动 


10.1 自由的小振动 


个刚性结构由三根无质量的杆联结在一起，并贴着质量均为 m 的两个点 
质量组成， = = 如图 10. 1那样支承在固定点 D 

上，并以小振幅前后摆动.求振动的角频率，要做这样的振动对/有何要求？ 

系统的质心位于 ZC 的中点，在 5 Z ) 的延长线上，系统的 
重力势能等于位于质心的具有系统质量的质点的重力势能. 

V = 2m{Lcosd — /) (1 — cos<p)g ^ mg(Lcosd — 1 )命 

其中 P 是偏离平衡位置(9>=0)的角位移#是与竖直线间的夹 
角，最后的式子已考虑了小振幅振动4是小量， 1— cosp+f 


10 L 1 




B 


系统是个刚性结构，位于 A 、 C 的两质点对 D 点的角速度等 
于质心对 D 点的角速度系统的动能为 

2 X \m{ADipY = m(L 2 + Z 2 - ILlcosd) ip 

Lj 

系统的拉格朗日函数为 


T 


10 , 1 




L = m{L 2 + / 2 — 2L/cos^) <p — mg(Lcosd — ^ 


d 9L 


dL 


由 


0 








dt 


d<p 


d Cp 


得运动微分方程为 


(L 2 + / 2 — 2Llcosd) <p+ (Lcos^ — l)g<p = 0 


小幅振动的角频率为 


1/2 


] 


O ) 


Z/ / 2 — 2LlcosO 


dV 


在平衡位置 ， I = 0 ，由此得炉 = 0 


dcp 


要在平衡位置附近做小振动，必须是稳定的平衡位置，要求在平衡位置有$>0, 




—j = 2mg(Lcos6 — l) 0 




要求 / 满足的条件是 


I <C Lcosd 
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10. 1. 2质量为 mi 的质点用长为 A 的、不可伸长的轻 
绳系于固定点 O , 另一质量为 m 2 的质点用长为/ 2 不可伸长 
的轻绳系于前一质点上，求此系统做小振动的简正模式和相 
应的角频率. 


o 


x 


0 


取图 10 . 2 的坐标，匕^为广义坐标， 

x x = Asin 没 = licosd 

x 2 — liSind + l 2 sin(p 
y 2 = l\cos0 + l z co^(p 


坩 t (w】) 


<p 


h 


m 2 


y 


( X 2, y 2 ) 


系统的动能(做小振动近似)为 


图 10 . 2 


l(^l + ^l) + ~ W m 2(^2 + M) 


T 


~m 




— (讲 1 + nt 2 )ll Q l + —m 2 /| + m 2 l l l 2 d ^cos(f — 8) 




(m l + m z )l\ Q + —m 2 /i ^ + 6 (p 




系统的势能(做小振动近似)为 


V =— m l gy 1 — m 2 gy 2 

(m 1 + m 2 )gliCosd — m 2 gl 2 cos(p 






+ — (^1 + m 2 )gl l d 2 + —m 1 gl l f 


其中 F 。 是常量，势能的零点可以任意选取， R 值无关重要，故不必具体写出. 

惯性矩阵和刚度矩阵分别为 


(m l + m 2 )/i rn^l 

^^2,1,2 

(mi + m 2 )gl l 


M = 


m 


0 


K = 


m 2 gl 


0 


2 


系统有两个自由度，有两个简正频率, 


Q = u^cosicot + a) ， 

(K - co 2 M) 

(mi + m 2 ) l 1 (g — l x oj 2 ) 

一 m 2 lil 2 a)2 


<p = u 2 cos(cot + a) 


= 0 


m 2 lJ 2 a/ 

打 hh(g — Z 2 ⑴ 2 ) 


Ui 




( 1 ) 


= 0 


u 2 


要得非零解，必须 


^1 、以 2 


irn l + m 2 )l l {g — l x w 2 ) 


W 2 / 1 / 2 ^ 

爪 Kg — 




= 0 


可得 


(mi + m 2 )di + li)g^ 1 + im x + m 2 )g 2 = 0 


tnil x l z co 




1/2 


]■ 


(m l + m 2 )Gi +/ 2 ) 士 V (m l + m 2 )[m 2 {l l +/ 2 ) 2 +w 1 (/ 1 — l 2 ) 




ZmJil 
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« 


其中^的式子用式中的“+”号，^的式子用式中的“一”号 

用^代入 a ) 式，解出的 


1> J1) 


标为 


Ui^U 2 


( 1 ) 


Tn 2 {l\ + Z 2 ) 2 十 m 1 (l x — l 2 ) 

m 1 -f- m 2 


u\ 


Z! — Z 2 — 


(1) 


21, 


用叫代入 （1) 式，得 


( 2 ) 


m z {l x + l z y + tn l {l l — l 2 ) 2 

m x + m 2 


瓦 n + 


( 2 ) 


可以考虑以下极限情况得到熟知的结果，作为上述计算的正确性的一种检验 


当 


0时, 


0 )= 0>2 


mi 


c/i+/ 2 ) 


[ 


当 6—0 时， 


0)=(0 2 


[ 


当 6—0 时， 

均为无穷大，系统不运动，这也是合理的，因为上述几个极限情况，都只有一个自由度， 
只存在一个简正频率. 

10. 1. 3 半径为 r 的均质 球在- 个半径为及的固定球壳内表面滚动,试求该球在平 
衡位置附近做小振动的周期. 

设球的质量:： 


OJ 二二 0)2 


⑴1 


y m ， 


*< 


2 4 mr 2 j f 


rr* 二 ' 

M I - 

1 - - 


•h 


i rmr 


由于纯滚动， 


(R — r) 0 — r <p= 0 

• R- r 


6 


(p= 


图 10. 3 


R — 


r 


—m(R — r) 2 6 


T = —mr 2 




10 


10 


—mg(R — r) 8 2 


V — mg{R — r) (1 — cos 没） 

—ym^R — r) 2 Q 1 — 士 mg(R — r) 6 2 




L = T -V 




10 


A ! 

dt\dd 

(R — r) 2 6 十 mg(i? — r)^= 0 


dL 


由 


-^ = 0 


dd 


得 






UR-r) 


7(R — r) 


2 tt 


T = ^ = 2n 


5 发 


CO 
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4前题所述的双摆，能否在一定条件下，系统的运动为一个单摆? 
由前题解出的简正频率和振动模式，可以写出系统运动的通解如下 


10. 1 




I ■ ■〔息 」 

VMM 


(/j ~h <2) 2 + 讲 1(G — 【 2 、 

+ m 2 


fiik 


6 = 


A cos (co^ + %) 




— It — 


讲 2“1 + 乙 ） 2 + 抓 l(/l — h) 

mi + m 2 

9 >=Acos (邮 + 〜）+ Bcos(a) z t -h a 2 ) 


B cos(w 2 t + a 2 ) 


瓦 1 r 


C ( m x + + / 2 ) 


其中 


w x = 




赫 

]- 


+ V (mi -h w 2 ) [ 叫 + It) 2 + trti (li — l 2 ) 


⑴ 2 


2mJil 




要使系统像一个单摆那样运动，需 d =< p , 
有两种情况 ^ o = <pt 


撕 2(A+ /2) 2 + Wl(A—A) 

m l -\-m 2 


1 ，且 B = 0 ； 


(a) 瓦 |_n 




2 (Zl + 心) 2 +讲 1 “1 — / 2 ) 

m 1 J \-m 2 


m 


1 ，且 d = 0. 


(b) ^ 

第一种情况不可能，因为 


^ ,i — 4 + 

X 




m 2(Zi + D 2 + niiGi — IQ 

wi + m 2 


不能成立，等号左边为负值，右边为正值，不可能相等. 

第二种情况是可能的，但要求/山= 0,即^ = 0或/ 2 = 0,这两种情况实际上就是一个 

单摆，因此可作出结 论:双 摆系统在任何情况下都不可能像单摆那样运动. 

一个长度为4/、质量为 m 的单摆悬挂在另一个长 

度为以、质量为 m 的单摆下面，如图 10. 4所示.这系统可能做这 

样的绕平衡位置的小振动 :下面 单摆上的某一点无水平位移，找 
出这一点的位置. 


10 . 1 




X 


d 


3/ 


m 


分别用0^，义）、0： 2 ,3^)表示上、下两个质点的坐标. 


9 


Xi =3/sin0 ， 3 ; i = 3/cos^ 
x 2 =3 lsin 0 + 4/ sin 9 P 

y 2 = 3/cos^ + 4/cosf> 


4 / 


y 


m 


U 10. 4 


T = —m{x\ + 乡 ?） + —m{x\ + y\) 



第十章有限多自由度系统的小振动 


761 


參 


[18/ 2 6 + I6l 2 <p + 24/ 2 Q pcosW — p) 


—m 


F =— mgyi — mgy 2 = — mg(Slcos0 + 4lcos<p) 


2 


L = —m/ 2 [18 8 + 16 f + 24 0 <pcos{6 — 约 ] + mgKQcosd + 4cos^) 


d I 3 L 


dL 


由 


= 0 


ck 


dq l 


(p) + 早 sin^ = 0 


得 


3^+2 <pcos(d — <p) — 2 <p (6 — <p)sin(6 — 


4 <p ~(~ 3 d cosCO — (jp) — 3 0 CO — ^)sin _ 炉） + ■^■sin^p = 0 


对于小振动，上两式只保留一级小量， 


3^+2 ^rQ — 0 


3 汐 + 4 <p+ ^9 = 0 

， <p— ^^ lwc 


试用 


代入上述两方程，得 


R. 


— 3co 2 6 0 — 2(o 2 % = 0 


( 1 ) 




— 4 如 2 9^ = 0 


一 3oo 2 d 0 + 


特征方程为 




——3 ⑴ — 2 ⑴ 


= 0 


K. 


2 


一 3 ⑴ 


—— 4：0) 


解出简正频率， 


j ? 


R. 


0) 


O ) 


6/ 


将叫、⑴2分别代入 （1) 式，得 


= 子奶 2) 


=- 盼）， 


( 2 ) 


( 1 ) 


沒4的通解可写为 


6 = AcosCoj^ + %) + Bcos(oj 2 t + a 2 ) 


<p = — Acosico^ + a x ) + ~Bcos(co 2 t + a 2 ) 


设下面的摆绳上离上面的质点的距离为 5 的一点在小振动中不动，则 

I 

316 + x<p = 3l\^Acos (co^ + ^i) + Bcos((o 2 t + a 2 )] 


+ s 匸一 AcosOj + A) + —,Bcos(^ + 沒 2 )] = 0 
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对一切 t 都成立. 

如两种振动模式都被激发，要求 s 满足 


3/ + = 0 


3/ 


0, 


s 






两式同时满足是不可能的，说明只能有一种振动模式被激发.若这一点必须在绳上，则要 

求 s 在 [0,4/] 区间内，则要求满足 3/-5 = 0,5 = 3/.这是只有第一种振动模式被激发的情 

0，^= —2/，这一点在下面那段绳的向上的 


况; 若不要 s 在 [0,4/] 区间内，可要求 3/ + v 


s 


_ 


延长线上离上面质点距离2/处，这是只有第二种振动模式被激发的情况 • 

co 2 的简单经典模型是由三个质点组成的线状结构，用弹簧力代替原子间 
的作用力，两个弹簧自然长度为/，劲度系数为々，只允许沿连线方向运动 . c 4+ 的质量为 

以，0 2_ 的质量为 

(1) 这个系统有多少个振动自由度？ 

(2) 写出各质点的运动微分方程； 

(3) 求简正频率和振动模式(振幅比) • 


10. 1 


4 


m 


CD 系统有三个自由度，但只有两个振动自 由度. 

分别表示 o 2 -、 c 4+ 、 o 2 _ 对原平衡位置的位移， 


(2) 用 xi 


工2、工3 


±1 + —M ±2 + xl 


T = 


—m 


V = —k(x 2 —工 i) 2 + — — X 2 ) 


(i:? + + irMxl 


k(x 3 — x 2 ) 


~^ k { x 2 —工 1) 


L = T -V 




—m 




2 


AML 

d，\ 3 土 , 


dL 


由 


dxi 


得运动微分方程为 


m Xi — k{x 2 — 工 1 ) = 0 

M x 2 — k{x x — 2x z + ar 3 ) = 0 

x 3 + k(x 3 — x z ) = 0 


m 


Ae ' 代入微分方程组，可得 

(k — mco 2 )Ai — kA 2 = 0 

— kA\ -^r ( 2 ^ — M(o^)Ai 一 = 0 

— kA 2 + (^ — m ⑴ 2 ) A 3 = 0 


(3 ) 令 


a：i 




( l ) 


A 、 a 2 、 a 3 有非零解的条件为 


- k 


0 


k —— TtlCO 


一 k 2k — Mco 2 — k 


= 0 


k —— may 


— k 


0 


2 m+M 


k 


々， 


⑴ 3 = 0 


解得 


⑺ 2 = 


^1 = 


mM 


m 
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其中是所要求的简正频率;0 3 = 0,不是振动，是系统整体的平动. 

代入方程组（1)，可解出相应的振 幅比： 


依次将 


⑴1、⑴2 


( 1 ) 


A 


= 0, 


—1 




( 1 ) 


⑴ 






( 2 ) 


( 2 ) 




A 


2 m 


M， 


( 2 ) 


( 2 ) 




2m 


或写作 


(1，0，一1)， 


1,- 


，1 


⑴ 1 


⑴ 2 




M 


10 . 1 . 7若上题中系统处于平衡位置，突然左边的质点受到一冲量 f 的作用，求此 
后该质点的运动. 


由上题求出的振动模式，可写出三个质点运动的通解为 


jo 1 =C cosio)^ + ai) 十 Dcos(a) 2 t + a 2 ) at -\- b 


2m 


Dcos + b 


工 1 — 


M 


工 3 = — Ceos (co^ + a i) + £>cos (co 2 t + a 2 ) - at -\- b 


其中 at+b 是整体做平动的特解 


— A 


C^D^a^a 2 ^a^b 均为待定常量，由初始条件 J = 0 时，=工 2 = :r 3 = 0，心= 
= 0确定，可得 


^ X 2 = a ： 3 


7 T 


C = 


， D = 


ai = a 2 =— 


2m(M + 2m)co z 9 


2”1出1 


b == 0 


a 


M+ 2m ， 


左边质点的运动方程为 


sinoj^ + 


smco 2 t + 


X i — 


2m(M + 2m)co 2 

一根长 L、 截面积 A、 质量 M 的均质圆 
木垂直地浮在水中，并用劲度系数为々的轻弹簧与均 
质的、质量为 M、 长度为 2L 的杠杆相连，杠杆的枢轴 
装在其中心，圆木限于做竖直运动，弹簧为自然长度时 
杠杆处于水平的平衡位置，如图 10. 5所示，水的密度 


M + 2m 


2^0>! 


5 


10 . 1 


L 


为 


0 


(1) 求杠杆小角位移时的简正模（频率和位移 


比）; 


(2) 讨论劲度系数 々很 大时的极限 情况. 

(1) 取杠杆与水平线的夹角为 <9( 顺时针方向 

为正)和圆木的竖直坐标工（向下为正）为广义坐标，均选系统的平衡位置为广义坐标的零 


图 10 , 5 


点 


: T = 士 X 士 ML 2 6 +^M 


X 
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—k{x — Ld) 2 + —pgAx 


V 




注意重力已与平衡时的浮力相抵消，因而尽 Ar 2 实际上已包括了重力势能和浮力势能. 

改用和: r 为广义坐标.惯性矩阵和刚度矩阵分别为 


0 


k 


—— k 


M = 3 


， K = 


— k k + pgA 


0 M 


k - -^Mco 2 


- k 


H\ = \K - co 2 M\ = 


= 0 


k + pgA — M<o 2 
k z + kpgA — ~kM + ^rMpgA I o ) 2 -\- — 是 2 = o 


—— k 


4 


3 


APco 4 — (4 々 M + MpgA)<o 2 + 3kpgA = 0 

[4 是 + pgA ^ (4 々 + pgA} 2 — 12kpgA ] 


2M 


^ 2 M ^ 4 ^ + PSA 

将分别代入 • w = 0, 解出 


. ... n 

(4 是 + pgA) 2 — 12k pg A \ 




( 1 ) 


jk^ A 


(Ak + pgA) 2 — 12kpgA^\ 


Wi C1) 3 


( 2 ) 




( 2 ) 


(2) k 很大时 


£ kA 


=Ak a 1 — 


4 々— ~^ Pg ^ 




Ak 


2 


Ak 


Ak + pgA -\- ik — —pgA 


co \ ^ 




2M 


M 


k 


= 2 


M 


⑴ 


\ pgA ) 


— 77 pgA + 4 是一 


_■ __ 


3 


Cl ) 


6々 


3 




— ^PsA 


⑴卜 2 M > ^ k + pgA — 4 々 + 


4M 


■ ■ ■■■ 


( 2 ) 


U 


的极限情况是弹簧力比重力、浮力的合力大得多，但々还不是无限大的情况，这时 
仅弹簧力起作用， 


(^^4 — 4 是 + 


^ 1 




( 2 ) 


3 6 是 


⑴1 
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k — —Mco 2 — k 


H \ ^ 


= 0 


k _ AIco^ 


- k 


得出 叫= 2 

M 的极限情况可认为々 

的轻绳，可得 w 2 = V 3 pgA /4 M ^ 这时1=/^，只有一个自由度， 7"= jx ~^ Mi ： 2 

用一根劲度系数为々的弹簧，把 
一个质量为 m 的木块拴在质量为 M 的楔上， 

楔的斜面与水平面成《角，楔又在水平面上滑 
动，如图 10.6 所示，所有的接触面都是光滑 


，弹簧基本上保持自然长度，好像弹簧如同一个不可伸长 


^-00 


10 . 1 


4 


的 


(1) 已知弹簧的原长为山求木块和楔都 

处于静止时的弹簧长度 

(2) 以楔的坐标1和弹簧长度 s 为广义坐 

标,写出系统的拉格朗日函数和运动微分方程； 

(3) 求振动的角频率. 

(1) 木块处于平衡时，沿斜面的合力为零， 


图 10. 6 


mgsina—k(s 0 — d) =0 


s 0 = —mgsina + d 


k 


T = —M x 2 + —m(i + s cosa) 2 + ~m(i sina) 


( 2 ) 


—(M + m) x 2 + ~tn s 2 + 


* 


m x s cosa 




V = —k(s — d) 2 — mgssina 


~k(s — d) 2 -+~ mgsina 


(M + m) i 2 + ~rm s z m x 


L 


s cosa — 




didL 

d? \ dqj 3q { 


3L 


由 


—-0 


得运动微分方程为 


(M + m) 2r+ m 5 cosa 
m Y + m x cosa + k(s — d") — mgsina = 0 


0 




(3) 用前式消去后式中的可得 


m(M + msin 2 a) 


+ 々 (s 一 d) — mgsina = 0 


s 


M + 


m 


m^sma 


，上式可改写为 


令 V 


-d- 


=s 


k 
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(M + msin 2 a) 


m 


f -\- ks f = 0 


s 


M + 


m 


振动的角频率为 


k(M + m) 


O) 


(M + wsin 2 a) 


m 


10. 1. 10 — 个粒子在由式 


-jrb(a: 2 +y 2 ) 


z 


( 其中办为常量 4 轴沿竖直方向 ) 给出的轴对称容器的内壁上做无摩擦运动，如图 10, 9 所示 . 

处的圆轨道中运动，求质量为 m 的粒 


(1) 粒子在高度 
子的能量和对 z 轴的角动量； 

(2) 微微向下拨动在水平圆轨道上运动的粒子，求围绕原来 

轨道的小振幅振动的角频率 . 

用柱坐标，题目给出了约束 关系： 


之=之0 




=+ y) = —br 


z 


用 r 、 p 为广义坐标 , 


10. 7 


L = —mix 1 + r 2 <p + z 2 ) — mgz 


---mir 1 + r 2 9 + b 2 r 2 f 2 ) 


~ 7 ：rnbgr 




d 3L 

I ■ ■ ■■ 

\ 3 f 

+ b l r r 2 — r (p + bgr = 0 

0 , 代入上式可得 

% = ^/bg 


dL 


由 


— = 0 


dr 


p .tf 


( 1 ) 


(1 + h z r 2 

处做水平的圆周运动，々 = 


得 


在 




之=之0 




由约束关系， 


2 z 


0 


r = r 0 = 


—rrtr\ % + mgz 0 = 2mgz 0 


£ = 了 十 V 






钎 = 2mz 


m 


o 


b 


dL 


dL 


炉=常量 


因为 


—mr 




d <p 


R. 


( 2 ) 


r “ <p=ro <Po = 2z 


所以 


0 


b 


用 （ 2) 式消去 （ 1 ) 式中的 


^lg 


(1 + b 2 r 2 ) r + b 2 r r 1 


(3) 


+ bgr = 0 




br 3 
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4z 


0 


令 r = r c + Sr ， Sr 为一级小量，只保留一级小量，并注意 


fc 2 ,（3) 式可近似为 




rf 


d 2 


(1 + b 2 rl) + Abgdr = 0 


在 r 方向的小振动角频率为 


0 


M 


e 


to 


1 + b 2 rl — 


10. h 11 一个质量为 M 、 半径为的环被悬挂在位于 
环上一点的枢轴上，环可围绕枢轴在它自己的垂直平面内自 
由转动，一个质量为 m 的珠子在环上做无摩擦滑动. 

CD 选适当的广义坐标，写出此系统的拉格朗日函数； 
(2) 对于 m 、 M 的 一 般情况及和 m 《 A / 两种极 

限情况求小振动的简正频率. 

(1) 用图 10. 8中的心 P 为广义坐标， 


<P\R 


m 


图 10, 8 


T =f X 2MR 2 e 4 - -fmlCRey + (R<p) 2 + 2R 2 9 <pcos(<p ~ 沒 ）] 

V =MgR(l — cos 没 ）+ mgR[_{\ — cos^)] + 1(1 — cos^)] 

L =\{2M + m)R 2 d 1 + \mR z f + mR 2 d f cos {<p ~ 8) 

乙 Lu 

—(M + m)gR(l — cos^) 

(2) 在平衡位置 (9=0 、 p=0 附近的小振动 ,7\V 可作近似，保留到二级小量， 

T =~(2A/ m)jR 2 6 + ~rmR 2 <p H- mR 2 8 <p 


mgR{\ — cos<p) 




—(M + m)gR d z + —mgR 爭 


V 




(2M+ m)R 2 mR 


M = 


mR 


mR 


(M + m)gR 


0 


K = 


mgR 


(M + m)gR — co z {2M + m)i? 

— mR 


2 


—— mR z oj 


H 


= 0 


gR 1 - mR 

2 MR 4 ( o a — (3M + 2m)gR z a) 2 + (M + m)g 2 R 2 — 0 

_MR<o^ — (Af /72) 发 ](2 只 


2 


CO 


(V 


^) = 0 


(O 




<0 2 = 


- 


2 R 9 


MR 




mK . 


当 时， 




co 2 = 


2 R 9 


MR 






当 m《M 时， 


叫 = V R 


0)l — 


1R ， 
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10 . 1 . 12 —个质量为 m 、 带电量为 <7的小物体，被限制在张 
角为 2 a 的圆锥面内侧做无摩擦运动 ，一 个一 g 的电荷固定在圆 
锥的顶点上，不计重力，图 10. 9中虚线是运动物体在圆锥内表面 

的稳定轨道，绕2轴的角速度为求围绕此稳定轨道小振动的 
角频率，假定(光速)所以辐射是可以忽略的. 

选取柱坐标中的 r 、 p 为广义坐标，有关系 z = rcota . 




T = ^ rmir 2 r 2 <p + i : 2 ) = — m ( r 2 csc 2 a - r 2 <p ) 


V = 


q 


4^ te 0 rcsca 


A7te 0 r 


图 10, 9 


L = — m ( r 2 csc 2 a + r 2 沪） + 


4? re 0 r 


_d ML 

d 八 d q { j dq t 


3 L 


由 


— = 0 


得 


( 1 ) 


= 0 


m r esc a—mr 


4 宂 e 0 r 


mr 2 < p = J (常量) 

对于平衡轨道， ^ = 0，「=广。，9?=仰，由 （1) 式得 


( 2 ) 


sirm 




(3) 




4肛0 


用（2)、 （3) 式，可把 (1) 式改写为 


sin 3 a | 1 — — = 0 


(4) 


4：7 te 0 r 


考虑在平衡轨道 r = r 。 附近的小振动，令 r = ro +： r ， x 《 r 。 为一级小量.保留一级小量， （4) 
式可近似为 


m 


= 0 


sirra x 


A7re 0 rl 


sin"a = 你 sin a 


4 ： 7re 0 mrl 


(这里用了 （3) 式) 


(o = 只 ) sina 


10.1.13 一个转动惯量(对其对称轴）为 j 的飞轮， 
在水平面内绕固定的过圆心 O 与圆平面垂直的对称轴转 
动，一个质量为 m 的小球可以自由地沿半径方向的一条 

轴滑动，小球用一根劲度系数为々、自然长度为/的轻弹簧 
连接在轮的中心，如图 10. 10所示 ，求： 

(1) 飞轮以恒定角速度 fi 。 转动与弹簧有稳定长度 
之间的关系； 

(2) 用弹簧长度 r 、 飞轮的转角0为广义坐标,写出系 


r 0 


H 10* 10 
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统的运动微分方程； 

(3) 飞轮的角速度在认附近，小球离轮心的距离在 r。 附近，即系统在 （1) 的稳定运动 

附近做小振动的角频率. 


k(r 0 — £)~mroO 


( 1 ) 


0 


kl 


r 0 = 


k — mQl 


T — —I 6 +—m(f 2 +r 2 d ) 


( 2 ) 




L = ~CI^- mr 2 ) d +~^-m 




d_| 3L 

\ dqii dq t 


3L 


由 


— = 0 


得运动微分方程为 


mr 6 十是 （r — 1)—0 


m r - 


0 6 = {I + mrDO 

其中〜、仏是两个常量，由初始条件给岀，因为不一定是稳定运动，不要求有 （1) 问得出的 


mr 


0 


关系 • 


(3) 在 (1) 问的稳定运动附近傲小振动，您时 r。 和认之间有 （1) 给出的关系. 
用运动微分方程的第二个式子消去第一个式子中的》，得 


— k(r — l) = 0 


m r — mr 


为一级小量， 


在 a) 问的稳定运动附近做小振动，令 


x = r — r 09 x 

I + mr\ 

I + m(r 0 + xY 

/ + mr\ 

I + mr\ + 2mr^x 

2mr 0 x 
I 4 - mr\ 

4 mr 0 x 

I + 


ni 


( r 0 -h x ) 


_ ni 


^( r 0 + x ) 


-2 


m 


=(r 0 + x) 1 + 


k ( r 0 + x ) 1 — 


o 


4mr 0 a ： 
/ + mr 


极 + — / + ^r) = 0 


m(r 0 + x) 1 — 


m x — 


2 


0 


用 mrofi§ = Kr。一Z) ，上式可改写为 


4m 2 r 關 
I + mrl 


mQ\x + kx = 0 


m x 


x 


3m 2 rl — ml 

I + mrl 


ni\ j ： — o 


是 + 


m 
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* 


k 


3mr 

I + rnr \ 


0 


ni 


¥ V 


CO 


m 


质量为 m 的珠子被限制在半径为 6 的光滑圆 
环上运动，该圆环以固定的角速度绕同它的直径相重合的固定 
的竖直轴旋转. 

(1) 写出拉格朗日函数和珠子的运动微分方程； 

(2) 求临界角速度时，圆环的底部是珠子的一个稳 
定平衡位置； 

(3) 当 co > n 时，求珠子的稳定平衡位置. 

(1) 用静参考系，取图 10.11 中的0为广义坐标， 


10 . 1 . 1 


1 — 


@ 10 . 11 


m 


( b 2 d + 6 2 sinW ) 


T _ 


—m 


V = m gbcosd 


L =—~ mb 2 (d 4 - oj 2 sin 2 0) — mgbcosd 


d[dL 

\ d d 


dL 


由 


^ = 0 


dd 


得运动微分方程为 


b ❹ 一 boo 2 sinOcosd 一 ^ sin 0 = 0 


(2) 当珠子在圆环底部附近运动时，，为小量， 

+ COS (7T + ^)|/ =0 ^ = ~ & 


sin ^ = sin (7 r + 汐’ ） & sin 7 r 


cosd = cos(tt + ^ ^ cos 7 r — sin(?r + 沒 ’） . ^ — I 

or —0 


运动微分方程可近似为 


b 0 f -\- (g — ba ) 2 ) d f = 0 

圆环底部是珠子的一个稳定平衡位置，需在 e =7 r 附近,也即在 d '= o 附近的运动必须是 

>0,由此可求出临界角速度 


小振动，要求 




{2 = 


g 


b 


(3) 当 aC>«n 时， 


b 6 ——办⑴ 2 sin 沒 cos 汐 —— gsind = 0 


处于平衡位置时 d =0, 


sind ( bco 2 cosd + 畧）= 0 

以110。= 0，0。= 0为平衡位置，但如 （2) 中所述时，它不是稳定平衡位置， 


^ 2 cos^ 0 + g* = 0 




00 


arc cos 




bo ) 2 
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( 区间内. 

为考察在此位置的平衡的稳定性 ，令泛 =氏+少，少为小量，将 sin ^ coM 均在沒=氏处 

作泰勒展开，只保留一级小量， 


是平衡位置，^在 


sin ^ = sin ^ 0 + cosd 0 d f 
cosd = cos 汐 o —— sin ^ 0 ^ 


在 e ^= do 附近运动的运动微分方程可近似为 


d f + W 2 sin 2 d 0 6 f = 0 




是稳定平衡位置. 


沒。>0,故 = 


orsm 


arc cos 




bco 


10. L 15 质童为 m 的粒子在竖直平面内的光滑的抛物线 z = 为常量^轴竖 

直向上)上运动. 

CD 写出拉格朗日 函数； 

(2) 给出关于平衡位置做小振动的运动微分方程并求解. 

(1) 用 X 为广义坐标， 




T = —m{x 2 + z z ) 


1 + 3 


— m 






mgz = 一 mgx 




j： ——— mgx 


d BL \ dL 


(2) 由 

得运动微分方程为 


—= 0 




dx 


d X 


2 k 


4 x 


d 2 V 


3V 


= — mg ^>0$ x =0 是稳定 


平衡位置处，^ = 0 或念 = 0,可得: T =0为平衡位置，且 

平衡位置. 

在平衡位置附近，因为 


dx 


均为一级小量，仅保留一级小量，运动微分方程可近似为 


X 


Z & 


土+ 




解出 


Acos 


x 




亡 + Of 


y 


其中为积分常数，由初条件确定. 


长号 Z 、 质量为 m 的均质棒，用一根长/、可不计其质量 


10 1, 1 


冬/ 


e 


2 


的弦线悬于固定点，如图 10. 12 所示. 求在平面内小振动的简正频率 
和振动模式. 


取图中％0为广义坐标，棒的质心坐标为 


@ 10. 12 
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搴 


= Zcos^ + ^rlcosd 


x 


4 


y = lsin<p + ~lsind 


质心速度为 


— I ^sin — — / dsind 


j ： 




4 


I <pcos <p + —~l dcosd 


y 




T =— m ( x z + j ^ 2 ) + 7 T 


+1 e 




2 12 


2 


=— mZ 2 <p + — w / 2 Q + ~ w / 2 < p 0 cos {8 一 9>) 


4 


V = — mgx = — mgl \ cos $? + ~— cos $ 


4 


L =~ ml 2 <p + -~ m / 2 6 + ~ ml z < p 6 cos {6 — < p ) + mg*I cos 9+ ~ cos ^ 


8 


4 


4 


在平衡位置处,% = 0,% = 0,可见 < P =0 J =0 为平衡位置 • 

在平衡位置 0 = 0、 9 =0 附近做小振动， 

cos^ 55 ^ 1 — , cos 0 ^ 1 — \d 2 , cos (沒 一 9?) ^ 1 — ~{6 — <p) 


没、9均为一级小量，保留到二级小量，拉格朗日函数可近似为 

■~m / 2 <p + ~ml 2 Q 2 -(- ^>d — ~ 


3 


g ¥ — 


glO z + — m^Z 


L 


m 




8 


d dL 


dL 


由 


— = 0 


ck 


dqj dqi 


得 


l <p +~rl d J rg < p =^ 


4 


l (p +/ d + gd =0 


特征方程 


3 


— Ico 2 — ——la) z 


g 


4 


= 0 


— Ico 2 


g — l ⑴ 


解出简正频率为 


= ( v /r ^ + 1) '/ 年 


⑴1 


= ( V ^ — 1) 八 /年 


出2 


将分别代入 
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Ui 


—— ico 2 ——— 1(1) 


g 


4 


— 0 


— lco z 


g 一 I ⑴ 


U 2 




( 1 ) — 


Cl)_ 


得 


1 




( 2 )_ 


^2：^1 


上述振动模式可如图 10. 13所示. 






d 


V 5 


2 


10* 13 


10 . 1 . 17 飞球节速器由连在长/的臂上的两个质量 m 和质 

量 M 组成，如图 10. 14 所示.该组合件绕竖直轴转动，质量 A/ 可 

沿该轴无摩擦上下滑动，忽略各臂质量、空气阻力，并假定 M 的 
直径很小.假定轴以恒定角速度叫转动. 

(1) 计算质量 M 的平衡 髙度； 

(2) 求质量 M 在平衡位置附近小振动的角 频率； 

(3) 现假定轴被允许自由转动，小振动的角频率是否改变? 

若变，计算新的值. 


图 10. 14 中 z 轴总在四臂所张的平面内，工轴随组合件 

一起绕 z 轴转动，用一臂与轴的夹角0为广义坐标，用 
示质量 m 的坐标，用;^表示质量 M 的坐标， 


表 




10,14 


Iqos6 


= Zsin 汐， 


z 


x 


— 2/ cos ^ 


ZM = 


(± ? m + + M zjf 


T =2 X 


—m 


^ -ml 2 6 + ml 2 (olsin 2 6 + 2M1 2 6 sin 2 汐 
V =2rngz m + Mgz M = (— 2mgl — 2Mgl)cosd 

L = (ml 2 + 2Ml 2 sin 2 8) d 2 + ml 2 <vlsin 2 d + 2(m + M)glcosd 


dL 


dL 


由 


0 








dd 


ck 


dd 


得 


(m + 2Msin 2 ^)/ d + 2M/sin0cos^ d 2 — mlcolsindcosd + (m + M)gsind = 0 


质量 M 处于平衡位置时，彡 = O ，0 =0, 


mZo^sin^>cos 沒。 = (m + Af)^sin^ 0 
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sin^o = 0 ,或 cos^o = 


mlwl 


质量 M 的平衡高度分别为 


2/，或 


=— 


dV 


注意 :这里 求质量 M 的平衡位置不能用这里的 F ， 由$ = 0得出.因为这个 F 是用静 
参考系写出的，系统并不处于平衡，如改用绕轴以％的角速度转动的参考系， M 的平衡 

OT/ 

位置也是系统的平衡位置，可用$ = 0,不过这个 F 应改为 


90 


V = — 2(m + M、glcosd — ml 2 colsm 2 9 


后面新加的项是惯性离轴力势能. 

(2) 在 S ir ^) = 0, 即仏= 0这个平衡位置附近，运动微分方程可近似为 


ml ❻ + [(w + M)g — mlwl~\d = 0 

如 ( m + AOg — mg >0, 则沒=0是一个稳定平衡位置.在这个位置给一微扰，质量 M 不会 
远离平衡位置，但只能向正值方向运动，不能向负值方向运动.从 &>0 回到 <9=0后再 
怎样运动,题目未给出足够的条件无法讨论.因此我们讨论 (m + M)g — mW <0 的情况， 

(<1)，它是 


夕=0是一个不稳定平衡位置,存在着另一个平衡位置，那里 cos ^ = 


mlo>\ 


个稳定平衡位置.下面讨论在这个平衡位置附近的小振动.令用 


sin 沒 & sin 汐 0 + cos8 0 8 f 

cos^ ^ cos^q —— sin^o^ 


代入运动微分方程，只保留一级小量，得 


(w + 2Msm t d 0 ')l d f + ml(olsin 2 8 0 d f = 0 


质量 M 在平衡位置附近小振动的角频率为 


m < olsin 2 d 0 

+ 2Msin 2 汐 


{2 = 






sin 2 汐 0 =1 — 


其中 


mlw\ 


(3) 转轴并不受约束,可以自由转动，用^表示转动的角速度，系统的自由度增为两 


个, 


L = (ml 2 + 2Ml z s\n 2 6) 9 + ml 1 <psm 2 d + 2(m + M)glcosd 


dL 


dL 


= 常量，可得 


因为 


d^p 


d <p 


<psm z d = o> 0 sin 2 ^ 0 

i[fe 


( 1 ) 


dL 


由 


二 = 0 


dd 


得 


(m + ZMs \ n 2 d)l d + 2 Mlsindcosd d — ml p sin 夕 cos 没 + (m + M)gsind = 0 (2) 
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用 （1) 式消去 (2) 式中的&得 

(m + 2Ms\n 2 d)l 6 + ZMlsindcosd Q 1 — 


ml o^sin 4 汐 O cos 沒 

sin 3 汐 


+ (m + M^gsind =0 (3) 


，对 cos 0、 sin 0 作泰勒展开，代入 （3) 式，只 


在质量 M 的平衡位置，氏= 
保留一级小量，得 


arccos 


mla ) 


o 


1 + 3cos 2 ^ 

cosd 0 


0 


im + 2Msin 2 ^ 0 )^ 沒 '+ (w + M)g 


d 1 ^ o 


用 cos^ 0 = 


，上式也可改写为 


ml ⑴ 


o 


(m + 2Msin 2 ^ 0 ) 9 r + rncoKl + 3cos 2 0 o ) 沒 ’ 


0 




小振动的角频率为 


m(l + 3cos 2 ^ 0 ) 

+ 2Msln z $ 0 


n = co 0 


m 


可见，有保持角速度为 o >。 的约束还是在角速度为叫)时不受约束，质量 M 在其平衡位置 
的小振动的角频率是不同的. 

10 . 1 . 18 两个长度均为/、质量均为 m 的单摆悬在同一 
水平线上，用一根劲度系数为6的无质量的弹簧将两质点连起 
来，弹簧的自然长度等于两悬点间的距离.求系统在平衡位置 
附近做小振动的简正频率和简正坐标.若开始时两质点处于平 
衡位置，左边的质点由于受到一个冲量获得一个向右的水平速 
度％，用简正坐标表达系统的运动规律. 

取图 10. 15的 H 为广义 坐标. 设两悬点间距为 


10* 15 


aj 


T = —ml 2 + ~ml 2 d 


2 


V = 音々 { [a + 

+ — cos A) + /(I — cos^ 2 )] 

^\kl 2 {d 2 — 沒 i) 2 + H~ ^1) 


2 


ls\nd 2 — /sin^) 2 + (— lcosd 1 + Zcos^ 2 ) 2 ] 2 一 a 


—(^/ 2 + mg l)6\ — kl z B x Q 2 + ^W 2 + mg l ) Q\ 




kl 2 + tngl 

- kl 2 

kl 2 + mgl — ml 2 


ml 2 0 

0 ml 


—kl 


,K = 


M — 


kl 2 + mgl 

—kl z 

kl 2 + mgl — ml 


co 


—■ — 0 


—kl 


O ) 


2k 




可解出 

将叫代入 H 


co 2 = 


COi = 


m 


0, 
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a ) 


kl 一 kl 

— kl kl 




= 0 


U ( 2 


1) 


Cl ) _ 


取 <)=1， 则 
将 o > 2 代入 H 


m 


( 2 ) 


— kl — kl 
—kl — kl 


= 0 


( 2 ) 


Ul 


® u [ 2) = 1 ，则 = — 1 


两个特解为 




=cos 




1 


&2 l) = COS 






2 k 


d { 2) 




=cos 


m 


2 k 


or 




— COS 


+ 3 +a 




m 


通解为 


2 k 


R . 


! + C 2 cos 




6 X = C x cos 


+ — t + a 


Z 十 a !; 


m 




d 2 = CiCosj 


t a 


Vo 


V. 


初始条件:， = 0 时，氏= 0,札: 


Ql/ ■ ■■_■_ -. 

^ 2 co,l 


Vo 


7 T 


， C ' = 


a 


c^ p i — 


21 


Vo 


Vo 


或 


.Tf 




X.y 9 


24 


21 


2 k 




m 


V 0 


1 = 彘 si _ + 


t；p . 

2 ⑴ \l 


Vo 


e 2 = 


siruo 2 t 


t — 


2 W SmWl 


代入简正坐标 U 2 与原用坐标 0^6 2 的关系式， 


⑴ ~(2) _(2) 


将 


( 1 ) 


( 1 ) 


m u m u 


02 


C2> 


C2) 


m 2l m 22 


d \ + d 2 
❹ \ — 8 2 


Ox 


ml 


0 


2 


=ml 


0 ml 2 } \ 6 
—ml 2 (^i + &) ， 芒 2 = ml 2 (6 l 一没 2 ) 


1 
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简正坐标的常数倍仍是简正坐标，因此可用 


芒1 = 沒1 + 沒2， ^2 = ^1 — ^2 


用此简正坐标表达的满足初始条件的解为 


幻0 


^0 


6 




sinewy ， 


smoj 2 t 




( o x l 


叫 1 


10 . 1 . 19 两个质量分别为似、;》,且从>;^的质点被 

两根长 Z 不可伸长的轻绳挂在支架上，用一根劲度系数为 
是、原长等于两支点间距的轻弹簧将两质点相连，如图 
10. 16所示.求沿两质点连线在平衡位置附近做小振动的 
简正频率，给出在每个模式中 m 和 M 的运动之间的关系， 

写出通解.若 f =0时, m 静止在它的平衡位置， M 从一个初 
始正位移处静止释放.系统的总能量为£。（取平衡位置为 
势能的零点）、弹簧很弱，且 M = 2 m ， 求以后运动期间被 m 获得的最大能量.说明在哪里 

用了弹簧很弱的条件. 


® 10. 16 


L = — ml 2 6 8 2 — ~ rkl 2 ( d 2 — 


mglCl — cos^! ) — Mgl{\ — cos 沒 2 ) 

~rMl l 6 \ — -^-{kl 2j rmgOd\ — -^{kl 2j rmgl)d Z z~\-kl 2 did 2 

d [ M ±. 

ddi 


2 




dL 


由 


—二 = 0 


得 


ml 6 1 (^/H - mg ) 6\ — kl& 2 = 0 

Ml d 2 -\-(kl+Mg)e 2 -kld l = 0 


简正频率 0 满足的方程为 


kl + mg — mlot ) 2 

_ kl 


— kl 


= 0 


kl Mg _ Ml < o ^ 




解出 


(Oi = 


mMg + 是 ,（m + M) 


(Oi = 


mMl 


{ kl-^mg — ml ( o 2 ) ui ^ klu 2 = 0 


分别代入 


m 


i ， d 2> = i , 可得 


令 


<1) 




M 


振动模式可用图 10. 17 表示； 第一种振动模 

式，简正频率为叫， m 和 M 同相位且振幅 相同； 第 


m 


M 


m 


M 


m 


M 


二种振动模式，简正频率为 OH ， m 和 M 的振动相位 


6) 2 


必1 


相反，振幅也不同， m 的振幅与 M 的振幅之比为 


10. 17 


m 


M 


通解为 
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番 


6 1 =C 1 ^ 1 cl) cos(a) 1 r + ^ 1 ) + C 2 wP)cos (⑴ 2 , + a 2 ) 


sCiCos ^ 于广 + ai j + C 2 cos 

d 2 = CiU2 V cos ( aj l t + 〜）+ C 2 u ^ 2) cos i ( o 2 t + a 2 ) 


t ot 


m 


C^cos / 寻 f + 〜 


- M C2COS 






mMl 


对于下列初始条件 


z = o 时，汐 ！ = 0 ， &i = d 2 = ^2o ^ dz — o 


其中仏。满足下列方程，取正根 


— ki z d \ 0 + — Mgid\o = e 


0 


2 E 


所以 


夕 20 = 


kl 2 + Mgl 


确定 ChChA 、％ 的方程为 


CiCOsaj + C 2 cos ^ 2 = 0 

— C 1 cw 1 sina 1 — C 2 ( o 2 slna2 = 0 


^ C 2 cosa 2 


= 0 


Cicos ^ — 


20 


( fYl # 

— CiO) 1 sina l + j^Cz^sin^ = 0 


解出 


^i = 0, 


a 2 = 0 


M 


M 


M d20$ 


C 


Q 


C x = 


20 


+ M 


m + 


rrt 


用 M =2 m 这个条件 


Ci = —8 Z of C 2 = — —d 


20 9 


6i — 二 ~d 2() (cosco 1 t — COSOJ 2 t) 


0 Z = —d 2 o \ COSO)^ + —COSO) 2 t 


2 E 


0 


其中 


d 


= 


^1 = 


20 — 


kl z + 2 mgl 


质点 w 的能量为 


E x = \ ml l d \ + \ mgld \ 


弹賛很弱意味着 kl 《 mg ， 


3 kl 


3 kl 


K 


⑴ 1(1 + 汐 ) 


1 




6(^2 " 


Zml 


4mg 


2 mg 


E 


E 


2 E 


kl 


ZE 


kl 


0 


0 


0 


0 


1 — —d 


e 


l — 




20 


mgl 


mgl 


2 mgl 


2 mgl + kl 


2 mg 


4 mg 
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3kl 


其中 < J = 


《1 


4mg 

用弱弹簧近似后，经计算可得 


E 1 =-rmgld\ 0 [\ + (1 + 8Ysm z o) z t + cos 2 a> 2 f] 


— 2(1 + 汐 ） sin ⑴〆 + sina) 2 t — 2cos(o 1 tcosco z t^\ 

〜夺 £。{1 — cos [(o；! — a) 2 )t^\} 


(略去一切小量) 


显然质点 m 的最大能量为 


4 


= ^£oCl-(-l)] 


E 


—E 


lmax 


10. b 20质量均为 m 、 荷电均为 e 的两金属小球，用同样长度为/的、不可伸长的轻 
绝缘绳系在同一水平线上，两悬点相距为 a . 让两球在其平衡位置附近做小振动，求简正 
频率(设电场力比重力小得多 ）• 


6 i + ~ m / 6 


M __ ■ ■■ 


mi 


€ 


€ 


》 ■ 卜 }Tlgl ( 1 — COS 汐 2) + 


V = mglXl — 


cos 仏 ) 


4 ： 7te Q r f A7te Q a 

r f = {(< 2 +Zsin 0 2 —“in^) 2 + [Kl—cos0 1 )—Z(l — cos0 2 )] 2 } 1/2 


其中 


1 + i (汐 2 — A ) + L :: i ❻ z - ❻ \ f 

v-1 4-1 * -O- • J ^ *■ 


a 


a 


o 


l 


1 — 二 (A 


q ) + (6 2 


% 


f 。 


j px *4 


W- ， liH - 1 




a 


a 




eH 


e 2 l 2 

2 ^ 0 a 


V ^~^tngld\ + ~Tngld\ — 


2 


(汐 2 — 


CO 2 — 没 1) + 


A 7 re 0 a z 


3 


) m + q \) 

L =^rml 2 Q\ + ^rml 2 d\ — \mgl + 


e 2 l 2 

27te 0 a 


eH 2 


eH 


— 以而―命汍一⑺ 


= -^rngl + 


eH 2 

2?re 0 a 


eH 2 

Ke 0 a 


eH 


m + 61) + 


e x e 2 + 


{ d 2 - 0 X ) 


A 7 re 0 a 


d I 3L 


3L 


由 


^T = 0 




得 




€ 


e 


€ 




汐 1 + 


= 0 




L 7 te 0 ma 3 


4：7 te 0 mla 2 


7re 0 ma 




€ 


e 


e 


e z 


e , — 


汐 2 + 


+ 


= 0 




ne 0 ma l 


7 T £ 0 ma 3 


A7re 0 mla 2 


l 


在势能函数中出现 n 的一次方项，是二阶微分方程中出现非齐次项的原因，而这 


种情况的产生是因为 $, = 0^2 = 0 不是平衡位置，平衡位置 A 。、 ‘是这个非齐次方程的一 

个特定的特解，它们满足下列代数方程： 




e 


e 


e 


d 


= 0 


10 


3 u 20 


Ane 0 mla 


7te 0 ma 


7 te 0 ma 
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2 




e 


e 


e 


d 




= 0 


20 


0 


A^ 0 mla 2 


l 


7re 0 ma 


7T€ 0 ma 


由对称性可知，仏。，可解出 




汐 20 = — 夕 10 = 


A(7te 0 ma^g + 2e 2 l) 


如取 K = A — 〜名二&―仏。，二阶微分方程将是齐次的.不论用 6 ^ 62 还是用 0 \爲 作广 
义坐标，不仅简正频率相同，而且简正频率满足的特征方程也是相同的，特征方程为 




— A 


-^r A — a) 


= 0 


R . 


- A 


+ A - 


CO 


e 


其中 


A = 


7te 0 ma 


2e 2 


7 f 






解出 


-\~2A = 


扮2 = 


l 7te 0 ma 3 


10* 1. 21 质量为 M 的物体被限制在水平的 x 轴 


上无摩擦地滑动，质量为 m 的质点通过一根无质量 
的、长度为6的、不可伸长的线和 M 联结, m 限在竖直 

W xy 平面内运动，如图 10. 18所示. 

(1) 写出系统的拉格朗日 函数； 

(2) 就小振动情形.求简正坐标，并加以 说明； 

(3) 求用简正坐标表达的系统的运动学方程. 

(1) 用为广义坐标， 


IL*MM 


10. 18 


T =—Af x 1 + b dcosdY + (6 沒 sin0 ) 2 ] 


—(M + m) x 2 + ~mb 2 6 + mb x ❹ cosd 




V = mgb (1 一 cos 汐 ) 


-^rmb 2 6 2 


L = ~(Af + m) 土 2 + 


+ mb x 沒 cos 没 一 mgb {1 一 cos 沒 ) 


(2) 对于小振动情形， 


L = —-(M + w) i: 2 + —mb 1 6 + mb x 6 —— —mgbd 2 


3L 


d 


3L 


^r — 0 得运动微分方程为 


由 


dt\ dqi dq { 


(M + m) x+ mb 8 = C ( 常量 ) 

： r+ b 6 g6 — 0 


( 1 ) 


(2) 


mb 


l 则 （1) 式可改写为 


若令 ”=x + 


m+Af 


(m + Af) C 或 7 = 0 
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C 


7} 是一个简正坐标，它的物理意义是系统的质心的工坐标，质心在 X 方向做速度为 

的匀速运动. 

由7 = 0， 


m+M 


mb 


e ，将它代入 ( 2 ) 式， （ 2 ) 式变成 


x 






m+M 


Mb 


6 -\- gd = 0 




m 


可见 j 就是另一个简正坐标. 

e 表示的运动是简谐振动，简正频率为 


OJ 


Mb 


C 


C 


t+D, 


(3) 7~ 


V 


+M ， 7 m+M 


6 = A cos 


C 、 D 、 A 和 《 均为积分常数，由初始条件确定. 

由质量为 m 的质点和长为/的轻绳组成 

的单摆，悬挂在质量为 M 的物体上，该物体置在光滑的 

水平面上，并用一根劲度系数为々的水平轻弹簧连到一 

固定点，如图 10. 19所示 • 

(1) 写出系统的拉格朗日函数； 

(2) 求系统做小振动的角频率. 

(1) z 轴的原点取在弹簧为原长时物体所在位 


10 . 1 . 22 


10. 19 


T =~M x 2 + — m ( x 2 + / 2 ^ + 2/ i ： dcosd ) 


V =~ kx 2 + (1 — cos 夕) 


— (M + m ) 土 2 + — m / 2 8 - ml x dcos ❻—— mg 1(1 — cos 沒) 


L 




(2) 做小振动和 i : 均为小量， 


mgld 2 


L ^ —(M + m ) i 2 + — m / 2 6 ml x 6 — ~kx 


d 3 L 


3 L 


F = 0 得 


由 


d 之 


d q { I ^ 


(M + m ) x + ml d + 是 x = 0 


ml 9 -\- m jc -\- mg 6 = 0 

= U\COsXcot+€0 ， Id = u 2 cos (a)t + a) 


设 


x 


代入微分方程组，可得 
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k ——(M + ”7) 如 2 


仪1 


— moj 


= 0 


mg 


2 


ma > 


mco 


Ui 


U Z 要得非零解，必须系数行列式等于零， 

I k — (M + m)co 


U\ 


mo) 


= 0 


mK 


— mco 


— m<o 






2 


Mco^ — ^ + (M + m) 


w 


解出 


a>i = 


2MI 


k 


a >2 — 


2 MI 


2 m 


10.1.23 质量为 2 m 和 m 的两个质点，用两根劲度系数均为々的 
轻弹簧悬挂在固定的支架上，如图 10. 20所示，只考虑竖直方向上的运 


k 


动 


a ) 求系统的简正频率，并描述每种模式的运动； 

(2) 将质量为 2 m 的质点从平衡位置缓慢地向下移动一段距离/， 
然后放开，让系统自由振动，求质量为 w 的质点的运动. 

(1) 取竖直向下的 > 轴，分别表示上、下两个质点的位置，原点均取在悬 
点,再设上、下两个弹簧的原长为 A 、/ 2 ，则 


m 


10*20 


— X 2m y\ + -^rn y\ + 2mgy l + mgy z 


L^T -V 




kiyi — /i) 2 — —^(^2 ~ yi — h) 






2 


k(yi — l\Y — —^(^2 


(2 M + >■) 十 mg(2y l + y 2 ) — 


It) 


— y \ — 


=—m 




A 鸟 

dt\ dy.j dyi 


dL 


由 


5 = 0 得 


2 w + 2 tky ^ — ky 2 — ^Ttig — kl \ kl ^ = 0 

yz + ky 2 — ky x 

1，》2=：/2+72,使 


— ^/ 2 = 0 


— m 8 


m 


令 


2 々 7i — hr\i — 2iTng — kl' 十 kl》 = 0 

k % — krj \ — mg — kl 2 = 0 


艮 P 7 i = i (3 wg + Wi )h = ^( Amg ^ rkl \ + kl {) 

则运动微分方程可改写为 


2 m y \ + 2 ky \ — ky f 2 = 0 

my f 2 + ky f 2 — ky \ = 0 

或 y f \ — 0^ y f z = 0 为系统的平衡位置. 
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' 可得 

2k — 2mco 


令 y \ — U\e ~ , y 2 — U2 ^ 


icot 


— k 


Ui 


= 0 


k — mco 2 


— k 


“2 


2k — 2m ⑴ 


—k 


特征方程为 


= 0 


k — ma) 2 


—k 


解出 


丄— ~^~ 


^2\ A 


<^2 = 


Ct^l — 


m 


m 


—， 


Cl ) — 


( 2 ) — 


的方程组，令 


( 1 ) _ 


( 2 ) 


1，可得 


将叫、叫分别代入关于 




Wl 、泣2 


VY 


振动模式可表示为 


⑴1 


OJ 


VY 


sTi 




描述 如下： 按简正频率为^的模式振动，上、下两质点的振动相位相反，振幅比为 
1: v ^ y ; 按简正频率为叫的模式振动，上 、下两 质点的振动相位相同，振幅比也是 




(2) 系统的通解为 


y \= A cos ( o>〆 + a x ) + Bcos ( aj 2 t + a 2 ) 

V ^^ AcosCa ；^ + h ) + Bcos (< o 2 t + a 2 ) 

l ， y \= y f z = o 


yz =— 


初始条件 : z = o 时， 


: = 


vy 


-/y 


定出 


B = ^r 1 + 


扣： 1 — 


a 1 = a 2 = 0? 


下面的质点的运动方程为 


a/T k 


yz = y 1 2 V2 ~ 一 ^/~2 + i ) /cos 


m 


VY\A 


Amg 


1 

+ + l)Zcos 

1.24 对于 如图 10.21 所示的、两 
个质量为 m 的质点、用三根无质量的、劲度 
系数分别为★和 f 的弹簧连接组成的系统， 

如果这两个质点从图上所标出的对称的初始 
位置静止释放，求此振动周期. 

解如只考虑两质点沿连线方向的运动，这个系统有两个自由度.取 

左、右两个质点的位置，原点均取在平衡位置， A 向左为正方向 ，❸ 向右为正方向， 


+ ,1 + ,2 




- 1 


1 — 


k 


m 


L _」 


k 


k 


k f 


m 


m 


图 10.21 


分别表示 


工1、工 2 


-^kx\ — —kx\ 


k f (x x + x 2 ) 


/n if + 


T 1 

- - ▲ 
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d 3 L 


dL 


由 


- i ^ = 0 




dXi 


3 Xi 


得 


m Xi -\- kxi + k f ( x x + x 2 ) = 0 

x 2 + kx z + k f ( jo 1 + x 2 ) = 0 


( 1 ) 


( 2 ) 


m 


由系统和所给初始条件的对称性，只有一种振动模式被激发.用上述的 

点始终有，即两质点的振动振幅和相位都相同的振动模式被激发. 

(1)、（2)式可改写为 


坐标，两质 


文1、文2 


m + (2 是 ’ + k)x x = 0 

w x 2 4- i2k f + k^x 2 = 0 


立即可得振动的角频率和周期分别为 


2k f + k 


T — 2iz 


o > 


m 


10. 1. 25 考虑一质量为 m 的粒子在二维势场 


V ix y y) = — —kx 2 + — A 0 x 2 ^ 2 + T 又 1 工 


4 


4 


(々、义。、\>0,均为常量）中的运动 ，求： 

(1) 在什么点 Cr 。、％) 质点处于稳定平衡？ 

(2) 给出围绕这个平衡位置做小振动的拉格朗日 函数; 

(3) 求 (2) 问所述振动的简正频率. 


9V 


3V 


(1) 由7 = 0及7 = 0可得 


dy 


dx 


— kx + K x y 2 H ~ 又 1 工 3 = 0 

X 0 x 2 y = 0 

以下几组 Cr ， 30 均能满足这两个方程，均为平衡位置. 


k 


工30 = 0， 


■^20 = 一 


工10 — 


V 


V 


^30任意. 


3^10 = 0; 


^20 = 0； 


d z V 


d 2 v 


d 2 V 


( dr ) 2 + 2 + 


( dy ) 


dx 2 


dy 


= (— k 4 - A o y + 3Ap 2 )(da:) 2 + 4 久 0 x ： ycb ： (l：y + X 0 x z (dy) 

将(工1。，3^。)或(工2。， 72。) 分别代入上式，均得 


kX 


d 2 V 


d 2 V r] v , a 2 F , ,. 

P ( 心 )+ 2 ^y dxdy + 


( dy ) 2 = 2 k ( dx ) 2 + ^( d ^) 2 > 0 


3 y 


可见，这两个位置都是稳定平衡位置. 

将(义3。，3^3。)代入， 


d 2 V 


、2丄0 3 2 V a a 丄 

^ (dx) + 2 ^ dy dxdy + 


( dy ) 2 = ( - k ^ A , y 2 )( dx ) 


dy 
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可见，当 一 k + ^oylo > 0，即力。 ，（0,加）的那些点都是“稳定平衡位置”， wo < 


k 


k 


，（0， >3 。）的那些点也都是“稳定平衡位置”.而当一々+々3；!。<0,即_ 


t 〈 : y3o< 


义 0 


Ao 


k 


十的 那些点 (0，： y 3( >) 是不稳定的平衡位置，在 (0，^。) 对于不限，沿 y 轴均是随遇平衡 


A 0 


的 


(2) 考虑(:^，：^。)这个平衡位置，将 VUo ) 在 ( xk ^ 1 c >) 点作泰勒展开，令¥ 




X — 


k 


= y^M 




4 


k 


k 


k 


v (x f ， y) = — —k 


十 + 




X 




4 


A ! 


Ai 




k 


ky \ 


k 


k 


k 


— A + 3又1 t x ’ 2 + 


f +言々$ .0 + 十; M 亍 I + 

k^o f 


七 k 


- 


# 






Ai 


2 


2 


4 


k 


- ^ + kx t2 + 




2 A ! 


4 A X 


f 


k 


f 2 


r 丄 • / 2 I 上 ♦ 

L-—mx + —m y 


— kx f 


y 




2 K 


z 


kX 


k 


k 


0 


或 


y z -k 


L = 


丄 

r\ 


—m x 


y 


X 


4 A , 


2 A : 


Aj 


考虑(工 2 。,知)这个平衡位置，将 VU ，3；) 在(工2。，％0)处作泰勒展开，也保留到二级小 


k 


和上面一样.计算 


令 x’ =<r + 


TO =3^ 


d 2 V 


1 [ d Z V 

W ， y) =v(o,o) + j[^T2 


d 2 v 


y 


X y 


dx f dy ! 


f 2 


3 y 


( 0 , 0 ) 


( 0 , 0 ) 


C0,0) 


可得 


k 2 


kX 


_0 _72 

— 2 V 


/2 


/2 


— kx f 


L = 


+ 7 饥 ^ 


~m x 




kX 


k 2 


k 


o 


L = —m x z ~\-^m y 2 — k 


2 


或 


+ 


X + 


2 A / f 4 A x 




k 


k 


考虑 (0，％。）， 其中/文或 hoC - V 无这些平衡位置，在这些位置作泰 

勒展开，保留到二级小量，可得 


V ( Xjy ) = —k + A 0 34>) x 2 


x l + —m y 2 — k Ao ^ io ) 


L 


x 


—m 




附近的小振动，有完全相同的拉格 


或— 


(3) 对于在稳定平衡位置 


，0 


，0 
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朗日方程， 


w i' 十 2kx f = 0 


；I ^0.7 


+ 


17 y =0 


m y 


kX 


均有两个简正频率，沿: r 方向振动 ，⑴ i = ，沿 J 方向振 动，％ =、/〒•沿其他方向，是 


方向角频率为 A 的简谐振动与 j 方向角频率为％的简谐振动的合成运动. 

对于第三组稳定平衡位置附近的小振动， 


( — k + A 0 ylo)jo = 0 

夕=常量 


— k -]- A 0 ylo 


k 


k 


，其中 yzo>J 子或 yso <— 〜千 • 但这小振动仅限于在 


有一个简正频率 


A 0 


Ao 


m 


与 x 轴平行的方向，因此严格地讲，这些点不能算作稳定平衡位置. 


10* 1* 26 一个质量为 m 、 半径为 r 的 
小球，用一根长为/的、绝缘的、不可伸长的 
轻绳挂在电容器两极板的中间，两极板接 
地，间距为 L ， 球的电势为 [ 平衡时，球位 
于距两极板等距离处，绳子在铅垂方向，电 
势满足什么条件时，球可在平衡位置附近做 
小振动，求振动的角频率，为了简化计算，可 
作适当的近似. 

提示：可用两个镜像电荷代替两个接地 


L 


6 


一 q 




-q 




I 一X 


O 


图 10- 22 

的极板，而不是用两串镜像电荷来代替两个接地的极板. 

解小球所带的电荷为 


4丌 e 0 rV 


q 


d ， 一 

n. 


用两个镜像电荷代替两个接地的极板来考虑对小球的作用. 

取水平的轴，原点取在平衡位置，表示小球位置的坐标 xj 只有一个是独立的，小 
球位于 x (或 0) 位置时，两个镜像电荷分别位于^坐标为 L ~ x 及 一 L — x 处，与小球的距 
离分别为 L — 2^及 L +2 x ， 如图 10. 22所示.用0作为广义坐标， 


lsind 9 x= I dcosd 


x 




小球的动能： r 和势能 t ; 分别为 


T = + m / 2 0 


4^o \ L-2x'L+2x~L + mgKl ^ 一 




L 


7 + rnglCl — cos 汐 ) 


27 re 0 \ L 2 — Ax 


L 


4 工 


— 1 + mglCL — cos 汐 ) 


2 丌 e 0 L 


L 
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327re 0 r 2 V 2 l 2 


2/2 


4工 


& 1 


d 2 = 


+ rngl • — B 1 ^ ~^nigl 


gl 


^ — 


m 




2 tt £ 0 V 


L 3 


7V£ 0 L 


可在平衡位置附近做小振动的条件是 g 


> 0 , 


沒=0 


327 te 0 r 2 V 2 l 2 


>0 


- Wmgl - 


3 


L 


因此要求电势 F 满足的条件是 


1/2 


y < 


64 ： 7re 0 r 2 l 


dL 


d 


dL 


3 = 0( 其中 L = T — ?7)# 


在平衡位置附近做小振动的运动微分方程，由 T ： 


dd 


dd 


6扭 e 0 r 2 V 2 / 2 


ml 2 6 + mgl — 


汐 = 0 


L 3 


1/2 


mL z """ 




(O = 


说明 :此题 更严格的解法，当然是用两串镜像电荷而不是只用两个镜像电荷. 


+ mg(l — cosd ) 


U 


^ L (2 w _ 1 )L 一 2 x (2 w — 2 x (2 w — 1 ) i > 


i 7 t £ 


0 


n = 


4 工 


s 


—1 + mg {\ — cosd ) 


( 2 n - 1 ) 2 L 


[( 2 n - 1 )L 


2 nt 


0 


n = 


s 


gio 


— 


{ 2 n — I ) 3 2 


27 re Q L 


Z 27 te 0 r 2 V 2 l 2 


d 2 


1：rngl — 




a 


L 


S 


其中 


a = 


i (2n — 1) J 

可在平衡位置附近做小振动，要求电势满足的条件改为 




1/2 


- 1/2 


y < 


a 


64?re 0 r 2 / 


小振动的角频率改为 


1/2 


64 肛 0 r〒 2 

mU 




a 


a ) 


这个无穷级数 5] 


收敛是很快的，只取一项 (n = l ) 时4=1，取两项时 ( n = l ， 


a 


1 (2 n — 1) 

1. 037,取三项时， a = l , 045,取四项时，0479,取五项时， a=L 0492 - 

可见，用两个镜像电荷而不用两串镜像电荷所引起的误差是相当小的. 


« = 


2 ) 




三个自然长度为 A 、 劲度系数为々的轻弹簧，与一质量为饥的质点相 
连，三个弹簧的另一端分别固定在（一 i ， i )、（ i ， i ) 和（一1， 一 1) 处，质点 w 仅在水平且光 

滑的巧平面内运动. 

(1) 写出系统的拉格朗日 函数； 


10. 1* 27 
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(2) 确定平衡位置，并说明是否稳定 平衡； 

(3) 写出系统在平衡位置附近做小振动的拉格朗日 函数; 

(4) 求简正频率和简正 坐标； 

(5) 画出振动模式图. 


土 2 +ym y 2 — 音々 { [Cr +1) 2 +(， — 1) 2 ] 1/2 — v ^2~} 

是 { [(x - I) 2 + (y - 1) 2 ] 1/2 - -/Y) 

々{[(: + I ) 2 +(} + 1) 2 ] 1/2 — v ^2~} 


(1) L = T -V 


—m 








2 






(2) 平衡位置处有 


dV 


dV 


= 0 


dx 


3 y 


dV 


由 


= 0 得 


dx 


工 —1 


工 + 1 


= 0 


2 + 1 


—1 


x 


工+1+工 一 1 + ^: + 1 — V r 2^ 


工 + 1 


= 0 


dV 


由 


o 得 




dy 


VY 


y — 1 + ^ — 1+y + 1 




= 0 


= o ， y = o 是上述两个方程的解，因此， （0,0) 点是平衡位置. 


x 


d 2 V 


dx 


( 0 , 0 ) 


(工 + 1) 


213/2 


__ (工 一 1 ) _ 

[O — I ) 2 + Cy — 1) 2 ] 3/2 


_ Or + l) z 

[(: r + l ) 2 + (：y + l ) 2 ] 


= 七 k 


3/2 


( 0 , 0 ) 


d 2 V 


= 


dy 


( 0 , 0 ) 
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d 2 V 




3/2 


[( X + I ) 2 + ( y - l ) 2 ] 


dxdy 


( 0 , 0 ) 


[(x — l) 2 + Cy — 1) 2 ] 3/2 


=~k 


S/2 


[(工 + 1) 2 + (: y + l ) 2 ] 


( 0 , 0 ) 


d 2 V 


d 2 V 


d 2 V 


4 - 

卞 dxdy 


x 


y 


dx z 


dy 


( 0 , 0 ) 


COrO) 


( 0 , 0 ) 


4 


= —ka: 2 + kxy + —ky 


+ ' irky 2 > 0 


x -h —^ 




可见， （0,0) 点是稳定平衡位置. 

(3) 在平衡位置 (0,0) 附近， 


1 Td 2 V 

V ( x ，3；) ^? V (0,0) + ~2 l ^ 


d 2 v 


d 2 v 


(0,0)^ 


2 


2 


y 


X 


dxdy 


3y 


( 0 * 0 ) 


( 0 , 0 ) 


2 


irkx 2 + kxy + % -ky 




3 


3 


心 L 

(TV 


+ 工 : v + 了 : y 


—X 


~m v 


I 

厶 


(4) 由动能、势能的表达式/可写惯性矩阵和刚度矩阵为. 


~k 七 k 


0 s 


I 


夕 


Yr> 


A - 




0 


3 


m 


七 k 


m 


CO 


H 


= 0 


2 


七 k - 


七 k 


a > 


Ui 


( l ) 


= 0 


- 




u 2 


CO 


3 


^rk — 


七 k 


O ) 


2 


= 0 


七 k 


—k —— 


m<o 


—— 3mkco 2 + 2k 2 = 0 


m to 


2k 


k 


解出 


a> x = 


仞 2 = 


m 


m 


将出 1 代入 ( 1 ) 式，取 24 ” = 1，得 W 〗 1：) = — 1;将如2代入 (1) 式，取"1( 2> = 1，得 U 2 2) = — 1 

由简正坐标和原用坐标的关系， 


C 1) 


⑴ 


^11 ~12 工 


(2) 


(2) 


7 


^21 ^22/ \: y 
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0 


m 


x 


x 


m 


1 


0 


m 


y 


^ — y 




简正坐标的常数倍也是简正坐标，可取 


+ y ， ^ = J ： — y 


= x 


为简正 坐标. 

(5) 振动模式可图示如图 10. 23 


用原用坐标 ，叫: 


圾2: 


y 


X 


y 


X 


用简正坐标 ，叫 


7 


n 


似2 :名 


10. 23 


10 . 1 . 28 —质量为 m 的质点在重力作用下在一个方程为 


2 


+ : y 


— 


Z 


X 


的光滑曲面上运动，其中2轴指向竖直向上. 

(1) 求此质点的运动微分方程； 

(2) 求质点围绕稳定平衡位置做小振动的简正 频率； 

(3) 若将质点由平衡位置稍微移开一点再放开它，要保证只有较高频率的简正模式 
被激发，工和: v 的位移之比应为多大？ 


-\- y 2 —xy 

z — 2x i: + 2y y 一 i y 一 x y= x {2x — y) + y {2y 一 x) 


(1) 


z = x 


L = Y m[±2 + 夕 2 + 土 2 (2工 - 30 2 + ’吻 - 工) 2 

+ 2 x y (2x — y)(2y — x)] — mg{x 2 + y 2 — xy) 


d dL 


dL 


由 


5=0 得 


dt 


dqii 


d 


[i： + x (2 工 一 y) 2 + y C2x — ^)(2^ — : r)] 


dt 


2 x 2 {2x — y) — y 2 (2y — -\- 2 x y (2y — x、— x y {2x — 3 ^) — 2gx + ^ 3 ； 




d 


石 [5+ ^ (2y — x) 2 + 土（ 2 工 一 y)(2y — x)] 


C 2 x — y ) + 2 y {2 y — x ) ~ x y C 2 y — x ) + 2 i ： 夕 （2 工 — y ) — 2 gy + gx 

o\r {/ 

(2) 在平衡位置， 士 = 0,3；=0,2=0,5=0，由上述运动微分方程或由^ = 0，$： = 0, 
均可得平衡位置满足的方程为 


2 


J0 


3 y 


2gx + gy = 0 
— 2&y 十 = 0 




可见，工 = 0，： y =0 为平衡位置. 
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參 


在平衡位置附近的运动，仅保留二级小量，拉格朗日函数可近似为 


L ^ —m{x 2 + 夕 2 ) — mg{x 2 + y 2 — xy) 


m dt \ dqil dq { 

附近运动的运动微分方程为 


3L 


0或由上述运动微分方程作近似，只保留一级小量，均可得在平衡位置 


x=— 2gx + gy 

y=— 2gy + gx 

x = WiCos (o^ + a) 
y = u 2 cos( < ajt-\-a) 


设 


代入运动微分方程，得 


2g — 


0) 


Ui 


— g 


( 1 ) 


= 0 


2g 


co 


U 2 


— g 


特征方程为 


2g~ 


CO 


- - 


= 0 


2g — 

— Agco 2 十 3 芨 = 0 

V 3^ 


0) 


— g 


4 


0) 




解得 


0> 2 = 


(3) 将叫 代入 （1) 式得 


- gu ? = 0 


( 2 ) 


(2 发一 3^)^i 


( 2 ) 


=—1 


( 2 ) 




的初始位移大小相等、正负号相反时，从那里静止释放，就只有较髙频率的 


因此，当 

振动模式被激发，^ = _1 就是题目要求的: r 和 y 的位移之比. 

u 2 

10 * 1 . 29 图 10. 24中两物体质量均为 m 、 两弹簧的劲度系数 
均为 I 绳子不可伸长，绳子与滑轮间无摩擦力.当系统在平衡位置 
时给左边物体向下的初速度％，求系统的运动. 

取竖直向上的^坐标表示右边物体的位置，竖直向下的 
坐标表示左边物体的位置,的零点分别为系统平衡时 

所在位置，弹簧力和重力的合力的势能为 




( 2 ) 


mi 


工 2 


m 2 


k 


m 


V = ~kx\ + ~k{x 2 — ^i) 2 = + ihx\ — kx x x t 


k 


T = —m x\ + —m x\ 


m 


2k — k 
—— k k 


0 


m 


M = 


0 


m 


图 10. 24 


2k —— moo 2 


—— k 


M = 


H = 


CO 


—— k 


k —— mw 
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鲁 


由|孖|=0得 


— Smkoj 2 + 是 2 = 0 


0) 


3 + V~5~ k 


3 — V^S" k 




i - vy 


k 


—— k 


Oi )= 


m 


1 + v ^ s " 


—— k 


k 


1 + 


k 


k 


adjJ/C^)= 


i - vy 


k 


k 


1 — s / r 5 _ 


( 1 ) 


取 


( 1 )_ 


1，则 




1 + 


k 


— k 


(⑴ 2) = 


-l + v ^ 


— k 


k 


— 1 + v ^™5~ 


k 


k 


adj/f (ct> 2 )= 


1 + 


k 


k 


1+ V ^ 


( 2 ) 


取 


( 2 ) — 


1, 则 




两个特解为 


⑴ 


= sin ( 如 〆+ 七） 

1 — 


a ) 


smOj + a x ) 


•rf 2 ) = sin(^ + a 2 ) 


1 + ^ 


( 2 ) 


smO〆 + a 2 ) 


通解为 


=Cia ： i l) + C 2 x[ 2) = CjsinC^^ + ^) + C 2 sin{(o 2 t + ^ 2 ) 


工 2 = z C \ X ^ C2 工 


( 2 ) 


1 — V ^~ 


1 + VJ 


C^inico^ + a x ) + 


C 2 sin(o> 2 f + a 2 ) 


初始条件为 tt ^ O 时，: 


幻 0 


苧， c 2 = 


^0 


Ci = 


=— 0. 27Qv 


二 3 ()• 724 幻 


0 


0 


V ^5~ 


k 
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a l =: a 2 = 0 


m 


m , 

— sm 


k 


k 


― 0* 724^ 


Xi = — 0. 27Qv 


— sm 


0. 618 


1, 618 


一 t 


k 


k 


m 


m 


m 


m • 


k 


k 


+ 1. 17 v 


工 2 =0. 171^ 


—sin 


— sm 


0. 618 


1* 618 


k 


k 


m 


m 


10 . 1 . 30 质量均为 m 的两小球固定在 
长度为 2 Z 的轻杆上，杆的两端支撑在劲度系 
数均为 A 的弹簧上，如图 10. 25所示，求系统 
只做竖直方向的小振动时的简正频率以及节 
点(振动模式中保持不动的点)的位置. 

取竖直向上的 


轴分别表示 
杆的右端、中心和左端的位置，原点分别取在 

弹簧为原长时1、2、3点的位置. 


工1、工2、尤3 


10.25 


, 2 I 丄 • 2 


T =^r 


V = ~kx\ + —^^3 + + mgx z 


不是都独立的，有约束关系 


Xl 、 a ： 2 、 X 3 


工2 = ^-(^1 + 工 3) ， 或 


工3 = 2丄 2 — 了1 


取 Xi ^ Xz 为广义坐标， 


V =—kx\ + ~k(2x 2 — Xi) 2 + mgxi + mgx 2 


= kx\ + 2kx\ — 2kx x x 2 + + mgx 2 


的零点未取在平衡位置，由= 0 可定出 


y 中有广义坐标的线性项是因为 
平衡 位置： 


工1、工2 


3 mg 


mK 


工2 


尤1 =— 




2k ， 


k 


3mg 


+ ¥, 可将动能、势能写成 


今工\ 


- 7 '.. 


XI—X2 


2 k 


T = —m £\ + ~rn i/ 


y =y 0 + kx\ + 2kx\ - 2kx\x f 

V ( x x ， x 2 ) 


，因不影响结果，不必算出 • 


其中 V 0 = m ： r 2 


( H ) 




( 0 , 0 ) 


性矩阵、刚度矩阵和特征矩阵分别为 


0 


m 


M = 


0 


m 


2k — 2k 

— 2ik Aik 



力学(下册) 


794 


2 是 —— 1710)2 


2k 




H = K - oj 2 M = 


— 2k 4 々一 

— 2 k 

— 2k 4：k — mw 2 
— Skmco 2 + 4 ： k 2 = 0 


mw 


2,k — 


mco 


H\ = 


rr— Q 


4 


m co 


k 


=(3 HnAs " ) —， o >2= (3 —) — 

m 

5 )々 _ 2k 

(i _ ^T^yk 


可得 


m 


( — 1 — 


(出 i )= 


_ 2k 
(1 _ j \/~h 


2k 


adj ^(^)= 


- a + 


2k 


⑴ _ 


取 


1，则 


1 + vT 


(l) 


=—1. 618 


(-1 + VT ) 是 

— 2k 

(1 + vT ) 是 


— 2k 

(1 + vT )々 


H(<o 2 )= 


2k 


adjff(a> 2 ) 


i + 


ik 




( 2 ) — 


取 


1，则 


—1 + vy 


C2) 


= 0. 618 


u 


两种振动模式中节点的位置如下图 10. 26( a )、( b ) 所示 


S 


0) 2 ： 


出1: 


2 


0.618 


s 


1.618 


节点 节点 


⑻ 


(b) 


10. 26 


对于简正频率为 


k 


(3 + -/^)- 


= 2. 288 


= 


的模式，节点位于2点的右方 s 处， 


S 


口 = 1.618 ， S = 0.618/ 


对于简正频率为 
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畚 


k 


(3 — V^5~) — 


= 0. 874 


⑴2 = 


的模式，节点位于2点的左方 s 处， 


= 1. 618/ 


= 0. 618, 


一个质量为 4 m 、 半径为26的均质半球形碗静置在一光滑的桌面上，其边 

缘所在平面是水平的.在它内部躺着一个质量为 m 、 半径为6的完全粗糙的均质球，系统 
运动时，球心与碗心保持在一个竖直平面内，即系统平衡时它们所在的竖直平面•证 明：小 
振动的简正频率为叫、叫，其平方 cof . coi 是下列方程的根 

156 b 2 j ： 2 - 26 Obgx + 75 g 2 = 0 

证明先求半球形碗的质心位置，由图10.27， 


10 . 1 . 31 


xdm 


mx c = 


= 2 nr l p 


sin 汐， 


10. 27 


位于 x 〜 x + d < r 处的质兀质量 


dm = Z^crcosd * rd 6 ♦ p 


rsin ^ • p 27 tr 2 QO^ddd = —r = b 


工 c = 


2^ r 2 p 


这里用了半球形碗的半径 r = 2 b . 

半球形碗对通过碗心的水平轴的转动惯量为 


32 


mb 2 


I = y(4m)(26) 

用关于转动惯量的平行轴定理，半球形碗对通过质心的水平轴的转动惯量为 

Iq = I 一 4m * b z 

取静坐标系 Oxy , X !表示碗的质心 C 的坐标， A 、: y 2 表示球心 D 的坐标 ， x 0 ，表示 
碗心的工坐标是 Of 与竖直线的夹角 J 是 O ' D 与竖直线的夹角，用0表示球围绕球 
心顺时针的转角，如图 10. 28 所示. 

%没作为广义坐标， 


^ mb 2 




以 


y 


o 


$ 


9 




D 


C 


O 


10* 28 
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Xi = x Qt — bsin < p f 

yi = 2 b ~ bcos < p f y \ — ^ 9sin<p 

ft 

+ bsin& 9 ±2 = 土 o, + 办 dcosd 


b <pcos<p 


Xi 




工 o ' — 


工 2 = 义0' 


yz = 2b —— bcosd j 


=b dsind 


y2 


考虑碗为参考系,球与碗的两接触点间无相对滑动，点的速度为 so ? +的，球上的 
接触点相对于 Z ) 点‘‘平动参考系”(对碗参考系而言）的角速度也就是球相对于碗的角速 

度设为 y (规定顺时针方向为正），则 


bid + <p) — b ij) 

=6 + (p 


0 




所以 


碗相对于静参考系的角速度为 h 球相对于球心平动参考系的角速度 0 也就是球相对 
于静参考系的角速度，用角速度合成法则， 


_ •零 * • * 

<p= ip -f- <p= 0 + 2 妒 


将土 1、5^1、土 2、5^、4 与 x < y 、< pH < y 、< p 、 d 的关系计算系统的动能，得 

T =-^ X Am(M + j^i) + 4~^c ¥ + 士讲 ( 土 f + ;!) + 士 X \mb z <p 2 


-? 


-- 2m (±Q f + b 2 尹 一 2b 女 0 , tpcos<p) + —m(±o> -\r b 2 6 


+ 2b ： io f dcosO) + ~ m6 z 9 ? : + ~ mb 2 {6 + 2 的 


2 




fc * 


V =4mgy 1 + mgy z 

AmgiZb — bcos<p) -t 

L=T -V 


(2b — bcos8) 


^■g 




r&u v 


dL 


dL 


: rr ~ = 常量 = 0 


因为 


r ^ = 0, 


dx 0 


o 


求简正频率与初始条件无关，因此我们可以选取初始条件，使上述常量为零, 


— 4mb <pcos^p + tnb dcosd = 0 


sc 0 


4 


= 丁 1? <pcos<p — ~b OcosS 


( 1 ) 


工 o 


(1) 式可以积分， 


4 


= -— bsin^p — —^ sin ^ + 常量 

D 0 

这个式子的物理意义是系 统在工 方向动量守恒. a ) 式可以积分，是几何约束，可以用它 
减少系统的自由度，这样就消除了一个非振动自由度，剩下的是两个振动自由度.将 (1) 式 
代入动能的表达式，并做小振动 近似. 只保留二级小量， 

T 〜〆 + ^ mb 2 Q 1 + ^~ mb 2 < p 6 


X 0 


15 
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V ^5 mgb + 2 mgb <^ + —mgbd 


8 




mb 2 




15 


M = 


二 mb 2 


—mb 


4 ：mgb 0 
0 mgb 


Amgb - ^ mb 2 co 2 


— — mb 2 <o 


15 


H — j K — oo 2 M j = 


= 0 


gb —— ~ tnb z ( o 2 


mb 2 < o 2 


令 


x = ， 


j — ( — j 


mb 2 xj mgb 


f 4 mgb 


136 


— — mb z x 


= 0 


15 


约去公因子 ( m 6) 2 , 可得 


208 


624 


bgx + 4 g 2 = 0 


b 2 x 2 — 


15 


75 


两边乘以空，即得 


2 m 


4 


X 


o 


156W — 2^Qbgx + ISg 2 = 0 

质量为 m 的质点用长为 / 的不可伸长的轻 
绳系在另一质量为 m 的质点上，这个质点又用同样的轻绳 

系在套在光滑水平杆上的、质量为 2 w 的小环上.试证 :在平 
衡位置附近的小振动中有一种振动模式，下半段绳子与铅 
垂线所成的角恒为上半段绳子与铅垂线所成的角的两倍; 

另一种振动模式，上述两个角度大小相等但符号相反. 

证明 取图 10. 29的为广义坐标， 

[_ix + I 6 cosdY + (以 sin /9) 2 ] 


e 


10 . 1 . 32 


m 




m 


10, 29 


T =— X 2 m i : 2 + —m 


[( i : + l Ocosd + l f cosf ) 2 + (/ ^ sin ^ + l f sinf ) 2 ] 


r\ 


2 m x 2 + ml 2 6 + 七 ml 2 + ml x {2 dcosd + ( pcoscp ) + ml 2 8 < pcos {6 — < p ) 




^2m x z + ^l 2 0 + ~zml 2 ml x {2 0 + p) + m / 2 汐 <p 


这里用了小振动近似均为小量* 

V =mglil — cosd ) + mgKl — cos 没） + mgl {\ — cos < p ) 
^mgld 2 + ~rngl(^ 

L =T — V 
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因为 


3 L 


9L 


—=常暈 

A * I | J J* I V 


3r 


dx 


与上题所述一样，可取初始条件，使此常量为零， 


—~/(2 6 + < p ) 

它也是可积分的几何约束，用它可消除一个非振动自由度， 


x = 


T =2 饥 一 ~Z(2 沒 + 9) + w/ 2 ^ + ~m/ 2 ♦ 


4 


— — ml 2 (2 ^ + f ) 2 + ml 2 ❹ <p 


4 


= -r~m/ 2 ^ + ~ 9^ + ^ 9 


ml z — ml 1 


M = 


~ ml 2 — ml 2 


2 


4 


Zmgl 0 


gl 


0 


zw 


2 mgl — ml z u > 2 






= o 


_ — ml 2 ( o z mgl 一 — ml 2 ( o z 


4 


g ! 


co 4 — 亨 o> 2 + 4 ^- = 0 


可得 


7 ， 


<o 2 =2 


0)^ = 


将叫 、吟 分别代 入 H • 11 = 0,可得两个独立的方程为 


mglu { l) 一 — = 0 


2 


— 2 mglu [ 2) — Zmglu ^ = 0 


Cl ) 


( 2 ) 


所以 


2, 


( 2 ) = ~ 1 




⑴ 


^的模式.任何时刻均有 


9= 2彡，简正频率为2 


这就证明了简正频率为 

何时刻均有 < p =—6. 

10.1.33 —个系统运动时,其动能和势能分别为 


T ^ iriql + q 2 z + & 


2 q \ + — q \ + 2 q \ — q x q z 


V 


— <mi 




2 
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# 


如开始时，^ 


0,求此系统的运动. 


= QlO ^Q2 = Q20 = ? 30 ， 9 i = ?2 = 殳 3 




L = T — V = — {q\-\-q2-\-qV> — 2q\ — —q\ — 2ql+qiq2-\-q2qz 


d f 


dL 


由 


5=0 得运动微分方程为 


dt 


dqil dqi 


q \ + 4 ^i — 92 = 0 

92 + 5 分 2 — Qi — Qs = 0 

iz + 4q 3 — g 2 = 0 

设特解具有下列形式'代入上述微分方程，得 

(4 — co 2 )uj — u 2 — 0 

— U \ H ~ (5 _ _ ti 3 = 0 

— u 2 + (4 —⑴ 2 ) w 3 = 0 


( 1 ) 


特征方程为 


4 — “，_ 


-1 


0 


-1 


—1 = 0 




CO 


2 


—丄 


^ ― — 


O ) 


w ^ = w 6 


可解出 

将叫代入方程组 （1), 取 


2, 


&Jl = 


o > 2 




⑴=1， 得 


认\ 


ri - 




i 


J 


• A * . 


将叫代入方程组 （1): 取 


C2) 


1,得 




( 2 ) 


( 2 ) 


= 0， 


_ 1 

- 丄 


将叫代入方程组（1)，取 


C 3) 


1,得 




(3) 


(3) 


— 2, 




均为实数，说明^均为振动.特解可写为 




(^/ 3 亡 +〜 ) 


( 1 ) 


= COS 


("^3~ + ^ i ) 


Cl ) 


= cos 


( v /r ^ + …) 


( 1 ) 


=cos 


( 2 ) 


— cos (2^ ~ H ^ 2 ) 


C2) 


= 0 


( 2 ) 


= —— cos (2^ + a 2 ) 

( V ^~£ + a 3 ) 

=— 2cos(V r "^~， + a 3 ) 

t + a 3 ) 


(3) 


=COS 


(3) 


(3) 


=COS 


2 Cat 

i=l 


( 1 ) 


通解为 


cos Ccoit -\- a { ) ()=1，2,3) 

q x = CjCOsCV^i + a x ) + C 2 cos (2 f + a 2 ) + C ^ cosC^/^t + a 3 ) 


Qj = 
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= C^osCv^s"^ + %) — ZCzeosi^/^t + of 3 ) 


Qz 


C\cos (^\ / 3 t + — C 2 cos ( 2 亡 + a 2 ) + C3COS (-%/ 6 t + %) 

= 0,可定 C *1 、(^2、(^3、々、“2和 “3 ， 


93 = 

由初始条件 :（ = 0 时， 9 l = 


910 > ?2 = ?20 ^3 = 930 ^ 1 = <? 2 = 9 3 


可得 


[ 2(^10 + ? 2 o + ? 3 o)cos + 3(^io _ <? 30 )cos2i + (^io _ 2 分 20 + ^ 3 o)cos 


Qi = V 


[(^io + ? 2o + < 73o)cos — ( q 10 — 2 q 2 o 4 - g 3 o)cos v ^6"^] 


<h =^T 


3 


[2 (^ 10 + ?20 + 93 o ) C 0 S " v 3 i — 3 (g 


9 30 )cos2^ + (gio — 2 分 2o + 《 3o) cos V^6~ t~] 


^3 =了 




10 


10 . h 34 三个质量均为 m 的物体，被限制在 
沿交于一点相互成120°角、处于同一水平面的三条 
光滑直线运动，用三根劲度系数均为々的轻弹簧将 

它们相互连结，如图 10. 30所示.图中三质点分别位 
于 0 ^ 02 , 03 时,系统处于平衡位置.考虑系统在平 
衡位置附近的小振动. 

(1) 写岀系统的运动微分 方程； 

(2) 求简正频率和振动模式. 

(1) 取广义坐标：^ 

统的平衡位置 0 i ,0 2 .0 3 , 


Xl 


m 


O , 


k 


k 


^ % 


o 


120 


m 


m 


k 


，零点分别取在系 


文 3 


太2 


工2、工3 


> 


10. 30 


T = — m(±l + il + if ) 


轴上的两质点分别从平衡位置位移:^、0： 2 时，连结它们的弹賛 


在图 10. 31位于： r : 

的伸长量为 


工2 


jtjCosCSO 0 + a ) + x 2 cos (30° — a ) 


文1 


m 




30。+ a 


Oi 


/30 








0 2 


o 


a 


戈 2 


戈 3 


图 10-31 
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=x l (cos30°cosa — sin30°sina) + : r 2 (cos30 0 cosa + sin30 o sina) 

小振动， XhA 和 a 均为小量， 


COSOT & 1 ， 


sina ^ a 


^3 


^iCOsOO 0 + a) + j: 2 cos(30° — a) ^ 


Oi + 工 2 ) 


2 


同样计算另两个弹簧的伸长量，分别为 Au + w 和 




( x 3 + xi > , 


2 








(A + x 2 ) + 


(^2 + * r 3 ) + 


( j 3 + ^ i ) 


—^[(x x + x z y H- (x 2 + X 3 ) 2 + ( 工 3 + A) 2 ] 




k{2x\ + 2x\ + 2x\ + 2r lt r 2 + 2x 2 x z + 2 x 3 ：^) 


(i^l + 0C\ + ±\) — —k{x\ + x| + X 3 + ^：lX 2 + X Z X Z 4 - ^3^1) 


L - T ~ F 






4 


由 m - 


dL 


0 得运动微分方程为 


m jcj + ~^i + ~kx 2 + — = 0 


4 


4 


^2 + * 7 T ^2 + T 々工 1 + —kx s = 0 


4 


4 


m j： 3 + —^j: 3 + — + ~kx 2 = 0 


4 


4 


(2) 由动能、势能的表达式可写出惯性矩阵、刚度矩阵、特征矩阵分别为 


m 


M = 0 


0 


m 


0 0 


—k —k 


4 


4 


k 七 k 


—k 




4 


t k t k t k 


3 


k 


—k 


—k 


w 






4 


4 


- co z M 


H 


—k 


—k 


— mco 




4 


4 


^~k 


—k 


七 k — 


Ct ) 


4 


4 


为书写简便起见，令 r ^ k . 特征方程为 


4 
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27 — 


mco 


H\ = 


2y — mco 


= 0 


7 


7 


2 V — 


V 


rruo 


{mco z y — 67(m ⑴ 2 ) 2 + 9^ 2 (mo) 2 ^) — 切 3 = 0 

—7, 进而可得 


从各项的系数有 1-6 + 9 — 4 = 0可知.必有一个因子 

{nuo 2 — rf) (mco 2 — irmo 2 — 4 ^) = 0 


2 


m(o 


三个简正频率分别为 


3走 


JL _ 


= 


4 m 


m 


3 k 


± _ 


⑴ 2 = 


4 m 


m 


42 _ m 




m 


m 


= 0 •今是简并的，代入 H 


将如 1 


o >3 依次代入 H 


= 0,只能得到一个 


⑵2 


独立的方程. 

将％、叫代入得 


”(鉍1 +况2 +…） = 0 


取 


⑴ 


1，鉍？) = 0,则 

l ， u?) = — 士，则 U 


⑴1 




^3 


( 2 ) _ 


取 


( 2 ) 


0> 2 




将叫代入得 


—— 2ku^ + ku 2 3) + ku 

ku\^ - 2ku^ + kuT = o 


(3) 


= 0 


取 w { 3) = 1，则 wp ) = 1 ， z 4 3) = l * 

10 . 1 . 35 三个质量均为 m 的质点在由势能 

V = V 0 (e^ + e-^ + e- r ) 


[其中 V 。为常量，是它们的角距离（以弧度为单 
位）]给出的力作用下在半径为6的水平圆圈上无摩擦 


地运动.当0=/3=7=¥时，系统处于平衡.求系统偏离 

平衡位置做小振动的简正频率. 

质点处于图中 A 、5、 C 时为一个平衡位置， 
偏离平衡位置的角位移为 m 时，它们之间的角距 
离分别为 


2 丌 


汙+ A — 久 


a = 


图 10* 32 


2 兀 


^ = ^ + e l - e z 
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« 


2 /r 




V ( d x ，0 2 ， d 3 ) = V 0 e_?(eU + e ' 2-^3 + 


?■ 


々 TV 


1 + ( 沒 1 — 沒2) + — (^1 — d z y + 1 + (没 2 — 沒3) + ~(^2 ~ 0 Z ) 




+ 1 + (^3 - 00 + ir^-eo 


3 


3 + 含汍 一 A ) 2 + 士汍 _ 仏) 2 + 士汍 一 A ) 


= V 0 e — 


2 ? 


= ^0 e 3 (3 + 巧 + 巧 + 的一 6 \ 6 2 — ^2^3 — ^3^1 ) 
T = ^rmbHdl + d\ + dl) 


BOO 

M — 0 B 0 

0 0 B 

_ 

2 A —A —A 
- A 2 A - A 
— A —A 2 A 


2 zr 


其中 B = mb 2 ^ A=Vo 


e 3 ， 


2 A - Bco 2 - A 

一 A 2 A — Boj 


- A 


2 


- A 


= 0 


2 A - Bco 2 


— A 


— A 


第一列加第三列作第一列，再第一行减第三行作第一行，得 

_ 3 A + Bu > 2 


0 


0 


一 ZA 2A — Bco 

A — Bcu ^ — A 


- A 


= 0 


2 A - Bco 2 

(― 3 A + Bco 2 ) [2 A 2 ~ (A - Bw 2 )(2 A - Boj 2 )J = 0 

(- 3 A + Bco 2 ) (- B 2 a > 4 + 3 AB < o 2 ) = 0 




⑴ i =0 


m a 


— 2* r /3 


3 ^ 0 e 

~ Htb z 


3 A 


CO 


= 0) ?i = 


B 


叫 = 0 不是振动，是整个系统沿圆圈做等角速转 
动，只有两个簡正频率，它们是简并的. 

ID . 1 . 36 三个质点，其中两个质量为 m , —个质 

量为加，被约束在半径为 r 的光滑的水平圆环上运动， 
并用三根相同的轻弹簧将它们互相连接.如图 10. 33 

所示，劲度系数为々.让系统只围绕一个平衡位置做小 


振动 


® 10. 33 
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(1) 定性描述系统做简谐振动的振动模式; 

(2) 找出一组简正坐标，求出简正频率， 


方法一：（1)由于在水平面内所受外力的作用线 
都通过环心(弹簧力为内力，在竖直方向，每个质点所受合 
外力均为零），系统对环心的角动量守恒.必存在一个系统 
整体以恒定角速度转动，系统的角动量不为零，简正频率 
= 0,实际上不是振动，实际上只有两个振动自由度，题 
目要求只围绕一个平衡位置做小振动，就是这两种振动模 
式，系统的角动量均为零. 

用 H 03( 如图 10 . 34所示)分别表示 m 、 M、m 偏离 
一个平衡位置（图中虚线表示的位置)的角位移，根据系统 
的角动量为零，可以 设想： 

一种振动模式 —1. 即两个 m 的振幅相同，但相位相反， M 不 




a ) 


图 10. 34 


动； 


2m 


=1. 即两个 m 的振幅和相位都相同， M 的 


另一种振动模式， W 2) = 1，= 


( 2 ) 


M ， 


振幅是两个 m 的振 幅的# 倍，相位相反. 


2 


2 


(d x + 6,) + 士 Mr 2 8 


T = 


( 2 ) 


—mr 


2 


2 


2 丌 


1 , 2 兀 


+ rd z — rd 2 — 


+ rd 2 — r8 x 


+ ~k 


V 


a 


— a 


— r 


—r 


(哥 


2 疔 


+ rQ x —— r6 z — 


~k 


+ 


- 3 


a 


r — a 


其中 a 为弹簧原长. 


L = T ~V 


dL 


d 


dL 


由 


3=0 得 




ddi 


3 0 { 


d x + k{2d x H) = 0 

M d 2 ~\~ kC2&2 — 沒 3 — 沒 1) = 0 


( 1 ) 


m 


( 2 ) 


汐 3 + 々（ 2 没 3 — 沒 1 — 汐 2) — 0 


(3) 


m 


(1) 式+ (2)式+ (3)式，得 


6 I -\- M 0 2 m 0 ^ = 0 


(4) 


m 


(1) 式一 （3) 式，得 


mid I — 0 3) + 3是（沒 1 —沒 3) = 0 


(5) 


用（4)、 （5) 式，可引入两个简正坐标， 


M 


e = + -d 2 + d z 


m 
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% 


相应的“简正频率”为叫=0,它不是振动，而是整体以恒定角速度围绕环心 o 转动, 

7 = 夕 1 一 夕 3 


相应的简正频率为 


3k 


⑴2 = 


m 


= 0, ui l) = - l 的振动模式相对应，简正坐标（应与 


简正坐标7与上述的 

上述的«1 (2) = 1 ,«2 2>= — ^ »«3 2) = 1的振动模式相对应.由此可见试用 （1) 式+(3)式_2 
X (2) 式得 


⑴一 


⑴ 


m(6 J + 沒 3 ) — 2M 0 2 + 3^(^i — 2 沒 2 + 沒 3) 


0 




不能得到第三个简正坐标，改用 （1) 式 X 二 + (3) 式 X 二一 （2) 式 X ^， 得 


m 


2m + M 


_ « 


争* 


Q 1 ——2 d 2 + ^ 3 + 


々(沒 1 — 2d 2 + 没 3) 


0 




mM 


可见 


^=6i — 2d z + d 


为第三个简正坐标，相应的简正频率为 


2m + M 


k 


⑴3 — 


mM 


方法 二:用 前面已用过的方法， 


V ^ irkr 2 (2dl + 261 + 281 - 26 A - 26 2 d, - 2d A ) 


0 0 

M = | 0 Mr 2 0 

0 0 


mr 


mr 


- kr 2 — kr z 


2kr 


kr 2 


—kr 1 2kr 2 
- kr 2 - kr 2 2kr 


K = 




2k — mw 2 


—— k 


- k 


H I = 


2k — Mw 2 


—— k 


—— k 


— 0 


r 


2k ~ 

第一行减第三行作第一行，再第一列加第三列作第一列，得 

— 3是+ 


— k 


- k 


mco 


0 


0 


maj 


一 2tk 2tk 一 A/ct> 2 


- k 


= 0 


2k — mco 1 \ 

( — 3k 4 - mco z )[^2k 2 — (k 一 mco 2 ) (2k — M ⑴ 2 )] 


k —— mo) 


- k 


0 




2m+M 


3 是 


可得 <^\ = 0 f 

将& 代入 H 


k 


( o z — 


⑴ 3 = 


mM 


m 


0, 
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- k 


— k 


— k 


⑵ 




3M 


— k k 2 


— k 


( 2 ) 


m 1 

- \J 




m 


—— k 


— k 


( 2 ) 


( 2 ) 


( 2 ) 


3 M 


( 2 ) 


( 2 ) 


“？）= o 


m 


⑵ 


取 


= i ， 则 


反 1 


C2) 


™~ 0 , Z /3 


2 ) 


_ 1 

- 丄 


将叫代入 H 


0, 




F/J 




M — 2m 


(3) 


k —— k 


—— k 


M 


M 


(3) 


— k 


— —k 


—— k 


= 0 


M — 2m 


- k 


- k 


k 


(3) 


M 


(M — 2m)ui 3) —— Mul 3) —— Mul 2) = 0 

+ Mu^ + mui 3) = 0 


(3) 


取 <) = 1， 则 


2 m 


(3) 


C 3) 


M ， 


将叫代入 


i 2k ~ k - k 

2k — k 
一 k 2k 


Cl ) 


⑴ 


k 


= 0 




[~k 


Cl ) 


(1) 


(1) 


^3° = 0 


2 ui 


( 1 ) 


— 2uz l) + ^ 3 ° = 0 


取 


( 1 ) 


1，则 




⑴ 


Cl ) 


Cl ) 


( 1 ) 


( 1 ) 


0, 


m n 


^13 


12 


( 2 ) 


( 2 ) 


( 2 ) 


汐 2 


m Z 2 


21 


23 


(3) 


(3) 


(3) 


汐 3 


31 


32 


33 


o o d x 

0 M 0 d 2 = 

0 0 


+ M8 2 + md^ 


0 




mdi — m8 3 

m8i _ 2m6 z + m8 3 


1 


汐 3 




ffil 




M 


所以 
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M 


$ — mOi + M6 2 + md 3 


尽 = A 十 _ 夕 2 + 


或 


7 = mdi 一 md 3 


^ — ^3 

^ 一 2汐 2 + 汐 3 

10.1. 37 两个质量为 m 和一个质量为 M 的点状物体 
用两根劲度系数为 I 自然长度为零的轻弹簧连结 ，一 起被 
限制在竖直的半径为的光滑圆管道内运动，如图 10. 35 
所示，物体可以相互通过，求系统围绕平衡位置小振动的振 
动模式，并描述每一个模式. 

用表示 mM . m 三物体偏离平衡位置的 

角位移，均以逆时针方向为正， 


R 


m 


m 


M 


10-35 


( R 2 e \ + R 2 + \ mr z e \ 


T =士 


V = jk ( R 0 2 - Rd ,) 2 + tkiRd z - Rd 2 y + mgRil - cos ^) 

H ~ MgR{l — cos 没 2 ) + — cos 没 3 ) 

kR 2 m + 26\ + 01- 2 d x d z - 26 2 8,) + \ mgR { e \ + d \) 




+ ^rMgRdl 


为书写简便起见，令 X \ = R 6 \ ^ x 2 = RBz fX ^ — RO 




(irf + + 土!） 一 


l = t ~v 




m 


xf — kx^Xz — kx 2 x % 


t{^^R 


I d 3 L 

rn —- 

田 


dL 


= 0 得 


dXi 


m 


Xi — kx 2 = 0 




Mr 


Mx 2 + 丨 2 々 + 4 

+ 卜+心 


工 2 _ + X 3 ) = 0 


— kx 2 = 0 


X 


设 Xi = MiCOS (aif + Of) ，贝 lj 


m 


- k 


k+ R 


0 


^1 


Ct ) 


mi 


Mk 


— Mod 2 


w 2 = 0 


—— k 


( 1 ) 


—— k 


2k+ R 


u z 


- k 


k ^R 


0 


w 


得非零解，必有 


Ui^U2^Us 
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I 




— k 


0 


ma> 


Mg 


— Alco 


— k 


2k ^R 


= 0 


k + r f 


— k 


0 


— mco 


k 


f + i + i s 




K . 


解得 


(o 2 = 


o> 3 = 


Ct)^ — 


R 


m 


2 m 


( 2 ) _ 


分别代入 （1) 式，取 


⑴_ C 2) _ C 3) 


1，可得 = 0 ，^ D = _ 1 ； U 2 


将⑴1 


o> 2 、 cy 3 




Af ， 


1 ;“？）= 1 ，w 


C 2) 


(3)_ 


1 




三种振动模式(如图 10. 36 所示)分别为 


(1 ，0， 一 1) 


⑴1 


辺1: 


m 


2m 


m 


M 


1 ， — 


——1 


⑴2 


M ， 


2 m 


(i ， i ， i) 

第一种振动模式; M 不动，两个 m 振幅相同、相 
位 相反; 第二种振动模式 :两个 m 振幅和相位均相同, 

M 的振幅是 m 的振幅的^倍，相位 相反; 第三种振动 
模式; 三个物体振幅相同、相位也相同，是弹簧保持原 


⑴3 


M 


0 ) 2 : 


m 


M 


m 


m 


m 


M 


图 10, 36 


长(为零)不起作用的情况. 

10.1.38 —块质量为 m 的均质正方形薄板，在相邻的两个角 
用劲度系数为 A 的、完全相同的弹簧悬挂起来，如图 10. 37所示，弹 

簧和薄板在竖直平面内做小振动，求简正频率. 

取平衡时质心所在位置为坐标系的原点，取质心的工、:^坐 
标和绕质心的转角为广义坐标，如图 10. 38 所示. 

用关于转动惯量的垂直轴定理.设正 
方形边长为 a , 绕通过质心垂直于薄板的 


10.37 


轴的转动惯量为/ = 


a 9 


A 


0 


a z d 2 


T = ~m(x + 夕 ） + 


m 


B 


12 


0 


x 


考虑在平衡位置附近的小 振动, A . B 点在: r 、： y 方向的改变 


c 


量分别为 


〜工 + —ad 9 


ad 


A^a 


y — 




y 


10. 38 


厶: Vb = ^ + 


^0b &工 + — 


+ —ad] i — k 


F a = — kAjo A i — kAy A j = — k 


x 


y — 


2 
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+ 七 ad 


々 3 ； + —ad j 


Fb = — ki\x B i — kt^ysj = — k 


x 




注意：由于坐标原点取在平衡位置，考虑弹簧由平衡位置的再伸长来写的“弹簧力”，实际 
上已是弹簧力和重力的 合力. 

Fa , F b 均是保守力，势能分别为 


2 


Va = ~k{Lx A Y + —^(A ^) 2 = —k \ x + -rad] + ~k\ y — ~rad 




V b = —k 


x 


V ^ V A + V B = k^x + + b 2 + jka 2 d 2 

可以验证，由上述的势能求得的广义力 a 、 Q ,、 Q 〃与由 ^W = F a - Sn + Fb • 8^算出 
的 Q ^ Qy . Qs 是完全相同的. 

写惯性矩阵和刚度矩阵时，矩阵元的量纲必须相同，因此我们改取:为广义坐 


标， 


) + ~m{a 6) 2 






12 


~ r 2 ^ c 


十： V 2 ) + kiadY + 2kx(a0)_ 


} 






r 


0 0 


? m 


0 


0 


m 


M = 


0 0 


~m 


2 k 0 k 
K = 0 2 k 0 

、 k 0 k 


k 


2 k — 


0 


0) 


2k — mco 2 


0 


0 


mco 2 


解出 


(Oi = 


10.1.39 三个质量均为 M 的质点被图 10.39 中所画的六根弹簧连接起来， A 、5 、C 
三点是固定的，组成等边三角形，所有弹簧的劲度系数均为平衡时，三个质点组成一个 
等边三角形，如质点受到约束,只能沿的三条中线运动，运动所在的平面是光滑的 
水平面，求小振动的简正频率和振动模式. 

取各质点向外偏离平衡位置的位移 A 4243 为广义坐标， 




T = —M ±i + —M ±2 + ^3 


考虑图 10. 40 —条弹簧的势能，设平衡时弹簧的长度为 


a, 
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7 T 


TC 




= —k 


+ 0 2 —工 i)sm — 


+ ( 工 1 + 文 2 )cos 


a 


a 




7 t 


M 七 k 


+ 2 aix x + 工 2 )cos 7 


— a 


a 


近似中略去了根号内的二级小量这些项，它们对 A 的贡献是四级小量，我们 
只保留 h 的二级小量， 




JL 


6 


10* 39 


1/2 




7 T 


1 + —( 工 1 + : t2) COS 


七 k 


A 


— a 


a 




a 


7 T 


1 + — (j： x + X 2 )C0S — 


^rk 


_ a 


a 


a 


7 T 


= -rk (xi + x 2 )cos — = —k(x x + x 2 ) 


所以 v = y^f + ^ kx \ + + 音是(工1 + x 2 y + 音是 o 2 + 工3) 2 + 1 是(工 3 + x x y 


+ 17^2 + ~zx\ + + —^ 2^3 + 7 工 3 工 1 




M 0 0 

M = 0 M 0 

. 0 0 M 


k —k 


k 


4 


4 


k ~k 


K= —k 


4 


4 


—k —k ^rk 


4 


4 
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—k _ M(o 2 


—k 


—k 


4 


4 


—k — Moo 2 


H\ = 


—k 


—k 


= 0 


4 


4 


- Moj 2 


—k 


—k 


4 


4 


第一行减第二行作第一行，再第一列加第二列作第二列得 


~k —— 


0 


0 


4 


13 


—k — M<o 2 


—k 




= 0 


4 


4 


~k — Moj 


七 k 


—k 




13 


^rk - Mto 2 - ^k 2 = 0 


~k _ Mco z 


—k - M<o 2 


8 


4 


4 


23 


-rk - Ma> 2 M 2 ^ - —kMw 2 + 7k z )=0 


4 


4 


—k — Mo) 2 Mo) z — —k ( M(o 2 — 4 々 ）= 0 


4 


4 


Ak 


Ik 


Ik 


⑴ 2 = 


⑴ 3 = 


(O^ = 


4M 9 


4M 9 


M 


^是简并的，将它们代入 


= 0 ,得 


⑴1 


> 


—rkCUy + U 2 + “3) = 0 


4 


只能得到一个独立方程.今取两个解 

⑴=— 1 ; 


取 则 

取 d 2 ) = l ， i 4 2 ) = — 2,则 


( 2 ) _ 


将⑴3代入好 • 《 = 0,得 


- 2d 3 ) + 4 3 ) + M 3 ) = 0 


一 2 ^ 2 3) + ^ 3 3> = 0 


(3) 


取<)=1，则 


(3) 一 


C 3) _ 


1 


模式图如图 10. 41所示 




2 


3 


2 


2 


Ik 


4Jt 




<&2= 


fi?3 = 




4Af 


10.41 
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一个质量为 M 、 长为 a 、概为 b 的均质矩形板，在其每个角用一根劲度系 
数为々的同样的轻弹簧支撑，这些弹簧只能在铅垂方向运动，求小振动时振动的简正频 


10 * 1 




率 


取平衡时质心的位置为竖直向上的静坐标轴 C 的原点，另取固连于薄板的动坐 

轴在板上分别与矩形的边平行和垂直，如图 10. 42所示. 


'i 


标系 Cxyz 

取质心 C 的 （ 坐标，板对 r 轴的转角％对^轴的转角 <9为广义坐标 




矩形板对过质心的 r 轴、^/轴的转动惯量分别为 


I xx = I yy =合施 2 

T = ^-M^ + \l xx ip 2 + \l yy d 2 = \m t + jrMa 2 ^ + 6 2 


其中分别是矩形板四个角 A . B . D.E 
的？坐标， 


y 




z 


Q 


+ 了厶汐， = ^ — ir a < p — 






E 


C A 


^d = ^ + 7 叫 — ~^bd, G = ( + —af + —bd 


\ 0 


9 


k 


y 


D 


o 


k 




V = irka^ 2 + ay + b 2 6 2 ) 


k 


^M^ + ±Ma z if + ±Mb z d 


L=T -V 




24 


24 


10. 42 


-^(4C 2 + aV+ W) 


d f 3 L 

df i a ^/ dq { 


dL 


5=0 可得 


由 IT 


M f + 4 灸 f = 0 

Ma 2 < p + ka z <p = 0 


12 


- hMb 2 d + kb l Q = 0 


12 


小振动的简正频率为 


3 k 


Ak 


k 


12 k 


2 


CO2 ■ — COj —- 


= 


M J 


M 


M 


M 


一个质量为 M 、 半径为的均质薄圆盘用两根劲度系数均为 t 原长均为 

lo 的轻弹簧，连在一个无摩擦的桌面上的两个固定点，盘可在桌面上做平面平行 运动. 处 
于平衡时弹簧长度为 K >/。） ，求围绕平衡位置做小振动的简正频率. 

取平衡位置为坐标的原点，两个固定点的连线为: T 轴，取盘心的 

及盘的转角 f 为广义坐标，如图 10. 44所示. 


10 * 1 


^1 


攀 


坐标 


工 、：V 
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10*43 


KCOS^, 

xq =工 + Rcos<p ， ys = y —及 sinp 


y + Rsm<p 


x A —x — 


T =-^M(± 2 + 5 2 ) + 女 X ^MR 2 ^ 


■ 




— —^( / — Z 0 ) 2 


V =—k 


(/ + -R + x A ) 2 + y 2 A 一 h 




/o) 


{I -\- R — 工 B) 2 + — ^0 

代入保留二级小量，经计算可得 

V = ^rk r2^ 2 + 2( 1 _ 与 


2 


+ 2RG + R) 


y 


L =T — V = —M(i： 2 + 夕 2 ) + ~MR 2 爭 

— k\^x 2 + 1 — ^f]y z 


4 


)^] 


0 


+ RQ + R) 1 — 


d i dL \ dL 


5 = 0 可得 




dr 


a?, 


n? 


1 


M 2kx 


0 




My+ 2(1 - 令 ) 


是夕 = 0 


—MR <p-\- 2(/ + i?) 1 — k<p = 0 


小振动的简正频率分别为 


2k 


o> t = 


M 
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2k{l — Z 0 ) 


= 


Ml 


4(/ + 及）（/ — / 0 )是 


仞3 = 


MRI 


10.1.42 两个质量为 M 的小球用三根劲度系 

数均为 I 原长均为令的轻弹簧相连，且连到两个固定 


k 


k 


M k M 


a 


a 


a 


点上，如图 10. 45 所示，小球能做左右和上下运动，求 
系统围绕图示的平衡位置 


10. 45 


个 y 2 h 

I ■一 1 ， ^— - 


^1 


做小振动的简正频率(重力可以不计). 

取平衡位置为广义坐标 
沿左右方向，沿上下方向，如图 10.46 所示 


的原点, X \^ Xi 轴 


工 I 、％ 、工2、52 


A 


文 1 


a 


a 


10-46 


V — ~k 


(a + x x ) 2 -\- yI — 




~a 


a 


+ 士石 


(a + —心） 2 十（: y 2 — > i ) 


a 


a 


a 


- ^rk 


(a — x 2 ) 2 + yi — 


— —k 


简化计算时注意保留二级小量，例如 


a 


+ 工？ + 2ax x + Y 


+ + ^：1 + ^1 


a 


a 


— a 


4 


2^1 £i _L 3i 


a 


a 2 + X? + 2ax x + W + 了 


1 


— a 




4 


a 


a 


a 


+ — 丄 (?£i 丄 £i 丄 d 


1 2x 


a 


a 2 + Xi + 2ax x +3^ + 了 


+ 




— a 


2 


4 


a 


a 


a 


a 


a 


a 


x\ + 2axi + 3^1 + ~ 7 " 




- a ^\ — "7T 


4 


4 


可得 


V = —k{2x\ + 2x\ + — 2x x x 2 — ^ 1 ^ 2 ) 


L = —M( x\ + x\ y\ + y\) — —k{2x\ + 2x\ + ： v? 十 : y! — 2x x x z — : Vi_y 2 ) 


d i 3L 


3L 


由云 


5 = 0 得 


ck 


dqii dqi 


M + 2kx x 一 kx 2 — 0 
M x 2 + 2kx z — kxi = 0 


( 1 ) 


(2) 
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M y\ + ky x — —ky 2 = 0 


(3) 


My 2 + ky 2 — —ky Y = 0 


(4) 


(1)、 （2) 两式的特征方程为 


2 k — 


— k 


= 0 


2 k — Mco 


— k 


解出两小球在左右方向运动的简正频率为 


k 


3 k 


艺 ■■■■■■ 


a>i = 


M ， 


M 


(3)、（4) 两式的特征方程为 


k — Mco 2 


— 七 k 


= 0 


k _ Mco 2 


— 七 k 


解出上下方向运动的两个简正频率为 


3 k 


( Oa = 


0> 3 = 


2M’ 


2M 


附带指出，如作用于小球的重力不能忽略.势能中需加上重 
力势能，不影响运动微分方程（1)、（2)式，因而不会对叫、叫有 

所影响，但微分方程（3)、 （4) 式需作修改，都有一项重力的常数 

项，只是影响在竖直方向的平衡位置，对吨、从 I 也无影响. 

10 . 1.43 四个质量为 m 的全同质点用四根劲度系数为是 

的全同弹簧连起来，被限制在一半径为6的光滑的水平圆周上 

运动，如图 10. 47所示. 

(1) 有几种小振动振动模式； 

(2) 小振动简正频率多大？ 

(1) 显然四个质点的连线构成正方形时系统可处于平衡，按逆时针方向依次给 
每一个质点编号，用逆时针方向偏离平衡位置的角位移 e ' m 作为广义坐标， 

T = \mbKd\ + % + 巧 + %) 


图 10. 47 


7 T 


7 T 


26 sin — — + 8 n+1 — 6 n — 26 sin 


V = —k 


4 


71 3 * 1 


其中 Qd 计算其中 一 项的近似式， 

+和 sin +( 


7T 


7Z 


二+汐2 —汐1 


— 26 sin — 


4 








= —k * Ab 


sin —(^2 —夕 l ) 


COS ™r(^2 — ^l) + 






e ,)_ 


= ^kb z {d 2 - do 


亡 （A — 


^ 2 kb 
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4 


n— 1 

显然名 =& = A = ^，V = 0, 是随遇平衡的情况，是整体转动的情况，它不是振动，因此四 

I 

个自由度的系统，只有三个振动自由度,故有三种小振动振动模式. 

mb l (3\ + 6\ + d\ - $\) 


所以 


— On ) 2 


v = —kb 


« 十 1 


4 


( 2 ) 


T = 


v ^kb z ne 2 - d x y + o 9 3 - e 2 y + (^ 4 - e z y + - 氏 ) 2 ] 


4 


kb z {0\ + 沒 i + 的十巧 一 H 一 ^2^3 — H _ 


mb 2 0 0 0 

0 mb 2 0 0 

0 0 mb 1 0 

0 0 0 mb 


M = 


2 


kb 2 - +kb 


—— —kb 2 


0 


kb 2 


kb 2 


—— ~kb 


0 


2 


kb 2 


- 七 kb 


kb 


0 


— —kb 2 


kb 2 


—— ~kb 


0 


k — 


— ~k 


0 


mco 


n 


L. 


k k —— 


0 


co 


9 




I = j 


= 0 


0)"i 




— —k 


k - 


- ^rk 


0 


0) 


- 七 k 


k — 


—— ~k 


0 


O ) 


m 


第二列减第四列作第二列，然后第二行加第四行作第二行，可得 


k - 


k 


0 


0 


0) 






—— k 


—— k k —— 


0 


0) 


= 0 


k — 


- 七 k 


0 


0 


co 


m 


— (k — m<o 2 ) 


—— ~k 


- —k 


k - 


(O 


k 


可见 


k — 


= 0 , 


O ) 


(Oi = 




m 
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k — ma ) 2 


- —k 


0 


k — mco 2 = 0 


一 k 


—— k 


k — mo ) 2 


— 七 k 


0 


(k — ma> 2 ) ( — k) — ~rk — (k — mo) 2 Y — ~k ( — k) (k — mco 2 ) = 0 


{k — moj z ^)\_k 2 — {k — ma) 2 Y _ 


0 




ik — mco 2 ) ( 2 k — mco 2 ) • mco 2 = 0 


k 


2 k 


所以 


a) 4 = 0 


( O ^ ==z 


⑴ 3 = 


m 


m 


叫 = 0 不是简正频率，系统的运动是整体一起以恒定的角速度转动. 

10 . 1 . 44 —质点在一个三维各向同性谐振子势场中振动的角频率为 W 。, 若质点带 
电荷6还受到均匀的电磁场作用,忍= 54，£二£^.求质点的振动频率，并讨论在弱场和 
强场两种极限情况下的振动频率. 

= 召 0 灸， E=E 0 i 

j>= —E 0 x 


可取标势 


矢势 


A=—Bo( — yi^^j) 

VXA = B 0 k 


可以验证有 


T = —mix 2 + j/ 2 + z 2 ) 


V ——truolix 2 + y z + z 2 ') + e <f> — e r* A 


<o 2 0 (x 2 -\- y 2 + z 2 ) — eE 0 x + —eB 0 {± y — x y) 


=—m 


(x 2 + 夕 + z 2 ) — —mcoKx 2 + y + z 2 ) + eE Q x — —eB 0 (x y — x y) 


L = T -V 


—m 




出 d iL dL nm 

由 U —$ =0 得 


x 一 eB 0 y-\- mo>\x — eE 0 — 0 

m 3;+ eBo i:+ mco\y — 0 

- {- m(o\z = 0 


m 


m z 


立即可得质点在 2 方向振动的角频率为 w 。 


eE 


0 


若令 X ’ 


mo>\ 


eB 


0 


( 1 ) 


y= 0 


X 


m 


eB 


0 


升 ^ly + 


( 2 ) 


= 0 


x 


m 


(1) 式 +(2) 式 Xi, 再令 




U) = X 
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' + i 3?+ + i^) + i ^^( 土 ' + ijO = 0 


+i —^w+colw — O 


特征方程为 


eB 


-\- u>l = Q 


e 2 B 2 0 


土 'W + 勞 1 


i 也士 


eB 


— 4 如 




2 m 


4 


eB 0 


= Cjexp i — 


e 2 Bl 


eB 


+ C 2 


ft>o + 


exp t 


4 


^0 , hi e 2 Bl 
-^7+ J-0 + 7 ^ 


x f = Rew =CiCos 


m 


e z Bl 


eB 


+ C 2 cos 


t + a 2 


2m 


4 m 


+ 丄 + w 


eB 


=Cisin 


^ = 


2 m 


e 2 B\ 


eB 


+ C 2 sin 


2m 


4 


eE ° =与 + Ci cos 


+ '/W + 9 ’ + A 

im 


eB 


^0 


^0 


2 m 


m 




eB 


+ C 2 cos 


2 m 


^2 D2 - d 

可见，在方向，振动角频率各有两个，它们是 a / 士 d ， 在 z 方向，振动角频率 


4 


为叫 


弱场极限情况下， ^ 《 0> 。 , 尤、：^方向的振动角频 


eB 


率各有两个，它们 是叫士 


强场极限情况下,方向的振动角频 

率仍各有两个，它们是 # 十^和 

10.1. 45 — 个苯环模型是由一个光滑的、无质 

量的圆环上串上六个质量为 M 的小珠子，珠子之间 
用劲度系数为 & 的六根轻弹簧相连，如图 10. 48 所 


(O 2 o 


ml 


eB 
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示那样组成，并考虑圆环是固定的. 

_ 

(1) 说明系统有多少个小振动振动模式； 

(2) 算出所有的小振动简正频率和振动模式并画出振动模式图，用箭号表示珠子的 
运动的振幅和相位，涂黑表示小珠静止不动； 

(3) 哪些振动模式与实际的苯分子的振动模式有联系. 

提示:可利用问题的对称性简化计算. 

(1) 给六个珠子按逆时针方向依次编号，从1到6,偏离平衡位置的角位移也相 
应的标为 从义到 氏，逆时针方向为正. 

设圆环的半径为 r ， 弹簧的原长为 a ， 则系统的势能可写为 


虹 2 2 

(=1 


h \ n n ^ 

o 十 ^1 + 1 — ~ 


其中 $7 = 01， 

显然，当仏氏时, v = 常量,这是随遇平衡的情况，系统整体做恒定角速度 
的转动（因为系统所受外力均指向环心，对环心的角动量守恒，因此角速度必须恒定），系 
统有六个自由度，去掉一个 O >=0 不是振动，尚有五种小振动振动模式. 


S e \ 
1 = 1 


( 2 ) 


7 =今 Mr 


1 = 1 


L 


- ™ - 




十 + 氏 


-di- — 




+ 1 


3 L 


d 


9 L 


由孟 


= 0 得 


d9 { 


ddi 


M 6 i - j - k( — + 2 d { — 9 i -\-0 = 0 


(J = 1 , 2 ,… ， 6 ) 


中 ^7 = d \ fdo = ^6* 

令 ^ = 代入微分方程组，要得 


的非零解需满足特征方程 




1 0 0 0 1 


€ 


1 


10 0 0 


£ 


0 1 


10 0 


e 


= 0 


0 0 1 


1 0 


€ 


0 0 0 1 


1 


€ 


1 0 0 0 1 


€ 




其中 


e= 


k 


把行列式展开，求 e 的六个解，进而求出六个 cu 值.可求出简正频率，不是太麻烦，可 
进而求振动模式就比较麻烦了. 

下面我们利用问题的对称性，可以简化计算.如前所述，系统对环心的角动量是守恒 
的，角动量不等于零是整体的转动，五种振动模式系统对环心的角动量均为零，由此考虑 
对称性，可画出图 10. 49所示的五种振动模式（尚待验证). 

第一种振动模式，如图 10. 49( a ) 所示. 

没1 = 0，没3 = —沒2，没4 = 0， = — dc 


力学(下册) 
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必 5 


& 2 


^3 


仞4 


俗1 


( b ) 


(C) 


( e ) 


(d) 


(a) 


m 


10. 49 


运动微分方程可简化为 


k [_ - ( - 没 5 )— 沒 2 ] = 0 

M 6 z -\- k\_2d z — ( — 沒 2)] = 0 

A /( — & 2) + 々[ H ~ ❹2 _ 2( —汐 2)] = 0 

k\_— (— 0 2 ) —沒 5 ] = 0 

M 0 5 - k [_20 s —( — 汐 5 )] = 0 


MC — 沒 5) + k[_ —没5 + 2( —没 5)] = 0 


六个方程中，只有三个独立的方程，它们是 


M 0 2 ^ kd 2 = 0 

Af 々 5 + 3k8 B = 0 

^5 — ^2 


0 




3 是 


由此可见 I = 


M 


—1 >W3 1>= —U2 l) = 1 ， z4” = —W 1 ) = 1 ，鉍 S 


⑴ 


1) 


如图 10. 49( a ) 那样，取^ 2 1) = 一 1，则 
=^ 4 1) = 0-正如解图 10* 49( a ) 所示 • 

第二种振动模式，如解图 10. 49( b ) 所示 




— ❹ Z ， 汐4 


6\ — Q ^ 汐6 = _ ❻2, 汐5 


0 






运动微分方程可简化为 


k (8 2 —汐 2 ) = 0 

M d 2 + k{20 z — 0 3 ) = Q 

M 8 3 + kC — &2 + 2汐 3) = 0 

是（ 一 汐 3 +汐 3) = 0 

M 6 2 k { 一 2^3 + 沒 2) = 0 

I 

— M 8 2 是（汐3 — 2汐 2) = 0 




独立的方程只有两个，它们是 


M 汐2 + 2 k &2 —是没3 = 0 
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M 夕 3 + 2kd^ — kd 2 = 0 


特征方程为 


2k - Mco 2 


— k 


= 0 


2k — Mw 2 

MW — UMa ) 2 + 3 是 2 = 0 

(Moj z - k)(M<o 2 - 3k) = 0 


- k 


Zk 


其中 


f 就是前述的第一种振动模式， 


(Oi = 


k 


■■■ ■■ 


M 


(2k — Mcol^)U2 2) — kus 2) = 0 

—kul 2) (2k — M(ol)ul 2) = 0 

( 2 )=-l ， 


由 


或 


并按解图 10. 49( b ) 所画，令 z 4 2) = _1 ，可得 
所以 wi 2) = 0,«2 2> = — 1 ， m ?) = — 1 ， i 4 2 ) = 0， mP ) = 1， t 4 2> = l . 正如解图 10. 49( b ) 所画那样. 

第三种振动模式，如解图 10. 49( c ) 所示， 

= 0^ ~ q ^ Q% = — ❹ I ， 9% 


— 汐4 




运动微分方程可简化为 


M 61 + ki 2di ) = 0 

M 6 1 -2k6i + kd^ — 0 

M 合 4 + Skd^ kO\ = 0 


M ^ 4 + 3 々夕 4 = 0 

— 8i 

只能得零解，无意义，可见不存在这种模式. 

重新考虑第三种振动模式，如解图 10. 49(d) 所示， 


0 




汐 2 = — A ， 汐 4 


— 汐3，夕6 


~ d s 






运动微分方程可简化为 


M 汐 1 + 3 是沒 1 + 々沒 5 = 0 


Md\ + Zk0\ + kd^ = 0 


M 沒 3 + Zkd z + kd x = 0 

M 冷 3 + 3^^ + = 0 

■ 

M <9 5 + + kd % = 0 

M 6 $ + + kdi = 0 

六个方程中最多只能有三个独立的方程，当 d ,= d ,= d , 时，六个方程都变成 

m b { Akdi = o 


(Z = 1 ， 3,5) 


力学（下册) 
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4是 


(3) _ 


可见 


M 


取仏 (3) = 1，则 

现考虑解图 10. 49( e ) 所示的振动模式， 

沒3 = —( 沒2 + 夕4)， ^6 


(3) _ (3) 


(3) — - (3) — (3) = — 1•其模式图正如图 10. 49( d ) 所示. 


1 ， w 2 




Uz 


(汐1 +沒 5) 






运动微分方程可改写为 


Md l + 々（ 3 仏 + 没 5 — &) = 0 

M 6 z -\- ^ (3^2 — 夕 1 H™ 夕 4 ) — 0 

— M {6 2 + /9 4 ) + 是（一 3^2 — 3 沒 4) = 0 

m 々 ’ 4 + 々⑽ + e 2 -ds) = o 

I 

M 6 5 H - ^ ( 3^5 —沒 4 + 没1 ) = 0 

— M{6 1 + 々5) + 是 （3 没1 + 3沒 5) 二0 

由式 (3) 和式 (6) 可得此振动模式的简正频率为 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


(5) 


( 6 ) 


3灸 


oj 4 = 


M 


考虑到此简正频率，由式 （1) 或式(4)，可得仏= 4,由式 (2) 或式 (5), 可得久=久. 

因此振动模式为 w { 4 ) = 1，《4 4> = 1, M 4 4) = 1»«5 4) = 1，《4 4 ) 

— («1 <4) + «5 4> ) = — 2,和图 

10. 49( e ) 所画的是一致的.这里， tt { 4) = l , d 4) = l 是我们可 

⑷— 


2 


=— (以 + 0-2 


(4) 




⑷=一 1， 


(4) _ 


j 任意选取的，如取 

==0，《〗 4> = 0,实际上就成了第一种振动模式，表面上的 

只能有两种独立 


(4) 


1 


4 


(4) 


差别可以给小珠重新编号加以消除. 

的选取法，如取 ==0， M 2 = —1 ，就与第 一 种模式的写法完 
全相同了；若不重新编号，也可把 


Ui ^ U 2 


6 


= 0的振动视为第 


^ 3=^6 


图 10. 50 


第四两种振动模式的线性叠加. 
现找第五种振动模式，试用图 10. 50的模式图， 




0 i ―― d 2 9 夕 3 


沒4 =—夕5 


-9, 




独立的微分方程为 


A / 61 々（3沒1 + 沒3) = 0 

M 占3 +走(沒1 + 2沒3 —沒 4) = 0 


(7) 


( 8 ) 


M6 a + ki 氣 - ^) = 0 


(9) 


式 (7 )Xa + 式 (8) X 6+ 式 (9) Xc ， 得 

Mia 6 I + 6^3 + f 々 4 ) + 々 [(3a + + {a 2b — c)0 3 + ( — b + 3c)0 4 ] = 0 


(10) 


d ^ bds + cd , 成为简正 坐标. 要求 a 、 b、c 满足下列方程组 


a 
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參 


3ci b 
(2 + 26 — c — b 
— 6 + 3 c = 


a 




c 


由此可得 
取 a =1，则 

将 a 、6、 c 值代入式(10)，得 


b— — 2a , 


^rb 


c — 


b =-2. 




c = 


MCd I — 2 0 z —夕 4) + 是（沒 1 — 2沒 3 —沒4 ) = 0 


k 


所以 


仞 5 = 


M 


将 di = ui ^ e l ^\ d 3 = U 3 




夕 4 = 乂 5 )6〜代入式(7)、（8)、（9)，得 


e 




(5) 


(5) 


2^i 


= 0 


(5) 


(5) 


(5) 


= 0 


(5) 


⑸ 


2 u 


= 0 


4 


取 


(5) 


1，则解得“ 5) = —2，^4 


(5) 


—1，再用 = — dtyQ % = — — —没5，得 = — 1， 






2,«严=1;正是图 10. 50所画的模式图. 

(3) 实际的苯分子和题目所给的苯模型类似,但苯分子不存在固定的圆环，没有受到 
圆环给予的作用线通过环心的力，因而质心的加速度为零，因此凡是振动模式中质心加速 
度为零的与实际的苯分子的振动模式有联系，它们是简正频率为叫和 o > 4 的振动模 
式，模式图分别是图 10.49( a )、( d )、( e ) 图.如果整体的转动也算一种模式,它也是与苯分 

子有联系的 • 


(5) 




在小振动理论中，常遇到如下形式的拉格朗日函数 

L = T -V 


10 * 1 


N 


^ijQi Qj 

i.，X 


其中 


T = 


N 


I * 7=1 


y = 


矩阵 (%) 和忍 =(~) 是实对称的. 

( 1 ) 证明 .4 是正定的，即 x T • A • jc >0, 对任何的列矩阵均成立.证明一般这样一个 

矩阵的本徑值太于或等于零，并说明我们不会涉及零本征值； 

(2) 证唠 矩阵# 1/2 是存 在的； 


N 


E ( # 1/2 S ) A ，其中 S 是 JVX TV 矩阵，引入新坐标心，证明 

j=l 

可以选用矩阵 S 使 A 和 B 都对角化，说明对角化后的 B 的对角元素的物理意义. 

1 IE 明 （1) 对于一个由 n 个质点构成的质点系，采用笛卡儿坐标， 

n 

t = i 

与原用的笛卡儿坐标的变换关系，对于小振动问题可写成 


(3) M 坐标变换关系仏= 


yf + ^ 2 ) > 0 


T = ~ 


采用广义坐标 


91，？2, 




_ ■ » 
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，？ 2 ， ". ， <1n) 


yi(qi ，？ 2 ,… ， qN) 

Zi =4(<?1，92,…，办） 






G = 1，2, 


， n) 


攀 _ • 


可得 


N 


2 

i ， j = 1 


M 


Qi Qi > o 


(1) 


CL “ 


tj 


其中％ 是在平衡位置的值，故为常量、实数， A=U V ) 是实对称矩阵， （1) 式也可写成 


T 


T = 


A • o ^ 0 


对任意取的 g 或写作 JC， 都有 T = x T • A • JC^O 

设 x , 是4的本征值; I,的本征矢量， SP 




(M = 1 ， 2 ,… ,N) 


A 


( 2 ) 






M 


因 A 是实对称的，其本征值 A, 均为实数. 

式 (2) 两边左乘 xj， 


N 


<2 

1 = 1 


T 


T 


义 〆 # = 入^^ 


A 


x 


x M = X 


X M 






M 






N 


sry 

JC/^0, Zj 

t—l 


因为 xj • A 

我们不会遇到 a 有零本征值的情况，如 a 存在零本征值，则 a 对角化后写出的动能 
的平方和式子中少了一项广义速度平方项，则由拉格朗日方程，拉格朗日函数中既无这个 
广义速度，也无这个广义坐标，自由度数就不对了，这是不可能的，因而惯性矩阵是不会出 
现零本征值的. 

(2) 只要 |/4|>0, 就有 4 ±1/2 存在.现在证明 | A |>0, 实对称矩阵可作正交变换使之对 

角化.设使 A 对角化的正交变换矩阵为 S , S T S =/( /表示 NXN 的单位矩阵）， 

S T ^ AS = X 


>0,因而这就证明了 A 的本征值大于等于零. 


Xpd 


这里 A 是一个对角矩阵， 


Kj = 


N 


5 = A =丄丄人.〉0 

i — 1 


\ A \ = \ A \ |S r | |S| = |S T • A 


(A 的本征值 A* 均大于零） 

(3) 用变换 ( A- 1/2 S),^ 引入新坐标伏 

>=1 

= (A^ 1/2 S d) T * A * A 


，这里 S 是使 >4 对角化的正交矩阵， 


- 1/2 


T 


T = 


A 


= d T s T ( A- 1/z ) T - a - a 


- 1/2 


s 


A 是实对称的， 


A T = A 


- 1/2 


(A ' 1/2 ) t - ( A t ) 


一 1/2 


= A 


T = d T S T • A~ m - A - A~ l/Z - S 


一 1/2 


T 


= e T S T A - A~ l/Z A 


= e T s T s 


s 
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与此类似，可得 


T 


= 6f r S T A~ l/2 BA^ l/2 S 6 


V = 


因为 A . B 都是实对称矩阵，其中用了 


(A 


- 1/2 


A~ l/2 ) r = (A _1/2 ) 


TnT 


(A~ l/2 ) T = A~ l/2 BA~ l/2 


A - 1/2 i?A_ 1/2 是实对称矩阵，能被正交矩阵 s 对角化.所以，我们得到 


N 


N 


)=1 


)=1 


T = 


y = 


其中尽是 A - 1/2 BA _ 1/2 对角化了的矩阵的对角元素，即 

{S T A~ 1/2 BA- l/2 S) ij = 


拉格朗日函数为 


N 


)=i 


L = T -V 




dL 


d 


dL 


由拉格朗日方程 TT 


^=on 


di 


d 6 i 


ddi 


6 i + BSi = 0 

因此及是系统的简正频率的平方. 

10. 1. 47 一根轻弹性绳在两个固定点之 

间拉紧间距离为 4 a , 绳的张力为 r , 一 个质量 
为 3 m 的质点系在绳子中点 C ， 两个质量为 4 m 的质 
点分别系在 AC.CB 的中点，该系统开始处于平衡 
状态，突然给两个质量为 4 m 的质点以同样方向的 
横向速度《，证明质量为 3 m 的质点在£时刻的位移 


(i = 1 ， 2 ， … f N) 


X 


图 10. 51 


为 


4u 


+ 


— snuot 


cot 


sin 




5 ⑴ 


其中 


(不考虑重力的作用）. 

证明 取自 A 至 B 依次排列的三个质点的偏离平衡位置的横向位移 

义坐标，如图 10. 51所示， 


0 )= 


为广 




dx 


3 x 


4m Xi = — t — 


dy 


dy 


y=a-\-€ 


— £ 


2r 


工 i 


工 2 — 


r 


工 1 + —工 2 


a 


a 


a 


a 


3x 


dx 


3 m x 


dy 






y=Za-\-£ 


2 t 


- 

工 2 工 1 


工 3 —工 2 


—+ 一 A + - x 3 


r 


a 


a 


a 


a 


a 


dx 


dx 


Am x 


r — 


T — 


3 y 


dy 


3cz — e 


y=3a-\-£ 
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0 — x 3 


2r 


x 3 _ x 2 


r 


— — 工 3 + — 工 2 


r 


a 


a 


a 


a 


运动微分方程也可由 


T = — (4m) (±1 + i ： 3 > + "TT # 3m x\ 


2 


V = 士 丄 Dr? + ( jt 2 — x x ) 2 + ( x 3 — x z ) z + x \] 


a 


d aL 

d4 ai： ( 


dL 


L = T -V, 


a = i ，2,3) 


0 








dx { 


获得 


令1 = 4,运动微分方程可写为 


a 


4m x x + 2Ax\ — Ax z = 0 

3m x 2 一 Axi + 2Ax 2 — Ar 3 = 0 

Am ir 3 — Ax z + 2Ax^ = 0 

设 Xi = UiCos {( ot + a ) (i = l ，2,3) ，代入微分方程组，得 

i2A — 4 w^ 2 )^i — Aui = 0 

— Aui (2A — 3wcw 2 )w2 — 乂汉 3 = 0 

— Au 2 + (2A — 4 mw 2 ) u 3 = 0 


特征方程为 


2 


— A 


2A — Atnco 

— A 


0 


2A — 3mco 


— A 


= 0 


- A 


2/i — 4moj 


0 


将第一列减第三列作第一列，再将第一行加第三行作第三行，得 




2 A — Antw 




0 


2 A - 3m<o 

— 2 A . 

(2-A — Ama> z )(l2m z o/ t — lAAnuo 2 + 2A 2 ) = 0 
A{A — 2m(o z )(iQm(o 2 — A) imco 2 — A) = 0 


— A 


= 0 


0 


2A —— 4m<o 


0 


A 


^ = 2^ 


m 


a 


A 




a 


A 


T 


0>3 = —— 


m 


a 


将 w 代入特征矩阵，求其伴随矩阵， 

0 — A 0 


-A 2 0 A 2 
0 0 0 
A 2 0 -A 2 


adj — A —A 


—— -A 




0 — A 0 
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_ 


1) ~⑴ 


成正比.可取 


其任一非零列与 


w?) = 0 ， ul iy =— 1 


Cl > 


将 M 代入特征矩阵，求其伴随矩阵, 


4 


4 


A 2 ^A 2 A 2 


A —A 0 


3 


16 


4 


A 2 


A 2 


A 


adj - 


A — A 


4 


4 


A 


A 




0 - A 


A 


( 2 ) 


( 2 ) 


( 2 )_ 


取 


将 4 代入特征矩阵，求其伴随矩阵， 

— 2A — A 
— A _ A _ A 
0 — A — 2A 


A 2 - 2A 2 A 2 

— 2A 2 4A 2 — 2A 

A 2 - 2A 2 A 2 


adj 




( 3 )_ 


( 3 ) 


取 


( 3 )_ 


^1 


通解为 


=0^1^008((0^ + a x ) + C 2 u i 2} cos (<o 2 t + a 2 ) + C z u{ Z) cos (co^t + a 3 ) 


工 l 


+ C 3 cos 


+ CgCos 


=C\cos 


亡 + 


4 


r 


— 2C 3 cos 


工 2 = —C 2 COS 


t + ^3 


ma 


a 


T 


+ C 3 COS 


^ + C 2 cos 


JC 3 C\0os 


亡 + a 3 


i + a 2 


a 


K 


= 0 ， h = i 3 = w ，土 2 = 0 ，定出 a l = a 2 = a 3 = 


yCl = 0 $C 2 = 


初始条件 : t=o H 


,Xl = x 2 = x 3 


2u ma 


3u 16ma 广 —— 

~ Z ~ ，。3 = — 7 


r 


r 


质量为 3 m 的质点 £ 时刻的位移为 


4 


2 u 


3u / 6ma 


TV 


ma 


K 


T 


COS 


cos 


， I 

-— t + — 


x t — n 


X 


a 


4 w 


4 w / 6 ma . 

- sin 


a . 


r 


sin 


r 


r 


ma 


T 


，可把 a 改写成 


令 


co¬ 


ma 


Au 


^/^Qsin 


cot — sinatf 


工 2 = 


V ^~ 


5 ⑴ 


(1) 两相同单摆，质点质量为 m ， 摆长为/，用劲度系数为 A 的轻弹簧连起 
来，弹簧的自然长度等于两悬点间距，如图 10. 52( a ) 所示•试求此系统围绕平衡位置做小 


10* 1* 48 
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⑻ 


(b) 


10- 52 


振动的简正频率和振动模式； 

(2) 无限多个这样的单摆，两两用弹簧耦合，如图 10. 52( b ) 所示，求此系统的振动模 
式和相应的简正频率. 


b\ — \mgld\- —mgW\ — —kQ8 2 —ie lY 


(1) L = —ml 2 6 i + —ml 


dL 


d 


dL 


由子 


3 = 0 得 


dt 


ddi 


ddi 


ml 1 6 i + — kl z (&2 — 沒 l) = 0 

ml 2 6 2 + mgW 2 + kl 2 (d 2 — 没 l) = 0 


( 1 ) 


( 2 ) 


式 （1)+ 式 （2) 得 


no, + e 2 ) + gie, + 沒 2 ) = o 


式 （1) —式 （2) 得 


ml - ^ 2 ) + img + 2kmd x -d 2 ) =0 


可取简正坐标多、7, 


彡= 汐1 + 汐2， ^ = d x — 0 


了（冬 — 7) 


沒1 = 7( 芒+ 7) ，沒2 


_ _ 


简正频率为 


K . 

r 9 


= 


⑴2 = 


振动模式:用简正坐标，叫:夂7方向振动的振幅比为1 5 0 ; o > 2: e 、？ 方向振动的振幅比为 


0 * 1 


Cl ) 


a) 


用坐标 diJ 2,0) lX -^=\\( O 2l -^ > = —l 


9 0 — ^ mgl { 朽 + 肉 + …) 

—士 以[冰一(9 1 ) 2 + (0 3 — 0 2 ) 2 +…] 


L = —ml 2 ( 61^0 2 ^- 


( 2 ) 


dL 


d 


dL 




亏 = 0 得 


dt 


ddi 


3 6 { 


- A )] = o 


ml 2 d n + mgld n + kl 2 lce n - U - (A 


+1 
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參 


即 


ml 6 n -\-mg6 n -\-kl(2d n — 8 n+ i—d n -i) = 0 

因为 n—oo 时見保持有限，可假定振幅在空间和在时间上都周期地变化，即令 

6 n = Ae 


(3) 


i(Jferta —wf) 


(4) 


其中 a 为弹簧的自然长度，“波数 ”A==¥，A 为“波长”必为 <2的整数倍，即 A=a,2a,3a ,--- ， 
对应的 W 简正频率）由将式 (4) 代入式 (3) 得到的关系确定，此关系为 


coska = 1 + 


2kl 


2k 




+ —(1 - cos^a) 


O ) 


m 


相应于 A=a、2a、3a、4a， …的简正频率叫 


分别为 


如2、⑴3、叫， 


« _ # 


4k 


3k 


K 


R . 


K . 




Ct >2 == 


C0 3 = 


m 


CfO 


A 


m 


\ 相应的 k = —\ 代入式 (4) 得 


' M 


计算相应的振动模式:将 


•I. 

d n 二二 = Ae 


a 


i(2«« —w 


〆) 


可见振动模式 


Cl 


( 1 ) 


m 


Ui 




j 代入式 (4) 得 


4 是 


+ ~l 相应的 k = ^ 


7 T 




将 




2*2 


a 


m 


Q n = Ae i<Jm D 


振动模式可表示为 


( W 2 )， 




)=( —1，1，一 1，“*) 


者 • # 


3走 


2宂 




+ 一 代入式(4)，相应的灸= 


将 ^ 叫 = 


Za J 

：(in 


m 


8 n = Ae 1 ^ 


n 一 eo^t 


3 


振动模式为 






( W 3 )， 


( w ! 3) fU 2 


e l s ,e ! 3 ， : l, … 


■ • « 


j 代入式 (4) 得 


2k 


n 




相应的々=士 


将 = 


2a 


m 


: m 


d n = Ae 1 


一 w j 


4 


振动模式为 


( 4) ，汁）， 


( u { A \ u C 2 


)=( 之.，一 1 ， 


) 


— 7， 


« • • 


■ ■攀 


照此做法，可计算相应于简正频率叫 


的振动模式. 


a> 6 


• ■ • 





力学（下册) 


830 


10.2 有阻尼和（或)有周期性外力作用下的小振动 


10, 2. 1三个质量均为 m 的相同的物体，用两根劲度系数均为々的轻弹簧连结，如 
10. 53所示.设运动是一维的,开始时 0 = 0) 三个物体均静止并分别在各自的平衡位 
置，设物体 A 受一外力 Fit ) =/ cos ⑽ ( i >0) ，求物体(：的 运动. 


m 


m 


m 


k 


k 


F 


B 


C 


A 


10. 53 


取物体 A 、 B 、 C 偏离各自平衡位置的位移 


均向右为正)为广义坐标， 




、 *3^2 

L = + i ：2 + x\) — -^kix 2 — :^) 2 — -^k{x z — x 2 ) 

Ql = f coscot f Q 2 — Q 3 — 0 




dL 


=Qi 得 


Xi — k{x 2 — Xi) = fcoscot 

x z + k(2x 2 — x l — x 3 ) = 0 

x 3 + 々（工 3 — Xz ) = 0 


( 1 ) 


m 


( 2 ) 


(3) 


m 


式 (1)+ 式 (2)+ 式 (3) 得 


(A + ic 2 + ^ 3 ) = fcoso)t 


式 （1) _ 式 （3) 得 


m{xi — x 3 ) + k(x l — j: 3 ) = fcoscot 


式 (1) + 式 (3)_2 X 式 (2)， 得 


2 ic 2 + ir 3 ) + — 2x 2 + x 3 ) = fcos(ot 

— 2工2+工 3 ， 

myi = fcoswt 
y 2 + ky 2 = fcoswt 

% + 3 是 : y 3 = fcoscot 

初始条件 4 二 0 时 ， xi=x 2 =x 3 = 0 ， i ： i=i: 2 =J: 3 = 0 ， M!j yi = y2=y3 = 0fy 1 =y 2 = y3 = 0. 

用上述初始条件，积分式 (4)、（5)、（6) 得 


m(xi 

令 yi=^i +^ 2+^3 f ^2 = 




X ! — Xs ，％ =工1 


(4) 


(5) 


m 


( 6 ) 


(1 — coscot) 


yi = 


mco 


(coscot — cosco 2 t) 


yi = 


k — 


O ) 


k 


其中⑴ 2 


m 


{coscot — cos ⑴ 3 t ) 


^3 = 


3々 一 


mco 
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3是 


其中 


叫 = 


m 


物体 C 的运动为 


(2^i — 3^2 + 力 ) 




(1 — COSOtf) — 


(COSOtf — COS(O z t) + 


(COSOtf — COSO>3^) 


k 


3k — 


mo) 


— mco 


k 


k 


M 


M 


k 


3 是 


m 


其中 


一 ，如 3 = 


⑴ 2 = 


m 


10.54 


两个质量为 m 的质点分别用劲度系数为々的轻 
弹簧与质量为 m ( m < AO 的质点相连，如图 10. 54所示做一维运动，若中间的质点被频率 


10. 2 


k 


的简谐方式所驱动，问左边质点的稳态运动和驱动运动同相位还是反相位? 
取左、中、右三个质点偏离平衡位置的位移 A 、: r 2 、 x 3 ( 向右为正)为广义坐标， 


为⑴0 = 2 


m 


L — —M ±1 + —m x \ + —M ±1 — ~ k { x z — x x y — — k { x ^ — x 2 ) 


2 


由去(轰)- 得 


Mxi + k{xi — x 2 ) = 0 

mx 2 + ^(2x 2 — 工 1 — x 3 ) = 0 


( 1 ) 


Mx 3 + 是 （ x 3 — x 2 ) = 0 


k 


中间的质点以频率为 


做简谐运动， 


2 


⑴0 






m 


设 


X2 = BsiXUO 0 t 


代入式 （1) 得 


Mxi + kxi — kBsma) 0 t 


( 2 ) 


左边质点的受迫振动，达到稳态后将以强迫力的角频率做简谐振动，设稳态运动为 


Asmco 0 t 


工 1 




代入式 （2) 得 


— McolAsinco 0 t + kAsinco 0 t — kBsina> 0 t 


kB 


m 


A = 


k — Mwl ~ 


— 4 M 


A 


m 


<0 


— 4M 

可见,左边质点的运动终将与驱动运动反相位. 

10.2.3 —单摆悬挂在一随时间沿水平方向驱动的支座 


B 


m 


上，如图 10. 55所示 • 

a ) 已知支座的运动写出摆线与竖直方向的夹角沒 
满足的运动微分方程； 


图 1CK 55 
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m 


(2) 若 = A cos ⑽，运动中角位移0很小，求摆锤的运动. 

(1) 以支座为参考系， 


[VM ■ 


L = ~ml z 9 — — cos 夕 ) 


摆锤受到向右的惯性力为 


x s (t) 

SW = — m x s {t^)cosd * 186 




惯性力的广义力为 


Q — — ml x s (t)cosS 


由去 (s - 激 


dL 


Q ， 运动微分方程为 




I ❻七 gsin0 = — x s (t)cosd 

XsCt) =Acos(ot 

汐， cos^=^l 


( 2 ) 


以 艮小， 

运动微分方程为 


I ❻十 gG = A<o 2 coswt 


设微分方程的特解为 


0" = Bcoscot 


代入微分方程，可定出得 


Q 


AcOSCDt 


— la > 2 


g 


摆锤运动的通解为 




8 = Ceos 


Acosotf 


— Id) 


g 


c 、《 是积分常数，由初始条件确定.运动中0保持小量，故不会出现共振现象, f > 2 . 

若双摆中两质点质量均为 m , 摆线长度均为/，两质点受到介质的阻力，其大 
小与速率成正比，比例系数为6.求： 

(1) 两种频率的阻尼振动都是弱阻尼的条件； 

(2) 在上述条件下运动的一般解. 

^ml 2 B\- {- ~m[_Q $ iCOs^i+/ ^ 2 cos^ 2 ) 2 ~( - (.1 ^ isin^i+/ 6 2 sin 沒 2 ) 2 ] 

l^dl+^dl + Z^dJzcos ( 久一仏 )] 


10.2 


[VMM 


( 1 ) T 




=*r-m/ 2 6 i + ~m 


^ ml 2 6 i + \ ml 2 6 2 + m/ 2 0 1 6 


V=mgl (1 — cos^i) ^mgl (1 — cos^ ) + mgl (1—cos^ 2 ) ^mgld\-\- ~mgW\ 


其中 d , J 2 分别是上、下两条摆线与竖直向下方向间的夹角， 
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L = 士 m / 2 (2 8 l + d 2 + 2 d x 8 2 ) - + Q \) 


瑞利耗散函数为 


R = ~bl z {2 d\ + d\ 2 d x 8 2 ) 


由羞(念-蒙=-袁得运动微分方程 


3 L 


3 R 


b 


2 61 + 夕 2 + ~(2 &1 + 6 z ) + = 0 


m 


b 


^ + ^ + -(^ + ^ 2 ) + 

求简正坐标，先作坐标变换，使势能函数变成“球”型平方和，取坐标变换矩阵 


= 0 


0 




D = 


0 


引入新坐标奶、％， 


01 


0\ 9i 


^/~2 


Qt 


9 i 


0 


汐 1 = 7 ^ 灼，汐 2 = 9 % 


变换后新的势能 V 和动能 r 为 


V f = 飞 mgl ( 成 + 我、 

T = 士 m/ 2 (g + ih + VT 9i9z) 


l 2 


ml 2 




vT 


—" z = ml 2 


ml 


^/j 


gi 


0 


gi 


0 


耗散函数矩阵为 


bi z 


bi 


vT 


bl 2 bl z 


vT 


将 M , K 矩阵同时对角化，也就把 M . K . R 三个矩阵都同时对角化了.现求正交变换 
矩阵£，使从矩阵对角化，为书写简便起见，写 M ' 以 m / 2 为单位.求从矩阵的特征值 A ， 
其特征方程为 
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1 — A 


VY 


= 0 


1 — A 


-fl 


A 2 + 2A + — = 0 


解出 


又 1 = 1 — -~i , A 2 = 1 + —~z 

V2 V2 


将 A 代入特征方程左边行列式相应的矩阵，得 






其伴随矩阵为 


V2 V2 


^\/~2 ^ J~l 


其归一化的列矩阵为 


\^TV ^/Yl 

将 a 2 代入特征方程左边行列式相应的矩阵，求所得矩阵的伴随矩阵，取其列矩阵（已归一 


化）为 


VT ， vT 


由这两个列矩阵作为五的两列，即得 


-/i VY 


E = 


VY VY 


1 


0 


vT 


= E T ^ M r * E = 


ml 2 


ff 


m 


o 


vT 


同样经过此变换后，耗散函数矩阵变为 


1 - 


0 




= e t 


bl 2 


ft 


f - E = 


h r i 


0 


-fl 
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已成“球”型的刚度矩阵在正交变换下保持不变，即 

经 D ^ E 两次变换后，心、 仏 变成，变换关系为 


0 G 




e . 


2 


2 






芒 2 


o 2 


0 


-fl a/T 


^PE VY 




(l) 




( 2 ) 


采用匕、 6 后，运动微分方程为 


卜 7 T "以 1 + 1 — 


bl 2 + — 0 


-fl 


ml 1 $2 + 1 + 


bl 1 $ $2 ^ m gl 每 2 = 0 




-/y 


约去公因子后，可改写为 


+ - k , + (2 + VT ) = 0 


(3) 


W 


^2 + ~^2 + (2 - V ^") f 冬 2 = 0 

两个频率的阻尼振动都是弱阻尼的条件分别为 


(4) 


£. 


<C (2 + j \/~2 ) 


2 m 


2 


b 


< (2 — f 

满足后一个式子，也必满足前一个式子.故要求 ( A ) 2 <(2- vT)f 

(2) 在弱阻尼情况下，式(3)、（4)的一般解分别为 


2 m 


b 


= A 1 e _ 2^cos(tw 1 f + 〜) 

卜 . _丄 

C 2 = A 2 e~2mtcos(<y 2 i + a 2 ) 


其中 


⑴ t 




由式⑴、⑵, 


)] 




b 


J- 


Oi = 


p cos(o^ + ^) — A 2 e _ 2^cos(a> 2 ^ + 


a 


u 


>] 


b 


Oz 


^^cosia)^ + a x ) + A 2 ^~^cos(a) z t + a 2 






因为 A 、 A 2 都是待定的常数,可写得简单些.令(:—士则把一般解写为 
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b 


b 


&i = Wcos (⑴ 〆 + 〜） + C 2 ^^cos((o 2 t H~ o? 2 ) 


H~ ^ 1 ) 2 C^e 2mtcos + %) 


d z =— ^/~2 C l 


e 2mtCOS 


其中 


co 2 = 


(Ol = 


若 10. 1. 40 题的振动受到介质的阻力，其单位面积受力的大小与速率成正 


10 


比，比例系数为/?， 求： 

(1) 三个自由度的阻尼振动都是过阻尼的 条件; 

(2) 在上述条件下运动的一般解. 

(1) 在解 10. 1. 40题时已得到 


• 2 


T = + ±Ma 2 ^ + ±Mb 2 Q 


24 


24 


k{^ 2 + + b 2 d 2 ) 

现在来求耗散函数.在板上取固连于矩形板的巧坐 
标，原点位于质心， i 、： y 轴分别平行于边长为办和 
的边，如图 10. 56所示.平衡时， x 、3； 轴分别与固定坐 

标轴1、7重合. 

板上点 Cra ) 的坐标为 

= xcosd ^ x 

7( 工， :V) = ycostp 

^(x f y) = ( + : ysin 炉一 jrsin 沒 ^ ^ y<p — xd 

其中？是质心 c 的？坐标， 

擎 

冬（工， : y) 〜0 

V (x,y) ^ 0 


y 






a 


a 




y 


e 


9 


A 


% 




10 . 56 


i ^ y < p — ^ 0 

的 ( 工， y) 々 0 

8^( x f y ) 〜 + y 8< p — scdO 


面元 dxdy 所受的黏性力做的虚功为 


—爲之 ix f y)dxdyB^{x — — y<P ~ ^ 0) (S^ + — x86)da:dy 

平板所受黏性阻力做的虚功为 


W = — /? (^+ + y^?— ^8)dxdy 


/? (^+ y <p — x 汐 ） dordySt 






—/? (^+ y <f>— x d)ydxdyb^p 


— 川 (^+ y <p — x 8 )( — x^dxdydd 
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所以 


Q r = — ^ (?+ y <p— x d)dxdy 


t 




=—j3\^ab + b<p—y 


= — /3ab ^ 


— a 6 


~x 




一 k 


Q f = — /? (C+ y 9 — x ^ 








2 


$ 


xdx 


= — 尽 g h 


+ <pb 










2 






2 


— TT^b <p 


12 


咖 + 


^ ab 3 6 


y <p — x 6 ){— x")dxdy 


Q$ = — 






12 


dR 


dR 


3 R 


由 Q ,= -~, Q ,= -^, Qe=-^,m 


dd 


aC 


d(p 


dR = — Qfd f — <p— Qffd 9 

= ^ab ^ d 7r/?a 3 6 <pd 9 + ~z/3ab^ dd 8 


12 


12 


了部 ( C 2 + i2 a2 ^ + 12^ 6 

为书写简便起见，令 gi = t ， g 2= va 9， g 3=^ ■祕，则 

M [ k \ + 

V = -^-k ( 4ql + 4：ql + 切?） 


R = 


V ^2 + ?3 


T — 丄 
1 - - 


R = 9i + y ~ ^3 

+R.i+K 

M q\-\-abp qfi + 4 ^i = 0 

" 1 

qz-^^abp Q2 + 4^2 

M q 3 + ^- ai /? 93 + 4^3 = 0 


由 


M 


— 0 


( 1 ) 


得 


( 2 ) 




= 0 


(3) 




要求 A 上的运动是过阻尼振动，条件是 


4走 


> ^，即 {abpy > 16 ^M 


2 M 


上的运动是过阻尼振动，条件是 


要求 


殳2、殳3 


>@，即 iab^y > ASkM 


2 M 


因此要求三个自由度的振动都是过阻尼振动,条件是 

{ab^y > 48 是 M 
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(2) 上述方程 （1) 的特征方程为 


Mr 2 + ab^r 十4々= 0 


=^[— ab 尽士 V (ab/3) 2 — 16^ M ] 


所以 


f=Ciexp I (abp ) 2 — 16 ^M]/ 1 +C^exp { ab^ — (a ^/?) 2 —J 

微分方程式 (2) 、 （3) 的特征方程均为 


Afr 2 + —abj3r + 4々= 0 

o 

Mr 2 +a^/?r+12jfe = 0 


或 


2M 


Ciexp j 


2 q z _ 


所以 


?= 


2M 


a 


+ C 2 exp [— ab 爲一 

Ci exp j ab/3 + 

+ C^exp I — ab 尽 — "\/ (jib ㊁ 、之 — A ： ^kM~\t 

一个摆长为 L 的单摆被悬挂在半径为6的轮子的 
边缘，轮子在竖直面内以恒定角速度 D 绕固定的水平轴转动，摆 

锤在轮子平面内摆动，假定6和振幅都很小，求运动方程的稳态 


{ab/3) 2 — 48々从 Ik 


2 q 


3 


6 = 


10 




9 


* 


解 


X 


b 


取图 10. 57所示的固定坐标 

= bsin(Ot + 9 ?) + Lsin 汐 
bcos(Ot + 的 + Lcosd 


以沒为广义坐标, 






at 七 <p 


x 


y 




(土 2 + f ) 


T = 


m 


y 


图 10. 57 


[6 2 iT2 2 十 L 2 0 + 2bJLi2 dcos(d — fit — <p) _ 
mgbcos({2t + <p) 一 mg Lcosd 

L =fm[d 2 n 2 + L 2 d + IbLM dcos(0 - Qt - <p)^\ 

+ mgbcos(Ot - \~ <p) mgLcosd 


=~m 


V = — mgy 






dL 


d 


dL 


由孟 


0 得 




dd 


dd 


L d 6 if 3 2 sin — Clt — ^p) H ™ g ' sin ^ = 0 


振幅很小， sin ^^， 所以 


sin (沒 一 Qt — <p) —sindcos (Ot + <p) — cos 沒 sin (^ + <p) 
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^^cos(if 2 ? -j- <p) _ sin(iT 2 f -\- (p) 


b 也很小，祕项也可忽略，微分方程近似为 


L d -gd — bQ 2 s\n(^Qt + <p) 

这是受迫振动的微分方程，受迫振动稳态解其振动的角频率是强迫力的角频率。设稳态解 


为 


d = Asin(Ot + a ) 


由振幅矢量关系画成的图 10 . 58 可见 . 

a = <p 

gA ― LQ 2 A = bO 2 


Ln 2 A 


ba 


gA 


10 . 58 


bn 2 


所以 


A = 


g — Lfil 2, 
sin ( 仏 + 9 ?) 


bO 


稳态解为 


0 = 


— LQ 2 

若给 10 . 1 . 22 题中 M — 个水平的简谐力 F G cos 仏，为简化计算，设 M= 4 m, 


g 


10. 2* 7 


3 mg 


，求此振动的一般解 . 


k = 


ml 2 d ml x dcosd — ~kx z — mgl{\ — cos 0 ) 


L — — {M + m) x l 4 - 

Ld 

^ M= jk = 3 mg/l. 为书写简便起见 M 值暂不代入，考虑小振动， 

— \ntgld 1 


ra— 






d — ~kx 




mt x 


jf 


Lt 


令 5 = / 没，并用 3mg/i 


1 3 mg 


(Id ) 2 = —ks 


mgW 2 = 


2 


x z + 七 m s z m x s— ~kx 2 — —ks 


L 


—rrt 




m 


M = 


m m 


k 0 


0 ^rk 


不变，变换矩阵为 


再令： y = 


~ ^=5 ，X 

V 3 


0 


D = 


VT 


o 


o 


X 


X 


VT 




o 


S 


变换后的 M.K 分别变为， 




hm 


m 


M f = 


-/J 


3 m 


m 
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k 0 


0 k 


再作正交变换£，使惯性矩阵对角化，为书写简便起见，写 MU m 为单位，求矩阵的特 
征值 A ， 其特征方程为 


5-A VT 
^\/ 3 3 — A 

A 2 — 8义十 12 = 0 

Aj - = 2, 义 26 


( 1 ) 


= 0 


解出 


将 A 代入式 (1) 左边相应的矩阵，得 


-/y 




其伴随矩阵为 




_ 


adj 








其归一化的列矩阵为士 ，一 


将々 代入式 （1) 左边相应的 矩阵. 求其伴随矩阵中归一化的列矩阵，得 


vT 


这两个列矩阵作第一列和第二列，构成 


^3 


E = 


vy 


变换后的 A /' 写成 M " 已对角化，对角元素即上述两个本征值， 


ff 


0 


已成“球”型的对角矩阵 t 在正交变换下不变 

从： T 、 s 到简正坐标夂7的变换矩阵为 


vT 


vT 


o 


2 


G = D ^ E = 


i a/T 


^3" 


3 VT 


2 


2 


2 


用广义坐标 x 、 s 时，广义力为 


Qx === F oCosf2t ， 


Q s = o 

采用简正坐标 f 、7 后，广义力 Qe 、 Q n 与 Q X 、 Q S 有下列关系: 
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Q 




2 


2 


X 


V ^3~ Qs 


Q 


v 


其中变换矩阵为£^，代入 CL 、 a , 得 


Qe = ~F 0 cosOt 


-/y 


Qt } 


F 0 cosOt 






-/y 






X 


VT 


[v 


s 


— 




采用简正坐标 6、7 后，运动微分方程为 


2m 每十 妓 = —F 0 cosOt 


- VJ 

6w 7 + ^7 = — ~ -—F 0 cosOt 


上述两非齐次线性常系数微分方程的特解为 


F 0 

_ 


F 0 l 


Am 


cosOt 


cosOt = 


特 


2m(3g — 2lO z ) 


k 


—-n z 


2m 


-^/JF 


0 


— *%/ 3 F 


12m 


cosDt 


cosily = 




V 


%m Cg — 2/X3 2 ) 


k 


—~ n 2 


Qm 


般解等于非齐次方程的特解加上相应的齐次方程的一般解，所以一般解 


非齐次方程的 


为 


F 0 l 


cosOt + C[ 




COS 


p+A 

fl t + az 


2 m (3 g — 2 l 0 2 ) 




cosOt + C 2 cos 


7 =— 


Qm(g — 2l0 2 ) 


3mg 


写上述 f '7' 芒、 7 时都用了是 = 


Jcosil ^ 


F 0 l 




F 0 l 


4m(3g — 210 2 ) 4m(g — 2lO l ) 


x =~ 


-+- <Xo 
21 ^ 2 


亡 + ai + C 2 cos 


+ Cicos 


] cos<fit 


F 




3F 


[ 


0 


0 


- fi e - n v = 


4w ig — 2/X3 2 ) 


4 ： tyt{3g — 2/fi 2 ) 
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% 




—丁 C\cos 


, 卜了 n + 

一 根长为 4 a 的轻弹性绳两端系在固 
定点，处于拉紧状态，在离两个端点各为 a 处各系一 
个质量为 m 的质点，此时绳的张力为^给其中一个 
质点加一个垂直于绳的力两质点均受到空 
气的阻力，其大小与速率成正比，比例系数为/?，求两 

质点运动的稳态解. 


a 


a 


21 


10 


义 1 


文 2 


F 


a 


a 


m 


m 


4a 


10 . 59 


xl + irm ±1 


T = + 


T 


4 + —工 1)2 + 士 d 


a 


a 


T 


‘ u 2 I 2 

O x \ 工1工2卞 O x 2 


a 


k [ j ^ 


■ o 2 
— ^1^2 + 






2 


r 


这里 k = — 


a 


R = + TT^ii 


o 


m 


M = 


0 


k 


— ~k 




K = 


—二 k 


~k 


/? 0 


0 /? 


本题采用与前几题不同的求简正坐标方法，先求自由振动的简正频率和振动模式，然 
后用简正坐标与原用坐标的关系得到简正坐标， 


七 k - 


—— —k 


mco 


\H\ = 


= 0 


—— —k 


七 k - 


(O 


(mco 2 ) 2 — 3km<o 2 + 2^ 2 = 0 


k 


2k 


m 


m 


代入 w ， 


—k 


— ~k 


H = 


- 七 k 


七 k 


k - ^rk 


H = 


— 




七 k 


—— ~ 7 " k 


( 2 ) 


，取 


adj J/ = 


— 七 k 


k 




— 1 


用简正坐标与原用坐标的关系 ， 


工1 


工1 


工2 


工2 


这里考虑到简正坐标的常数倍仍是简正坐标，在写 M 的矩阵时除去了公因子， 


G 1 = 




变换为简正坐标后分别变为 


0 


k 


k 


T 


K: = G 


G = 


七 k 


k 






0 k 


2 


0 


m 


0 


—m 


M f = G r M • G = 


0 


—m 


0 


m 


3 0 


同样 


0 亡 /? 


广义力 


F 0 cosOt 


0 


—k 


+ 


( l ) 


，取 


adj 


七 k 七 k 


代入 W ， 
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2 

.J 


22 


m m 


o 1 


1 o 


2 


2 


c 2 (2 


u u 


2 


u u 


1 2 
H H 


2 


fis At 
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变为 H ， 


F^cosOt 


—F 0 cosOt 


T 


= G 


—F 0 cosOt 


0 


变换后的运动微分方程为 


M f - R f * K f • 每 = S 


^1 + irl 3 ^1 + H = —FoCosOt 




1 


^2 + 了卢 f 2 + 是芒 2 = —F 0 COsOt 


—m 


写成标准形式，则为 




F 


k 


0 


匕 + 2 


cosOt 


2m 


m 


m 


± 


F 


$2 H~ ~^2 = ~COSiQ^ 


孑 2 + 2 


m 


m 


稳态解为 


F 


0 


cos(Dt + 仍） 


F 


0 


cos (Ot + 仍） 


r 


—- m 戊十 /3 2 O z 


a 


in 


2m 


其中 


<f\ =— arctan 


=—arctan 


k 


T 


—- a 2 


——一 mO 2 


m 


a 


F 


o 


m 


cos ⑽ + 矜 ) 


F 


o 


cos(Ot + 灼 ) 


2r - mO 2 ) 4 - ^ 2 0 


a 


各 n 


其中 


(fi =— arctan 


= — arctan 


2k 


^-mn 2 


^ — a 2 


a 


由 jc = G • 


了（冬 1 — 芒 2) 


工 1 =:( 孑 1 + 汔2)， 


工2 = 




第 + —章力学的哈密顿表述 


11. 1哈密顿正则方程 


11. 1.1 用柱坐标和球坐标分别写出质量为 m , 的质点在势场中运动的哈 
密顿函数 . 


用柱坐标 r 、 <p 、 z ， 


x — r cos<p ， y = rsm<p 

* 

x= r cos<p — r<psin<p 

% 

y= r sin<p + r<pcos<p 


2 


(r r 2 <p + z ) 


T = —m{x + 少 + 云 ） 






2 


(f + r 2 (p + i ： ) V(rcos<p f rsinip 9 z) 


W 

1 -J — 


m 


dL 


3L 


r" <p f p 


r ， p 9 = 


Pr = 


Z 


z 


dr 


d <p 


H= p r r+ ptpf-^r pz 幺一 L 

—K 丄 i & 


±lPl 1 u 




- y 


m 


m 


mr 


m 


2 


z 


+ V (rcos^rsin^z) 


2 m 


2 m 


2mr 


用球坐标 


x= rsin&costp 
y= rsin6sin<p 
z— rcos^ 


sin^cos^ + r ^ cos6cos<p — r fsin^sin^ 

* _ 

sin^sin^ -\- r d cos 夕 sin 穸 + r 沪 sin 沒 cos 炉 

4 

z= r cosd — r 6 sin 沒 


x— r 


y= r 


2 


(r + r 2 沒 + r 2 sin 2 ^ • <p ) 


T = —m(x + 少 + 云） 


—m 




{r + 厂 2 合 2 + r 2 /sin 2 没）一 V (rsin8cos<p^rsindsin<p^rcosd) 


L = 


—m 


d L 


dL 


d L 


<psin 2 0 


2 


— mr 2 Q 


P ?= 


Pe = 


pr = 


=m r ， 


dr 


dd 


d <p 
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3 L • d L 匕 d L 

t — _ u — 


~ r 9 - L 


H = 


dr 


d ❹ 


d <p 


A 


pi 


p 


+ V (rsin6cos<pjrsin6sin<p f rcosd) 


2m 2mr 2 2mr z sm z 6 


11. 1. 2 写出 9. 3* 11 题所述系统的哈密顿函数，并由正则方程得到它的运动微分方 


程 


由解 9. 3. 11 题已得到的拉格朗日函数 


(r + r 2 f + 丟 ） + qE 0 \nr + —qB 0 r 2 <p 


L = 


—m 


dL 


d L 


2 


-7TqB 0 r 


P 9 =— 


Pr = 


=m r ， 


dr 


d <p 


Pr 




r = 


m 


mr 


H= pri^ p 9 pz ^ — L 


2 


P9 — + 


— qE 0 lnr 


2 m 


2m 


2 mr 


3 H } d H 


由 


Qi = 


Pr 


P9 — ~wqB 0 r 


9= 


厂 r= 


m 


mr 


Pz 


% — 


m 


qE 


0 


- ^ q 2 B ^ ： 


( 1 ) 


Pr = 


2^ 


4 


mr 


/y 〜二 0 


9 + t^ B or 2 = 常量 


( 2 ) 




pz= 0 


m z = 常量 


(3) 


pz = 


<p+ 七 qB 0 r 2 代入式 （ 1 ) 可得 


^ pr = m r , 


P 9 = 


qE 


0 


(4) 


qB 0 r <p— 


= 0 


mr <p 


m r — 




式 (2) 、（ 3) 、（ 4) 即所求的运动微分方程 . 

11 . 1.3 用哈密顿正则方程重解 9. 3.48 

L = +m ( 厂 +r 2 f ) 




其中 


p r — m r ， p 9 =mr <p 
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9H 


dH 


由 






3 P ， 


今 Qr = iV ， C ^=— 户|川厂，可得 




r= —prj 

^ -A 




mr 


Pr= N 


(1) 


tm 


p<p =— 戶 I 川 


( 2 ) 


将代入式（1)、（2)，可得 


mr <p N 


(3) 


<p^\- 2r r <p = —户丨 iV 1 r 


(4) 


有约束关系 

由式 (3) 


N = — ma <p 


式 （4) 可写成 


ma 9>— 一 jama <p 


<p— — fx <p 

得到与 9. 3. 48 题解中完全相同的微分方程，以下同 9. 3. 48 题的解(略) 


kCQS<p 


(其中々为常量) 


一 个单位质量的质点在用极坐标表达的势能为 V = 

的力场中在一个平面上运动.如 f = 0 时 ， r = a，f = 0,试用哈密顿正则方程证明 f = 


1/2 


r 2 -a 2 


，其中£是恒定的总能量. 


2E 


kcos<p 


L = ^(r -hr 2 <p )- 


证明 


kcos<p 


H = 七 


dH 


Tf = pr 


dH 




w= - 

^ p? 


dH l 


2 是 cosy 


Pr 




dr 


9 H ksin<p 


P<P 




d <p 


从上述四个方程中消去 />r、P” 得 


2kcoscp 


2kcos(p 


— 广 


^ sin ^ 


9+ 2rr <p= 
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9 H 


因为 


H = E 


dt 


[pr + ^Pl) + 


是 cosy 


=E 


是 cosy 


2 


(r + r 2 p ) + 


= E 


2 


解出 


9 = 


2 


2E 2Acos^ r , 2 是 cosy 2E 






3 


3 


d 


1 d 


r 


用 


~ dr 


2 dr 


2E 




dr — — dr 


r 


rd r + 2r dr — 4£dr 


试用 /( r ) 作为积分因子， 


2 


/(r)rd r + 2 fir') r dr 


为恰当微分，要求 


d 


d 


[/( 厂)厂] 


[2/(r) r ] 




2 


3r 


af 


d/(r) 


= 2/(r) 


/(r) + 


dr 


df dr 


可取 


fir) 




2 


r 2 d r + 2r r dr = ^Erdr 

= 0 ， 


两边积分，用初始条件 4=0 时 


2 


= 2Er 2 - 2Ea 2 


r r 


2 


2£(r 2 - a 2 ) 




rdr 


m 


r — a 




2E 


a 


一个质量为 m 的质点在具有势能为 V ( r ) 的保守力作用下运动，用球坐标 


11 


P 


P 


+F(r) 和 W + ^ 都是运动常数. 


<9、 f 为广义坐标，证明 /V 


2m 2mr 2 s\n z 6 


证明 


L = ~m(f +r 2 6 +r 2 sin 2 ^ <p ) — V (r) 

p 2 9 ) + VCr) 


[pr + ^Pe + 


H = 士 


r 2 sin 2 d 


2m 


dH 


因为 


— = 0 


d <p 
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常量 


所以 


9 H 


因为 


—= 0 


dt 


所以 


( pZr + $ + 7& e ) 


+ V^(r ) =常量 


H = 


cosd 7 
mr z sin 3 d p9 


3 H 


pe =— 


dd 


pe = = mr 2 6 


30 


cosd 

mr 2 sin l d 


cosd 


pe pe = 饥 r 2 6 


P 


Pedps = Pl ^|dl9 = p\ 


dsin 汐 

sinY 


論 ㈣ + 常量 


::常量 


pe + 


所以 


P 




作上述积分时用了 h 为常量 

也可用 pi+ 

11. 1* 


= 0讴明为运动常数 


以 4， H \ 


sin 妒 


质量分别为 m 和 M 的两个质点相互作用，其势能为 V(r) ， 其中 r 是两个质 
点间的距离，选系统的质心的笛卡儿坐标 X、y、z 和质点 m 相对于 M 的球坐标 r 、 e 、 cp 为 
广义坐标，写出系统的哈密顿函数，并找出六个运动常数. 


T = v(m+AO(X +y +z )+^m(f!+r? Q +rfsin 2 ^ <p ) 


+ ^M(f 2 +rl d +r|sin 2 ^ <p ) 


M 


dfc * ■! I I 

厂 2 — 


+ M ， 


+ A / 


M 


M 


M 


m ri + M r 2 = m 


+ M 


+ M 


m + M 


m -\- M 


mM 


同样可得 ，/ nr?+Mr! = 


+M 


1 mM 


(f + r 2 0 + r 2 sin 2 ^ <p ) 


T = 亡 （m + M)(X +Y + Z ) + 亡 


+ M 


L = T -V 


i + M 

2 mM 


P 


ipX + />y + pV ) + 


Pl + ] P \ 十 


+ V(r) 


H = 


r 2 sin 2 d 


2(m + M) 


dH . dH dH . dH 


因为 tf= 

题的办法证明. 


= 0，/>x 、声 y 、户均是运动常数 • 可用上 


0, 


= 0 , 


3 Z 


3 Y 


dt 


d <P 
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P 


=常量 

11. 17 一个质量为 m 的质点悬于质量不计、不可伸长的绳子的一端，绳子穿过桌 

上一个小孔，以恒定的速率《往上拉，开始时绳长为/。,质点在竖直平面内运动.选绳子与 

铅垂线的夹角为广义坐标，写出系统的哈密顿函数，此哈密顿函数是否是总能量？是否 
是运动常数？ 


Pe + 


sin 2 ^ 


2 


(f +r 2 d ) = —m[( —a) 2 +(Z 0 —0 ] 


T 






at)cos8 


V = — mg (I 


o 


a 2 + (/ 0 — 如 ） 2 ^ _ -f- trig (/o — 财） cos 汐 


L = 


—m 


dL 


m(Z 0 — at) 2 d 


Pe = 




36 


2 


M = pe 6 — L = 


— mg{l 0 — o^)cos 汐 


a 


at) 2 


2m (l 

因为: TzT ^+ T ^+ T 。 (其中 T 2 、 T \、 T 。 分别是广义速度的二次、一次和零次函数）, 

H = T 2 - T 0 + V + V 


2 


0 


故 H 不是总能量.因为 ^0， H 也不是运动常数, 


一 个处于均匀重力场中质量为 m 的质点被约束在一个球面上运动，球的半 
径 r 随时间变化 ， r = r (0 .选球心为原点，竖直向上的轴为极轴，以球坐标 Ip 为广义坐 
标，写出系统的哈密顿函数和运动微分方程，哈密顿函数是否是总能量？ 


11 * 1 


2 


2 


2 


T = ym(f +r 2 Q +r 2 sin 2 d <p ) 
V = mgz = mgrcosd 

L= \m{r -\- r 2 d -\- r 2 s\n 2 d •〆 ） 


grcosd 




H= pe d-\- p 9 <p — L 


■… __ j .2 j 

_ 2mr 2ps + 


+ mgr cos ❹ 


—m r 


2mr 2 sm 2 d 


dr ⑴ 


其中 


r = r(t ) ， 


r = 




由哈密顿正则方程, 


3 H 


$ = 


( 1 ) 


3 Pe 


mr 


dH 


( 2 ) 


mr 2 sin 2 d^ 9 

cos6 
mr z sin z d 


?= 


^ P9 


dH 


p\ + mgrsind 


(3) 


Pe 






96 


dH 


P? ~ 


— = 0 


d <p 
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p 9 = mr 2 sin z 6 < p — 常量 


(4) 


所以 


用式 (1) 消去式 (3) 中的和，得 


COS0 

mr 2 sin s 6 


p \ + m grsind 


(5) 


mr 2 汐 + 2 mr r 6= 


(4)、（5) 两式为运动微分方程，其中 r = rG ) 是已知的，式 (4) 中的常量由初始条件确定 • 

，是 f 的已知函数 ）， H = T 2 -： T C + V 劣 T + F ， 哈密顿函 


因为： T 中含有: ToCT 0 = 
数不是总能量. 


m 


k 


一 +( 其中 A 、 r 都是正值常童)作用下做一 


一个质童为 w 的质点，在力/= 


e 


x 


维运动，写出它的拉格朗日函数和哈密顿函数，哈密顿函数是否系统的总能量？是否运动 


常数? 


k 


丄 




— e r 


x 


k 




L = 


x 


— e t 




x 


k 


pi + — ^ r 


H = 


X 


因为 f 参 0， H 不是运动常数， 


H = T + V 


哈密顿函数是系统的总能量 


一个单位质量的质点在广义势场是质点离原点的距离）中在 


11 * 1 . 1 

一 个平面上运动，用极坐标写出哈密顿函数，并找出两个运动积分. 


T = — (r + r 2 <p ) 


U = 


(f + r 2 f ) — 


L = T -U 




dL 


P 


Pr = 


T _ 2 


dr 


dL 


9= ~ lP ? 


P ?^ 


9 


d <p 


丄 


Pr + 2 r^ + 

r 2 < p = / i ( 常量） 


H = p r r + p 9 < p — L = 


2 (r - 2) 


dH 


0, 


Pf 






d <p 


dH 


^ 0 


dt 
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Pr + T3P% + ~ = 丑 ( 常量 ) 


H = 


2 (r - 2) 


2 r 


后一运动积分也可写成 


r(r — 2) r + /i 2 + 2r = 2r 2 £ 

11. 1* 11 质量为 m 的粒子在半径为 r 的球面上运动，粒子未受其他外力作用. 

(1) 此题需要几个广义坐标？ 

(2) 选择一组广义坐标，写出系统的拉格朗日 函数； 

(3) 写出系统的哈密顿函数，它是否守恒？ 

(4) 证明粒子沿球的一个大圆运动. 

解 （1) 由于粒子被限制在一个球面上运动，描述它的运动需要两个广义坐标, 

_ 

(2) 选球坐标 If 为广义坐标， 


L = T = ~ mR 2 C ^ sin 2 沒) 


dL 


~ mR 2 6 


(3) 


p9 = 


d e 


p f = = mR z sin 2 6 


<P 


d <p 


d ~ 


Pe 


mR 


R 2 ^ m f d p<p 


<P= 


pl + 


H ：= p$ 0(p L — ； 


2 mR 


因为是守恒的. 


(4) 因为 g = 0, 所以化=常量， 


sin 2 ^ . 9 = 常量 


总可以选取0、炉，使6 = 0时，史=0 


sin 2 ^ * ^p= 0 


产常量 


所以 


< p =0 9 


故质点沿球面上一个大圆运动. 

一个粒子在重力作用下，在光滑的、对称轴是竖直的旋转抛物面内侧面运 
动，用离轴的距离 r 和方位角 P 作为广义坐标 ，求： 

(1) 系统的拉格朗日函数、广义动量和哈密顿函数； 

(2) r 作为时间的函数满足的运动微分 方程； 


11 . 1 . 1 


(3) 如 | f =0, 证明粒子能围绕抛物面最低点做小振动，并求小振动的角频率. 

设旋转抛物面的方程为 


= Ar 2 (^4 为常量) 
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(l + 4> l 2 r 2 )f mr 2 <p 


T =— m{r + r 2 <p ) + — 


( 1 ) 


z 




m \ 


V = mgz — mgAr 

L = ~ m(l + AA 2 r 2 ) r + ~ mr z (p — mgAr 2 


= mil + 4 A 2 r 2 ) r 


P 


dr 


9 L 


P9= ~ 


r u f 


m 


d(p 


P 2 r + 


p \ + mgAr 2 


H = p r r + p 9 < p — L — 


2 m(l + 4 A 2 r 2 ) 


2 mr 


⑵由去 (It) a ① 


dL 


0 得 






(1 + 4 A 2 r 2 ) r + 4 A 2 r 


<p + 2 gAr — 0 




r l < p = h (常量) 


用第二个式子消去第一式中的炉，得 


(1 + 4 A 2 r z ) r 3 r + 4 A 2 r 4 r + 2 gAr A = h 

(3) 如^=0,且在抛物面最低点附近做小振动， 

程中的一级小量，得 


均为一级小量，只保留微分方 


r + 2 gAr = 0 


小振动的角频率为 


=V IgA 

11.1.13 两个质量均为 m 的质点用一根长为1的轻绳连接，绳 
子穿过一个半角为《、直立的圆锥顶端的小孔.一个质点悬挂在圆锥 
内，另一个被限制在圆锥的表面上运动，如图 11. 1所示，不计摩擦. 

(1) 选适当的广义坐标，写出系统的拉格朗日函数和哈密顿函数; 

(2) 各广义坐标满足的微分方程； 

(3) 求在圆锥面上运动的质点做圆轨道运动的角频率. 

0 ) 此系统共有4个自由度，描述悬挂在圆锥内的质点用三 

个球坐标 r 、 象炉，描述在圆锥面上运动的三个球坐标为 L - r 、 n — a 』， 

其中只有方位角々是独立的.取「、彡、9>和/?为广义坐标， 


0) 


11.1 


~ m(r r z d + r z s \ n z d 炉） + — m[r + (L — r ) 2 sin 2 0 — a ) j 3 ] 


A 


2 


2 


2 


= — m \_2 t - r 1 d + 


8 <p + (L — r ) 2 sin 2 a ^ ] 


疒 sin 


V = mgrcosd + mg{L — r ) cos(n — a ) = mgr {cosd + cosa ) — mgLcosa 

* 2 

/? J — mgr (cosd + cosa ) 


2 


L = ~ m [2 r + r 2 ^ 4 - r 2 sin 2 ^ <p -+- (L — r ) 


2 


sin^a 
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+ mgLcosa 


9 L 


dL 


= mr 2 Q 


2jn r ， = 


P ^ = J~r 


dd 


dL 


sm 2 d <p 


P<p = 


mr 


d <p 


dL 


pp— ~r = m(L — r) 2 sin 2 a • 


a /? 


pr^^r pe pf^P^r pp 戸 — L 


^^ n pl + 


P\ + 


2mr 2 sin z d 

+ m 发 r(cos 没 + cosa) _ mgLcosa 


2m (L — r) 2 sin 2 a 


(2) 因为 ¥ = 0, 


dL 


= 0 


3/? 


d <p 


p 9 = mr 2 sin 2 6 <p= C\( 常量 ) 


P 0 = rn{L — r) 2 sin 2 a * P= C 2 ( 常量 ) 

d I dL 


a L 

di \ 3 r 


dL 


dL 


由 


o 和 i 


=0 可得另两个微分方程为 




dt 


dd 


dr 


a e 


2 


2 


2 


2 r — r(d + sin 2 ^ <p ) + (L — r)sin 2 a •卢 + 尽 （ cos 沒 + cosa) — 0 


8^r 2 r 8 — rsin^cos^ <p — g^sin^ = 0 


(3) 在圆锥面上运动的质点做圆轨道运动时，绳子张力大小不变，可见悬在圆锥内的 
质点或保持不动或做匀速率圆周运动，前者可以看做后者的一种特殊情况，因此我们这里 


考虑后者，此时， r 为常量 ， f = 0, r =0^ 为常量，谷 = 0, 8 = 0,9 和^均为常量 

代入后两个微分方程得 


2 


— rsin 2 ^ •沪 + (L — r)sin 2 a • + 发 （ cos 汐 + cosa) = 0 

• 2 

一 rcosd • <p 一 ^ = 0 


两式中消去可得 


r)sin 2 a •身 


+ cosa + (L — 


0 


g 




COS 夕 


在圆锥面上运动的质点做圆轨道运动的角频率为 


g 


— cosa 


cosd 
(L — r)sin 2 a 


13— 


注意 J 在第二象限，故 一 cos0>O,_ ^>0, 又有一 


〉cosa [因为 l 〉 cosa( — cos0) 成 


cos 夕 


立] 


前者是后者在 d=n 时的特殊情况，此时 


/?= 


(L — r)sin 2 of 
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# 


一轻的、粗细均匀的细 u 形管部分地注 
入水银（总质量为 Af 、 单位长度的质量为 <0)，如图 11. 2 

所示.管子能绕一根竖直臂转动，忽略摩擦、玻璃管的质 
量和转动惯量以及转轴处水银柱的转动惯量. 

(1) 计算管子不转时水银柱的势能,并描述它可能 


11. 1. 1 


的运动. 


(2) 管子以初角速度％旋转，水银柱在偏离不转动 
时平衡的竖直位移 A 处静止开始 运动： 

( a ) 写出系统的拉格朗日函数和哈密顿函数； 

( b ) 写出运动微分方程 f 

(c) 运动中有哪些守恒量，写出它们的表达式； 

( d ) 尽可能完全地对运动作定性描述. 

(1) 设水银柱两表面偏离平衡位置的距离为^使系统再缓慢偏离心，外力做的 

_ 

功为€^=2叹2(1；2：，保守力做的功为一(1^^，故保守力势能的增量为 

dV = dW = 2pgzdz 


11.2 


V — 2pgzdz = pgz 


L = ~M z - pgz 


^ t m dL 


= o 得 


dz 


M2+ 2pgz 


0 




2 PS 


Acos 


z 




M 


2 £K 


的振动，其振幅 A 和初相位 〃 由初始条 


水银柱将围绕平衡位置 U = 0) 做角频率为 


M 


件确定. 


(2) U 形管可自由转动时，系统有两个自 由度. 取水银柱面偏离不转动时的位移 
(如图 11. 2所示)和转角0为广义坐标. 


+ TT V〆 % l 2 \d -\-—p(h — z) 


pih ^ z ) l 2 6 + / 

M z~-^^pih^-z^L 2 8 +~~/o/ 3 0 

y = pgz 2 

L = T-V = \Mz Z + \p[ h+z+^-l Z 2 6 -pgz 


(a) T =—p(h-\-z)z + — 


2 


pi+Pgz 


2p\h + z + ^l l 2 


( b ) * l(ftl 3^ 


dL 


= 0 得 
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M z— ~pl 2 6 + 2pgz = 0 


p h z -\- —l l 2 pi 2 z 0= 0 


p\h + z-^^l l 2 沒 =C( 常量 ) 


或 


代入初始条件: £=0 时， Z = 2：o，0 = W o , 


p h z + ~zl l z 0 = p \ h + z 0 + —l l 2 co 0 


h + z + —l 6 = /i + 


⑴ o 


dL 


3H 


0,所以和是守恒量.因为 pe = 


(c) 因为 




* J 

dd 


Mm 


dd 


h + Z^-^-l d=\h + z 0 + ^l 


⑴ 0 


因为 g = 0，H 是守恒量，其表达式为 


Pe + pg 之 


2M 


2p h + z + -tl I 2 


I 


—M z + —pi h -h z + —l l 2 6 + pg 


z 


I ^ + ^0 + ~l^ l 2 <^l + pg 

( d ) 水银柱的运动由两部分组 或:一 是跟随 u 形管一起转动，转动角速度与水银柱 

面的升降有关 d 增大时，转动角速度减小减小时，角速度加大，对转轴的角动量保持为 
常量;另一部分是液柱在管中的运动，由于 Z 的方程可改写为 

M 云 + 2pgz 


- O 


Z 


0 


o 




A 


h z + —l 


2 


其中 A = ^ pl z \ A+^o + f /| < ol 或@为常量，其平衡位置由下列方程给出 




A 


2pgz = 


h + z + ^-l 


它是;^的三次方程，有三个根，用作图法不难看出 ：方程 只有一个实根，因其系数均为实 
数，另两个根必为共轭复数，只有一个实根，故只有一个平衡位置，设此实根为 


Z=Zi ， 


A 


2 pgz x = 


/l + — / + ^! 


如 k。 一 A I是小量，则令 Z = Zi + Z f ，微分方程可化为 

2pgz f —— 


2A 


z 


h + —I + 
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2A 


M z f \ 2pg + 


= 0 


h + —l + z x 


2A 




水银柱在管中将围绕平衡位置 


做小振动，角频率为 


Z — Z\ 


M 


M h-\-—l+z 1 


如 ko — A | 不是小量,则微分方程不能作上述简化，水银柱在管中的运动比较复杂. 

11 . 1. 1 


图 11. 3中的系统由一个质量为 m 的粒子和一个质 

量为 M 的转子组成,转子是一个密度均匀、有一个旋转对称轴的刚 
体，粒子和转子的每一体元间有万有引力或库仑力互相吸引，粒子 
和转子的运动是自由的.讨论这个系统的运动，在讨论中回答以下 


问题 


11* 3 


(1) 这个系统有几个自由度； 

(2) 取一组适当的坐标，写出拉格朗日函数或哈密顿函数，说明如何写亦可； 

(3) 粒子和转子间的相互作用与哪些坐标有关； 

(4) 能给出多少运动常数，它们有何物理意义？ 

(5) 这个系统的什么轨道十分类似于两个点质量的轨道？说明它们之间有(小的）差 
别的原因，什么原因使转子相对于其质心有运动？ 


(1) 这个系统共有9个自由度，粒子需3个坐标，转子需6个坐标. 

表示粒子的位置， X 、 Y 、 Z 表示转子质心的 


(2) 可选取如下的一组广义坐标 
位置，三个欧拉角 中、 9、 e 描述转子相对于其质心平动参考系中的定点转动，取转子的旋转 
对称轴为固连于转子的/轴. 


工 、： y 


系统的动能包括粒子的动能 R 、转子的平动动能 r 2 和转子相对于其质心平动参考 
系的(转动)动能： r 3 ， 


T= Ti + t 2 + r 3 


T x = 




T 2 = irM(X +y +Z ) 


I x 0 0 


⑴ 1 


+ 12^1 + 


T 3 = 0 I z 0 


0 0/ 3 


其中 


o)i = fsin^sin^+ d costp 

摯 • . 

co 2 = ^sin^cos^ — Ssirup 


co 3 = ^pcosd J r<p 

I ^ hJs 是转子的三个主转动惯量, 1=1. 

系统的势能可计算 如下: 以粒子为球心，设转子位于半径 r 〜 r + dr 的球壳内的质元 
为 dAf ， 如引力为万有引力，粒子与此质元的势能为 
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dv =- —dM 


系统的势能为 


dM 


V = — Gm 


系统的拉格朗日函数为 


L = T -V 

(3) 粒子与转子间的相互作用与 X - x . Y - y s Z - z ^< pJ 有关. 

(4) 从上面选取的一组广义坐标及由此写出的拉格朗日函数,可以看出有两个运动 


常数.因为¥ 


9L 


= o，E 


= 常量，又因动能是广义速度的二次齐次函数,势能不 


^ dg t 


V dL 

U d Qi ^ 


9 i — L 是系统的机械能 


显含 t ， 所以 H 




因为¥ = 0，¥ =常童，其物理意义是转子在其质心平动参考系中对其旋转对称轴 


dip 


d (p 


的角动量守恒. 

如 (2) 中选取的一组广义坐标是系统质心的坐标粒子在系统质心平动参考系 
中的球坐标为、心、料，以及转子在其质心平动参考系中的定点转动所用的三个欧拉角 
为趴％心 再将& 改成粒子与转子质心间的距离 G 则系统的动能可写作 

(為卜 2 +4 


T 


(w + M) (i ： + 夕 + ir ) + 




+ r 2 sin 2 ^ m ♦ 9 ^) + T 


其中 T 3 就是前面给出的 7 V 

F 的式子仍如前述的积分式子，它与三个坐标有关. 

p = 0，^*^ = 0，有运动积分 

d x d y dz d<p m 

= 常量， 常量，常量 


除有上述两个运动积分以外，还因有 


其物理意义是系统的动量守恒， 


d L .\tf r 曰 

— ^ =常量 


9 9 m 


因为系统质心平动参考系中的三个坐标方向可以随意规定，因此4=常量的物理意义 

是系在对其质心平动参考系中对质心的角动量守恒. 

(5) 当粒子与转子相距较远,说得更确切些，当粒子与转子质心的距离比转子的线度 
大得多时，粒子和转子质心的轨道十分近似于两个点质量的轨道，它们之间有(小的)差别 
的原因在于转子的质心和引力中心不重合.反之，与此有关，粒子对转子各质元的引力对 
转子质心的力矩之和不等于零，这是转子相对于其质心有转动的原因. 

地球以恒定的角速度如相对于惯性参考系运动， fc 是固连于地球的 z 
轴的单位矢量，用固连于地球的笛卡儿坐标为广义坐标，写出质量为 m 的质点在 


3 ?m 


11. 1- 1 



第十一章力学的哈密顿表述 


859 


势场中运动的哈密顿函数，证明//不是总能量，但是一个守恒量. 

xi + yj -\- zk -\- a>k X ixi ^ yj ^ zk ^ — ix —< oy ^ i + iy -\- a > x ^ j+zk 

[(i— <oy ) 2 + (j;+ wx ) 2 + i 2 ] 




T 


mv • v = 


y + 2 <ox 夕 + oj 2 x 2 + ( o 2 y 2 ) 


( i ： + 5； + z - 2 


x 


m 


(土 + ; + i ： — 2 <ox y + 2 <ox y -\- ^ x 1 + < o 2 y 2 ) — V ( x 9 yjz ) 


L 


m 






dL 




P 


<^y 


m 


X 


dx 


ipx + m<oy) 


x = 


dL 


y + 


Py = 


X 




y — 一 、 p 


®E5 




y 


m 


2 


H= —pApx + m<oy) + ~py(py ^ mo>x) + —pi — 


ipx + mooO 


mi 


mi 


m 


1 


(/ >x + nuoy) + 2ojx • — {p 


( ox ) 






: y 


m 


+ < o 2 x 2 + 






y 


(pl + P 2 y + pV ) + Px<^y — py ^ + V ( x , y f z ) 


p L/ 

因为: r 垆 T 2 ( 不是广义速度的二次齐次函数）， H 不是总 能童. 又因为1 = 0,所以//是 


守恒量 


11 . 1 . 17 质量为 m 的质点作一维运动的拉格朗日函数 L = —me n (x _ W )， 其中 

■ 

7和0> 都是正实数. 

(1) 求运动微分方程，根据作用在质点上的力的类型对运动微分方程作些 说明； 

(2) 求广义动量，由此构造哈密顿函数； 

(3) 该哈密顿函数是否是运动常数？机械能是否守恒？ 

P 

(4) 若初始条件为 ^(0) = 0， i :(0) 


问当 m 时，渐近地等于什么 ? 




Vo$ 


2 


L = ~ me 7t (x 一 co 2 x 2 ) 


(1) 


3 L 


rt 


=me x 


d x 


d dL 

dt\d± 


n 


rt 


x + m 7 e 


=me 


x 


dL 


yt 9 

=—me co £ x 


d x 
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运动微分方程为 


m J ： + niY i ： + m < o 2 x = 0 

7 ±— m < o 2 x 


或 


m x = — 


质点受两 个力： 一 个是一 my i ： 为与速率成正比的 阻力； 一个是弹性力，是与偏离平衡 
位置的位移成正比的恢复力，微分方程是有阻尼的振动所遵循的方程. 


3L 


n 


—yt 


( 2 ) 




P 


=me 工， x = — e 


H = p x 一 L 


( —^ n p ) 

L\ m I 


2 


一 7t P- 


7t 


— 0) 2 X 2 


= p 


— e 


—me 


m 


一 Tt 


p z + ~ me n a ) z x 2 




(3) 不是运动常数，机械能也不 守恒. 弹性力是保守力，可引入势能，但阻 


dt 


力是非保守力，且总做负功，机械能是不断减 少的* 

+7 


(4) 


x 


特征方程为 


+ 7r co 2 = 0 


V 

W 

/ —- 


7 


如 y 2 <4 W , 即七 <如时，通解为 


= Ae ^ 2 n cos ( a) 7 t + a ) 


x 


_ 丄 7 2 


其中 


O ) 


(O r = 


7 


如 7 2 > W , BP — >0；时，通解为 


2 


= C x e 


-r— 


—4 如 


2 


X 


7 


如 y 2 =4如 2 ，即 70 时，通解为 


n 


(艮 + B 2 Oe 一 


x 




7 


不论士与如的大小关系是上述哪种情况，也不论初始条件如何， too 时，均有 1—0 




18 一 个自由度数为1的系统的哈密顿函数为 H = ^- bqpe ^ ( a + 


11 


蚣 2 ,式中和々都是常量，求此系统的拉格朗日函数 

m h=^ 


(a+ 厶 e 一边 ） + 7 走殳 2 


一 flt 


—flt 


^—bae 

iM — ± 


一 bqpe 


2a 


一 


— bqe 


q= 


d p 


a 


p = a (々+ bqe ~ m ) 
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H= pq~ L 


5[ 戊 ( 々 + 知 e _ 成 )] 2 


L= p q— H = bqe^ m ) q 


+ bqa(q-\- bqe 一边） e_ 


at 


bae - 极 （a + 6 e— 边）一 ~kq 


=~a(^+ bqe - ^} 2 — —bae^^ia + be_ m ) — ~kq 


11. 1. 19 两个惰性气体原子，每一个质量都是 m ， 它们之间的经典相互作用势能为 

2A . B 

- 1 ■ ■ » 


^ (厂 ） = 


12 


A 、 B >0, 且为常量, r 为两原子间的距离. 

(1) 写出这两个原子构成的系统的哈密顿函数(取适当的广义坐 标）； 

(2) 求出这个系统的能量最低的经典态； 

(3) 若能量稍髙于 (2) 所求的最低能态，求这个系统的振动频率. 

和一个原子相对于另一个原子的球坐标 r 、 e 、 9 % 


(1) 取系统的质心坐标 




z 


广义坐标 


sin 2 ^f 1+^4 - B 


L= — X 2m(± +夕 +i: ) + 2 X — 


m 


12 


2A 


B 


2 


(r + r 2 汐 + r 2 sin 2 ^ 9 ? ) + 


(i + + ^ ) + 




6 


12 


4 


dL 


p 产 


x 


d x 


dL 


— 2/m y 


Py — 


dL 


= 2m z 


Pz = 


3z 


dL 


Pr = 


dr 


9L 


=—mr 2 6 


Pd = 


dd 


dL 


mr 2 sin 2 d <p 


Pf^ 


3 <p 


H= p x i ： + p y 5^+ pz pr pe p 9 9 — L 

ipl + Pl + + ^P 2 r + ^ + 

( 2 ) 最低的经典态 ,： T = o , y 取最小值， 


2A . B 


12 


mr 2 sin 2 d 


4 


d 


2A . B 


= 0 


12 


dr 


6 


12 A 12B 


= 0 


13 
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B 


= 


A 


(- 


B 


2A 


A 






12 


B 


(i) 


6 


B 


(3) 将 F ( r ) 在 

只保留二级小量， 


处作泰勒展开，或令^=/*一7"。，在 r f =0处作泰勒展开， 


r = r 0 = 


A 


d 2 V 


V(r f )^V(r 0 ) + + X 


dr 2 


0 


A 2 


B 


A 


— i + IT 一 84 3 + 156 3 


r 




B 


(I) 


7/3 


A 


A 


—言 + 36 ~r,r f 


在最低能态附近， 


2 


[r f2 + (r 0 + 〆） 2 # 


L= m(x + y + i ： ) + ~tn 


4 


. 2 ] A 1/z 

+ ( 厂 o + r f ) 2 sin 2 8 <p — 36 逆 7 i r ’ 2 + 


A 


B 


注意 : r’ 、 f '、 V 、 'd 、 ’<p、6 、 ¥ 均为小量，由差 # 

方程中的一级小童,可见只有关于 r ' 的微分方^是振动的方程.可得 


# = 0得运动微分方程，只保留微分 


dqi 


4 7/3 

r f +72 = 0 


m 


在最低能态附近做小振动的角频率为 


il B m \ 2 

一个质量为 m 、 带电荷量为一 e 的非相对论电子在圆柱形磁控管内运动， 
磁控管由一个半径为 a 、 电 势为一 >。(心>0,为常量)的导线和电势为零的半径为 K 的同轴 

圆柱面组成.磁控管内有一平行其轴的匀强磁场 B ， 选用柱坐标 r 、 9 、 z 为广义坐标，标势 ♦ 


= 12m^ 1/2 A 7/6 B^ 2/3 


CO = 


11 . 1 . 20 


矢势义=女5^ 〆 其中 化是沿 p 增大方向的单位矢量) 






(1) 写出哈密顿函数； 

(2) 证明存在三个运动常数，并讨论可能出现的运动 类型； 

(3) 假定某电子以等于零的初始速度离开里面的那根导线,则存在某个磁场值及，当 
凡时，该电子能到达外面的圆柱面，当艮时，它不能到达外面的圆柱面，求出 B c 


的值 


( 1 ) 


A = —Bre 


9 


= ( — e 、 <f> — ( — e)r* A 

a 

ln ( r / R ) 

ln(a/R) 




+ e(r e r ~h r <pe 9 z k) 


飞 Bre f 
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= ^0 


In ( r / i ?) 1 

\n(a/R) 


2 


2 


(r + r 2 f + i ： ) — do 


P 汾 2 


L = J 


9 




dL 


P 


dr 


9L 


= mr 2 <p — ~eBr 


Pf = 


d <p 


dL 


P 


=m z 


dz 


H= p r r+ P 9 <P+ P 

= h[ pl + h[ 


L 


z — 


+ pl\ + 

I 


\n(r/R) 

\n(a/R) 


P9 + 


dH 


= 0 ， p 9 =mr z <p— ~zeBr 2 = # M 


( 2 ) 


d <p 


2 


dH 


= 常量 ， i = 常量 


= 0 ， pr = 


Z 


d Z 


dH 


0, //=常量 

\n{r/R) 
ln ( a / i ?) 




dt 


ln ( rAR ) 
ln ( a / i ?) 

= 常量 


= 常量 


2 


(r + r 2 <p -\~z ) +^o 


m 


可能的运动类 型有： 

n 

( i ) 在 z 方向做勻速直线运动 0= 常量 ，^=0); 


( ii ) 在 z 保持不变的平面上做以 z 轴为圆心的匀速率圆周运动 U = 常量， r = 常量 ， f 

常量)； 

( iii ) 在2保持不变的平面上做螺旋运动常量， r 增大时, 〖減 小）； 

( iv ) ( i )、( ii ) 两种运动的叠加 运动； 

( v ) ( i )、( iii ) 两种运动的叠加运动. 

(3) 用初始 条件: 时， 




0 9 < p = 0 jz = 0 . 确定三个运动常数 

z= 0 




( 1 ) 


r 2 <p — —eBr 2 = — ~eBa z 


( 2 ) 


ln ( r / jR ) 

ln ( a / i ?) 


(f + r 2 f + 云 ）+ 4 。 


=e<k 


(3) 




将式 ( U 、（2) 代入式 (3) .得 


-zreBir 2 - a 2 ) 


InCr/R) 

\n(a/R) 


=e ^ 0 


+ e<f> 


(4) 


—m^ r 


o 


mr 
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将 B=B c ^r=R 0 ^ >r = 0 代入上式， 


—e z B\ {R 1 — a 2 ) 2 = 


mR 2 


及 4 4 


2R 12m^ 0 

R 2 -a 2 

由式 (4) 可见，当时，在 r =/2 处， 〆 >0;在厂<及时 ， f >0. 随着 r 增大，厂减小. 

可见，在时, f >0, 说明电子能到达外面的圆柱面. 


解出 


B c = 


e 


2 


2 


当5>艮时，在 r = 及处，由式 (4) 得 f <0,这是不可能的，说明电子不可能到达广=及 

_ 

处，在 r < R 的某处，就变成+= 0 了， 


(r 2 —a 2 ) 2 


作出上述结论时，用了 


是 r 的单调递增函数，因为 


d 


2 


2 


d 


a 


— a 


a 


=1 + ~ > 0 


_ dr 


dr 


r 


11. 1. 21 对于处在重力场中的对称陀螺，使用劳斯方程获得非循环坐标满足的运动 
微分方程，已知质心离固定点的距离为 A ， 对固定点的三个主转动惯量为 


T = — {I1 i<o 2 y +1 ^(o 2 z ) 


= psin 沒 sin 0 + d cos<p 

學 ■ 畢 • 

= psin 没 cos 0 — d sirup 


(O 


x 


O) 


y 


= ^pcosd + 中 


CO 


z 


2 


~I\ 6 + ~I\ <P sin 2 沒 + —J 3 (<pcos$ + ip) 2 


T 




2 


V = mghcosd 


2 


L = ~I\ 6 + ~/i <p sin 2 ^ + ~Izi<pcos6 -{- <p ) 2 — mghcosd 


dL 


dL 


^7 = 0 


7 = 0, 


dip 


d <p 


史、 0 均为循环坐标，选取劳斯函数为 


R = pifi 中 — L 


dL 


<psin z $ + l3COsd(<pcos8 + <p) 


( 1 ) 


/V = -T 




d (p 


dL 


/V = — r = h(<pcos6 + (p) 


( 2 ) 


dip 


由上述两式 9?、 P ， 得 


Cpf 一 p^cosd^ 


9 = 


Asin 2 ^ 

COS 0 

h f^e 


Pi _ 


Cpp — pipcosd^ 


<p= 
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R =- irhe + 


— 户妒 cos 没 ) 2 + + mghcosd 


21^ 2 $^ 9 


2 


劳斯方程为 


± 9 R 

^t \ 9 6 


dR 


( 3 ) 


= 0 


dd 


dR 


dR 


， 屮= 


(4) 


?= 


^ P ? 


3 P<P 


dR 


dR 


(5) 


Pf = — 


P ^= — 


d < p 9 


dip 


代入劳斯函数，式 (3 ) 可表示为 


ip 9 — p^oosdycosd P^ip9 ~ p^cosd) 

I x sind 


- l x <9 + 


+ mghsind = 0 


Asin 3 沒 


由式 （ 1) 、（ 2) 、（ 5 ) 得 


p 9 = I x <psin 2 8 + J 3 cos 夕 （f cos 汐 + 0) = C x 


— I 3 {<pcosd + <p) = C 2 

用上述两个运动积分，非循环坐标 0 满足的运动微分方程可改写为 


(a — ficosd) 2 cosd _ /?(g — 々 cos 汐 ) 

sin 汐 


mghsind 




sin 3 /? 


其中 a==^,^=^,C 1 ^C 2 由初始条件确定 . 

11. 1. 22 一个质量为 m 的质点在重力作用下，在 ;2 ： = 0： 2 + / 面内滑动 , z 轴竖直向 

上，采用柱坐标，用劳斯方程推导出非循环坐标满足的运动微分方程 . 

1 * 2 ^ * 2 2 

L=—mip -\-p 2 <p -\-z )— 


g 之 


〆 ， 


UP 


z 


z — 




(，P + 〆 V 5 + Ap 2 P ) — 


L = 


mgp 


因为 1^ = 04 为循环坐标， 


3 L 


p 2 mC(C 为常量 ) 


p 9 = ^ 


d <p 


p\ — ;m(l + Ap 2 ) p + mgp 


R= p 9 <p — L = 


2mp z 


dR 


(1 + 4〆 ）p 






dp 


d dR 


(1 + Ap 2 ) p— Smp p 




cU 


dp 


dR 


lp z 9 — \mp p + 2mgp 


dp 


mp 


代入 pf—vtC j 
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9 R 


C 2 p~ 3 — Amp p + 2mgp 


tm 


dp 


d dR 


努= 0,可得 


由子 


dt 


dR 


l d p 


(1 + Ap 2 ) p-\- 4pp — CV~ 3 + Zgp = 0 


其中 C=〆^ 为常量，由初始条件确定. 

注意: 不能直接用循环积分 m〆 —mC 消去拉格朗日函数中的循环坐标，再用拉格 
日方程得到非循环坐标满足的运动微分方程.原因是循环积分是一个非完整约束，不减 


P 2 9 =mC 消去拉格朗日函数中的％将使 g 的计算出现 


少系统的自由度数.在这里，用 


错误 


2 

ki 


，势能式中 


11 . 123 一 个力学系统具有动能 T=— 

和I均为常量，写出劳斯函数和劳斯方程 


Q \ 


2 


a^bql 


> 


2 

Qz 


T = ~ 


Qi 


2 


a + bq\ 


V^^rik iq \ + k z ) 


— ~7：^\ q \ + 




+ bq\ I 


\ 


a 


々2 


dL 


Pi 一、、、 


a I bq\ 


fc • vx 乎 

"殳 2 


々2= (a + bq\)p 


R= p 2 4 2 " L = — (a + bq\)p\ — — qi + -zihq\ + ^ 2 ) 


劳斯方程为 


^ = jf 2 = ia + bql)p 


dR 


— 0 


Pz= — 


3 q 2 


qi + ip\b + k^qi = 0 


Qz 


C 为常量，由初始条件确定. 


其中 Pz = 




a-\-bq\ 

11 . 1 . 24 —个质量为 m 的质点在势能 V(r) 表示的有心力 /(r) 作用下做圆周运动. 


采用极坐标，用劳斯方程讨论质点做圆周运动的稳定性条件. 


L~—m{r +r 2 9 )~V(r) 


dL 


p 9 = ~r = 


d <p 


R = Pf9-L^— 2 pl^- 


+ y(r) 
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3 R 


因为 


= 0，(常量) 


d q > 


C 2 


R = 


+ T^(r) 


2 mr 


稳态运动条件为 


9 R 


= 0 


dr 


dV 


C 


= 0 


dr 


mr \ 


将劳斯函数在稳态运动，在 r = r 。 处作泰勒展开，令，略去对微分方程毫无影 
响的常数项，只保留二级小量项，得 


1 3 C 2 d 2 V 

2 撕^十 dr 2 


P 2 


及= — 7桃 P + 


0 




得到上式的过程中用了稳态运动条件. 


由去 Ilf) 


dR 


= 0,得 


3P 


3 C 2 , d 2 V 


1 


P +± 


p = 0 


dr 2 


稳态运动稳定性条件为 


3 C 2 . d 2 V 


> 0 


rt dr 2 r 


如把 C 改写为 mA ， 稳定性条件也可改写为 

3 m h 2 d /( r ) 


> 0 


dr 


4 


11. 2 泊松括号和泊松定理 


11. 2, 1 (1) 若哈密顿函数 // 和某正则变量和时间的函数 F 都是运动常数，证明 

也是一个运动常数； 


3 F 


dt 




(2) —个自由粒子的一维运动，哈密顿函数 H 是运动常数，直接计算说明 F 


是运动常数， | f 也是运动常数. 

证明 （1) H 是运动常数， 


H = C 


F 是运动常数，则 


9 F 


+ [F ， H] = 0 


dt 


上式两边对？求偏导， 



力学(下册) 


868 


2 




aF + 垚 DP , H ] 


d F 


0 




dt z 


dt 


dH 


因为 


= 0 


dt 


dH 


故 


= 0 


dt 


3 F 


d dF 

" a 7 


+ Vr，H = 0 


dt 


dF 


= 常量 


所以 


dt 


(2) 自由粒子做一维运动，粒子质量为 


m ， 


H = 


P 


2 m 


A 


JP 


X — 


dF 


A 


+ [ f , h ]=—4 + 


p 


X — 


’ 2 w 


dt 


m 




a 


a 


A 


A 


+ 


P 


X — 




d x \ 2 m 


d X 


m 


m 


— j 

\ m I 


± 


A 


+ 1 


0 = 0 






m 


m 


[ t 为运动常数， 


所以卜 


X — 


dF 


± 


dt 




(~ m) + a^( _ m)^( h pZ ) ~ a^l" m)^( ^nA 


d 


dt 


= o 


所以 | f (=— 是运动 常数. 

如正则方程的解已经获得, 办、仏0 = 1，2^",5)均为6和2 5 个积分常数 G 

C 2 、…、 C 2 ，的函数，则拉格朗日括号 

(r N ^ Qi 3 Pi _ ^ Qi 3 pj 

— £j\dC a dC^ dC 玲 dC 


11 


_ 


* 


a 


也是运动常数. 

证明已获得正则方程的解， 


= q a (t f C l 9 C 2 9^ 9 ， C 2J ) 

Pa 声 a(, ， C\ ， C^2 ， ’C^ ) 

则 A 、 心以及 都是/、0 、(: 2 、…、 C 2 , 的已知函数，且如、 A 满足正则方程 


q 


a 


dH 


dH 


P 


Q 


a 


a 


3 q 


d p 


a 


a 
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d 


d_ dqj \ d pj — dqj d_ d pi 

\ 3 C3 C a d Cfi df ^ d C a 




dt 


十 [Hi. d Pi I i^L 3 Pi _ d q t d pi _ dqj 3 p { 

- 3 c a 3 Cp d C a d c 參 d Cfi d C a d Cfi d C a 


] 


上迎 丄 lii 丄 


dH 


_ d 3H\ dp t _ d g t 

L3 C a \ 9 pi I dCfi 1 dC a 3 C^\ d qi J 3 C^\ S pi I dC a 3 Cp d \ d qi 


dH 


d d H d pi j — d H d pi — d d H d qi 
frf LaC \ d ~ p { Jc^l — JJi dC a dC p — Jc ^{ 3^" Ic~ Q 

_ d (dH dpi 

— Jc ^\ Ypi ac" a 


d H 3 qi 

d qi 3 Cfid C a 

d [ d H d qi \ d H d qi 

dVi 3CadC 0 

飞 { d H d <ji . d H d pi 

{[J^ Fc a ^ JJ, dC a 


+ 


I 赢奉 

d pi 9 Cfid C a d C a \ d Qi d c 玲 


+ 


s 


s 


d H 3 pi , d H d Qi 

dC . l ^^ dC ^ J ^ dC , 

d ( dH 

aai 30 ； 3C^\dC & 


d 


d 


dC 


^TZ 


d dH 


dH 


d H 


二：： Q 


d C a d c 0 9 c ^9 c 


所以 （ c «， cp = 常量 


3 若 P 是坐标和动量的任意标量函数，试证 [% 人 ] = 0. 

证明 p 是坐标和动量的任意标量函数 , 意味着 P 是宗量 r\p\r^p 的任意函数， 


11 


-J 


9= < P 、 r%P 


工 py — ypx 


V % m S 




d <P 9 J z d <P d J z dj^ d J z 3 <P d J z dj^ d J z d <p d J z 
d X d p x d p x d X d y d p y d py d y d Z d p z 3 p z d Z 

d <p _ dr 2 
d x d r 2 d 


o, 人 ] 




d <P 


= 2 x 


dr 2 


X 


d (r - p) 


3 (r • p) 


9 x 


x 


l£ 


d <p 


= 2y 


2 


: y 


3 o • p ) 


3 y 


3 r 


d9 


= 2p 


dp.~ dp 2 dp 


dp 2 


X 


d {r * p) 


9 {r * p) dp 


X 


X 




d<P 


= 2p 


d p 2 


: y 


3 (r • p) 


d p 


y 


9 J Z 


d J z 


3 Jz 


= 0 


= x 9 


=—y 9 


dp 


d p 


dp 


z 


X 


y 


d J z 


dJ z 


d J z 


= 0 


- p 


=p 


:V ， 


X 9 


3 y 


d X 


d Z 


所以 [f ， Jr] H 2 工 jfl^P 


(—7) 


X 


9 (r ^ p} 


Py+ \ 


+x 


2 p 


X 




夕 


dp 1 


3 (r • p) 


X 


3 (r * p) 


( — ^^) = 0 


d p z ^~ y 3 (r • p) 


Ip 




y 
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11 2.4 试用泊松定理证明系统的角动量和动量的笛卡儿坐标分量 mp 
p , 中角动量的任何两个分量和动量的第三个分量(例如人、人和“或人、乃和 a ) 为 

运动常数，则/和 p 都是运动常数. 

lIE 明 Jx = C\ j Jz = Cz » Py~^l 

[t/，，*/:]= [ 〉 / — yiP'、 ， 〉 j ^yiPz i — ^iPy { ) 1 

4 ■ 

t t 

= S < 占 [ 2 (祕 ，- 热 ,)]^-cS ( 賊 . 

y<P^ )] ^~CXI 、 y‘P' — )] 

a %[S — 3^,.)] ^[S ( ^A ( . - ^iPy ,)] 

- [XI (Apyi — yip ' )]成？(賊 

_ 

+ ^[S ^ py t - 赂,)] 

~ y ^ P-i ^ ~ 々&)]} 

XI [(— px ) i — 


X > 


p 


y 、 


之 iPy) ] 


長 [?(邮 




a 


d 


py )] 


• — Zi 




A )] 


— 之 I 


z. 




= H (〜 At, 

+ 

由泊松定理，因为人、 j / 都是运动常数，它们构成的泊松括号 

[久，人] 


— ^ jpz ^ = Jy 


J 




y 


也是运动常数. 


Lpy^zl= [ 2 py t ^ S ( 工 ^ — yipx,)'] 

琴 ■ 

t I 

= 2 ~ 对')] 

( 2 ^yi ^ 5 工)[ S 


d 


y(P 工 ) 3 

[ XI ^Pyi ~ yip^i ^ ] 

f 

I 

- 写 X ) 点 [ E (祕，-乂〜)] 

+ 忐(0) 








d 


d 


+ 5(2 X ) 


d p 


d 


[S ^Pyi ~ 




dp 


z, 




yipx t )] 


yi 


(— ^)] = YjP 


2[ 


1 

I 


= p 


X ^ 


X 
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由泊松定理，因为 p y 、 J z 都是运动常数，则 p x = [九，人]也是运动常数. 

同样可得，因为 P X , Jy 是运动常数,么=[乂,之]也是运动常数，《/和的所有分量都 
是运动常数，所以/和都是运动常数. 

5设4是平方反比律力作用下的有心运动中的拉普拉斯-龙格-楞次矢量， 

P X J — 


11 


A 


m a — 




ma 


其中•/是关于力心的角动量， a 是有心力中的系数， F =— 

以下各泊松括号[儿 《， H ] (脚标表示笛卡儿坐标的分量），并证明它们都是 

守恒量. 


利用泊松括号的性质，求 


e r 


參 


A = pXJ—m 


a — 


P = + PyJ ^ 


r = xi 


yj 


J = r X p = (xp y — yp x )k 


A= (pj + pyj) X {xpy — yp x )k — 


m a 


1/2 


( x 2 + y 2 ) 


x 


Xpy — yPxP 


一 X PxP 


— m a 


a 


1/2 


( x 2 + y ) 

\_A X ^j ^ = [_A x9 J = = [A”!/，] = 0 

\_A Z ^J x ~\ = \_A Z jJ y ~\ = \_A Z z ~] 


y 


1/2 


( x 2 + y ) 


y 


o 




X 


[A x ， 人 ] = xp\ — ypxp 


in， x Py — yp 


— m a 


(: 2 + y ) 

= pyL^py — yp x ， xp y — yp x ~]-\- Lpy^py — ypxlc^py — yp x ) 




X 


X 


yp 


— nvct 


1/2 ， 


( x 2 + y ) 

Lpy^ — yliPxi^Py — ypx) 


1/2 ^ 


o 2 + y) 


X 


1/2 ， Ay 


— m ax 




( j ： 2 + y ) 


x 


P 


1/2 ， 


( x 2 + y ) 


X 


pA^py — ypj + 


O 2 + y 2 y n 


1/2 


Or 2 + y 2 ) 3/z 


Cr 2 + y ) 


=^pxpy — ypl + m 2 a 


=— A 


1/2 


( x 2 + y > 


: y 


\_A y ,J z ~\^ pxiypjc — xpy) — m 2 a 


m， x Py 一 yp 


( x 2 + y ) 

= P^LyPx — xpy, xpy — yp x ~] + lp X fXp y — yp x ~]{yp x — xp y ) 


yp 


— m a 


(x 2 + y 2 ) v 


2 , 


Cr 2 + y) 1/2 , 


= Lpx^^\py(ypx —工 py) 


ix z + y 2 y /2 ^ Py 


— m ax 


+ m 2 ay 


，P 


{x 2 + y 2 ) 1/2 
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= {xp y — ypjpy — 


ax 


(_ I) 


(pl + P 2 y) — 


(^ 2 + y 2 ) l/ 


x 


(Pi + Pl^> 


a 


Cr 2 + y ) 1/2 ,2 m 


+ y ) 1/2 


x 


x 


( 工 2 + : y 2 ) 1/2 ， 2m 


y 2 ) l/2 9 2m 


声 ， [ 文 ，户 i] _ ~n7~PxPy\_ 


n 


2 


+ y 2 ) 1 


X 


X 


yp 


1/2 


y > 


2、 3/2 


(pl + pI ^> 


(Pl + P 2 y ) 


Plly.pU 


2\l/2 


y ) i/2 


y ) i/2 
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pi _ 


p 


a 


a 




1/2 ， 


O 2 + y 2 ) 1/2 ’ 


u 2 + y ) 

= -~plpy — hplP 


y 


x 


2 P 


— may 


3/2 


o 2 + y) 


: y 


X 


m 


x 


+ xp 


+ Xp 


a 


ma 


m 


( x 2 + y 2 y n 


( x 2 + y 2 ) m 


X 




}p 


2 p x — 


a 


a 


(x 2 + y 2 ) m 


2 一 L(z 2 + ： y 2 ) 1/2 (z 2 + y 2 ) 

= 0 (因为 A = 0) 


3/2 


y 


H 是运动常数.是守恒量， |> UH ] = C »， 凡也是守恒量. 

[[ A x , J a ], H ] = [— = 0 

[[本，人]，只]=[九，//] = 0 


其余[儿， j >] = 0( a 不等于 x 、 y ， 尽 不等于之). 


[[儿，心 ]， H ] = 0 

这就证明了 [儿，心]、 [ X ， H ] 都是守恒量•但不少都是零，不为零的[九,人]、 [4, 人]也没 
有给出新的守恒量. 

注意和 •/ 都是守恒量，但 Ar ^ A 9 不是守恒量，因此， [ A ,人]、[皂，人]都不是守恒 
量，[丄， H ] 、 [ A f , H ] 也不等于零. 

已知某系统的哈密顿函数 


所以 


11 


命 


聲 


H = q l p 1 — q 2 pz — aq \ + bq \ 

式中均为常量(这个哈密顿函数并不来自拉格朗日函数，是假想的），证明 F 1 = q 1 q 2 , 


都是运动常量，讨论它们的独立性，能否由它们找出新的独立的运 


F 2 = Qi ^ f ，/^3 = 


Qi 


动常量 


证明 


H=qipi—qzp2—aq\+bq\ 

[F lt //]= [^192^1^1 — 92^2 — ^q\ + bqU 

= 92 [ 9 i ， gi/>i] _ ^[92^2^2] 

[F 2 ,HJ= [jqx^yQiPi — Q2P2 — m\ + bqf] 


qzqi — qiqi = 0 




== q x e 

d ( gie ~0 


BF 


2 


+ [尸 2 , H ] 


+ 9 i e_i 


— Qi e ~ f + Qi e 


― f 


0 








dt 


ci 


pi — bq 


， q\P\ — qzPz — m\ + bq 


[ f 3 ， h ] = 


Qi 


= q \ ip2 — bqz ) —,pi — — [/ >2 — bq 2 , q 2 p 2 '] + ~ Lp2 — bq 2J bqU 


Qi 


Qi 


<h 


Pi — bq 2 bq 2 + p 2 2 bq z 


= 0 


9\ 


<h 


<h 


O E 1 

K 均满足^ + [厂，//] = 0(£ = 1，2,3).所以它们都是运动常量. 
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9 Fi d Fi d F \ 3 Fi 
dQi d q 2 d p x 3 p 2 

d F 2 d F ^ d F \ d Fz 

3 q \ d q 2 3 Pi 3 p 2 

d F 3 d F 3 d F 3 d F 3 

3 Q \ 3 q 2 3 pY 9 p 2 




0 0 


<lt 


<h 


—t 


0 0 0 


e 


0 


Qi 


<h 


0 


92 


<h 


0 0 


e 


有 


(0 — q\e~ f ) 


■^o 


— e 






<h 


p2 — bq 2 


b _ X 

<h <h 


q \ 


可见三个运动积分是相互独立的， 


_Fi$F 2 ^\ = [9i9”9i e ( ] = 0 


<h<lz^ Z ~ 〜 _ 2 ]= qi 

L 9 l J 


[尸 1 ，厂3] = 


— [ 92 fp 2 J = 1 


9 i 


[ F 2 ， F 3 ] 


= 0 


Qi ^ ， 




<h 


由 FhF 2 、 F 3 不能用泊松定理找出新的运动积分. 

11. 2. 7 找出各向同性的三维谐振子尽可能多的运动积分，其拉格朗日函数为 


2 


2 


2 


L = —m(ir + y + i ： ) — ^k{x 2 + y 2 + z 2 ) 


L — —mCx +夕 + 憙 ） 一 ~zk (x 2 -\-y 2 + ^r 2 ) 


2 


(pi + pi + pi) + vW + y + 之 2 ) 


H 




2 m 


dH 


o 9 h 是守恒量. 


因为 




dt 


(.pi ~\- p 2 y pV) + + ： V 2 + 之 2 ) = Cl 


F x = H = 


2 m 


为运动积分. 

改用柱坐标 


2 


2 


L = —m(r r z <p + i: ) — ~~^(r 2 + 之 2 ) 


P 2 r + -Jpl + P 2 z\ + l ； k{r z + z 2 ) 


H = 


2 m 


dL 


dH 


< p =^ C 


= 0， P ^ J ^> 


d <p 


为运动积分，改用直角坐标.可写为 

f 2 = J z 

根据对称性，可写出 f 3 、 f 4 两个运动积分 


mix y— y x) = xp y — yp x = C 




F 3 = ypz — Zp y = C 
Fa = 之 Px — xp z = C 

/^=//，显然有 [ Fi ， F ,] = 0(〖 = 2,3,4) 不能得到新的运动积分， 


4 
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[F 2 ,F 3 ]= \_xpy — yp x ,yp z — zp y ~] 

=[工/^，:^*]十 Lypx — zp y ~\ 

^Pz + Zp x = F 

同样， [ F 2 ， F 4 ] ， [ F 3 , F 4 ] 均不能得到新的运动积分， 

H ^ H z + H z 

H i ^^ ZP 2 ^\ kx2 ^ h 2 = 

H 




4 


其中 


pl+~^ky 


pl + —kz 


m 


pl + i - kx\H 


2 m 




pi = 0 


kx z ， 


2 m 


dH x 


^ + LH l 9 H 2 = 0 


= 0, 


dt 


所以 


pl J \-— kx z =C 


Fs = 


2 


为运动积分. 

同样可得 


F ^ = 7 r - pl +-^ ky 2 = C s 


p 2 z + fkz 2 = C 7 

均为运动积分，显然，中只有三个是独立的. 

由泊松定理，可得 

厂8 = [ F 2 ， A ] 


f 7 = 


pi + irkx 


[ 工， /4] — 


x p y — yp 




X , 


2 m 


= m P ^ - #(- 2 工） = ~P，Py + kxy^C 

由对称性或同样用泊松定理可得 


F 


pypz + kyz = C 


9 


m 


F 10 = 一 pxpz + kxz = C 


10 


m 


用泊松定理，再不能用这些运动积分得到新的运动积分. 

(1) 对于任何正则变量和时间的函数 a( 9l 


, psU ) ，证明 


: 


11.2 


， q ，， p \、 pi ， 


， qz ， 


_»_ 


■ ■ ■ 


5卜1! + [4] 


(2) 某个两维振子，动能、势能分别为 


T = — m{x + y ) 


V = — k { x 2 + y 2 ) + cxy 


其中 e 和々是常量. 
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( a ) 用坐标变换证明该振子是一个各向异性的谐 振子; 
( b > 找出两个运动常数，并用 a ) 的结论证明 

( c ) 若 c = 0, 找出第三个运动常数； 

( d ) 对于各向同性的振子，证明对称矩阵 






pipj + ^rkxiXj 


V 


2 m 


是运动常数，证明方法是设法将此矩阵的每一矩阵元用已知的运动常数表示出来. 


3 H 


3 H 


( 1 ) 


， Pi = ~ 


qi = 


3 Pi 


3 qi 


±\ 


da 9 a . 
dt^ dt^ 


9 a 


da 


w _ j a w r 


dqi 


+ s ( 

(=1 ' 


d a d H da 3 M 

3 qi ^ pi dpi 3qi 


=| f + [〜//] 


d a 


dt 


L = —m{x +y ) — ~^(x 2 +y 2 ) —cxy 

( a ) 作坐标变换，使变为简正坐标夂 7. 


( 2 ) 


0 


M = 


0 


m 


k 


c 


K = 


k 


€ 


特征矩阵为 


k — met ) 2 


c 


K - a> 2 M = 


co 


c 


一 <o z M I = 0 

+ { k z - c 2 ) = 0 

~ (k — c )] 

k —— c 




— 2mkfjo 

\jnm l —( 是 + c)l[m 

9 C 


rm 


2 


0 


O ) 




, a >!= 


(Ol = 


m 


一 c 


c 


adj {K - co \ M ) 




— c 


c 


取归 一 化了的列矢量 


VY J vTl ， 


c c 


adj CK - colM )= 


€ C 


取归一化了的列矢量 j ， 


⑴ 


( 2 ) 


vt 


G = 


( l ) 


( 2 ) 


vT VY 
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sTz v^T 


G 一 1 = G T = 


-fl -/l 


X 


vT 


= G 


V 


V 


y 


vy 


X 


-fi ^Ti 


y 


vT -fi 


即作坐标变换 


(芒 +7) = — ， 

V 2 


*r = 




T = 士 +7) 


2 


—(^ — c)$ z + -r{k + c)7 


V 




这是一个各向异性的谐振子，在 $、7 两方向的谐振动的角频率分别为 


L = —m{^ +7 ^ — ~^ik—c)^ 2 — — {k+c^>rj 


( b ) 


CpI + P 2 V ) 4 - 士 ( 是一 c^ 2 + -jrCk-\-c)V 


H = 


2 m 


H . + H 






其中 


■ W 

Ta x — 


mi 


2 


^2 = ^Z：/>? + ^-(^+c)7 


dHx a Hi 


+ [ H ” H ] = = [ H ” H 2 ] 


0 




ck 


dt 


dH 


[ H 2 , H !+ H 2 ] = [ H 2 = o 


同样 




d ， 


户 i + 7 ( 々一 c )^ 2 = c 1 


H ,= 


所以 


2 m 


户§ + + ()7 2 = C 


H 


为运动常数， 


= m ^= 




m 




(px + py ) 


Pi} — 讲 7 = 


v^y 
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上述两个运动常数也可写成 


&( 户 : r — Py) 2 + ~{k — C)(X — y) 2 = C ： 


4 


(a + p y y + 十(是 + + y y = c 


4 


4m 


( c ) 若 c = 0, 二维振子是各向同性的， 


h = + W) + 7 是 (x 2 + y) 


可找到 


J = mixpy — yp x ) — C 


为第三个运动积分,证明如下 


+ U ， H ] = [mixpy — yp x ) ， H ] 




mxp y , —pi |+ I mxp y , —ky 


~ kx 2 


myp 


P 


myp 


X ， 


X t 


y 


2 m 


2 p x + mx • — k (— 2 y ) 


=mp 


y 


2 m 


— k (— 2 x ) 


2 p y — my 


—— mp 


X 


2 m 


= 0 




P^Py + ^kxy 


2 m 


(d) 


A — 


Pl+~^ k y 


^r~Pxpy+-^kxy 


2 


2 m 


对于各向同性的振子，已证明了 次2都是运动常数, 


Pl + ^ kx 2 = E , 


2 m 




由 [^ i 2， H ]==0 很容易证明 A 12 也是运动常数，但题目要求将 A 12 表示成私、五 2 和 

m { xp y — yp x ) = J 


的函数.不难看出 


kJ 


Pi + ~^ y 2 1 - — - yp x )J 


^ n pl + ^ kx 


— 


4m 


k 


= + + tn iyZpl + 


k 


m 2 { x z p 2 y + y 2 pl — 2 xyp x py ) 


4 m 


k 


= 7^ plp y + J kxy + ^n xypxp 


y 
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pxpy + ^kxy = (A 12 ) 


2 m 


k 


所以 


py + ~zkxy= 土 ' EJ 厂 


A 


A 


为运动常数.矩阵的所有元素均为运动常数，该矩阵当然是运动常数. 




12 


21 


x 


4 ：m 


已知 


f i 、 q\ ， pi) f 2(<}2 ， Pz) 

<P = 


11 . 2 


计算泊松括号 [ f ， W . 


(?i * pOfz^Qz > 

屮 =J\iq\ ， pi) f ， Pz) 


d <p d <p _ d <p d ip d <p d <p d <p d <p 

^ <i\3 pi d p\d q\ 9 q 2 3 p 2 3 p 2 d q 2 

这是用泊松括号的定义进行直接计算，更方便的办法是利用泊松括号运算的性质， 

[9^，0]= Lfl ，/ 3(9 l ，/ ^1 )/4 (92 ，户 2)] 

= f Pl^\j \ - ? Pi) ，/3 ( 分 1 9 Pi ) ]人(？2，/^) 

+ /\ (4i fp]) tfz^Qz ， Pz) 人如， Pz^f z^Qi jpO 

=/?/4[/ i ，/3] 十 / l / 3 [/ 2 ，/4] 

11.2.10 若系统的哈密顿函数可写成下列形式： 


[cp,<f] = 


，/^，广] 


，Qm ^ Pi 9 p2 ， •*• * Pm J ， 9m+l ， 


fQs ，户 m + 1 ， 


)是守恒量 


则 /(9 l ，？2, 


，分 m 9 pl ^ pz 


參# ■ 


d/ df 


证明 


At Tt + UM ^ 






m 


s 


n 


)+s( 


lf _ # dH df # an 

dqt ^ 3 pi d pi % d q { 

dfdH ^ dfdf dH df 

3 Qi d f d pi d pi d f d q { 

所以 f { q \， qz ， …， qm ， pi ， pz ，“* ，声 m ) 是守恒量. 

11. 2. 11 若两个已知函数 9([ P ， f )、0( g ， p ， e ) 有下列恒等式 

Iff + O ’ H ]} 


3/ # 3 H_df # 3 H 

dqi 3 p { d pi dq { 


m 


n 


=0 


_djt 


+ [ 0 ，//] 


9 


dt 


其中 H 是哈密顿函数，[%//]、[0，//]均为泊松括号，找岀此正则方程的一个运动积分. 

〜( i〆 一 4 + 一 


- i ± 




9 


dt 


-ijk 


+ 0， H ] 


9 


dt 


d 


= 0 


所以士 〆 一☆ 为运动常数 • 
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11.3 哈密顿原理 


11. 3. 1求在巧平面内经过两个固定点的一条曲线，绕 z 轴的转动惯量为极小值， 
用平面极坐标写出该曲线必须满足的微分方程. 

解曲线的微元 




其中 


q } = 


dr 


设线密度为7,微元绕2轴的转动惯量为 


d/ = Tjr 2 ds = ^r 2 V 1 + r 2 <p z dr 


曲线绕 z 轴的转动惯量为 


1 + r 2 ^ 2 dr 


yjr 


I 为极小值要求 


r 0 


F=r 2 V l~\-r 2 <p 


设 


由欧拉方程 


Ud §)~% = ° 


今^^ = 0,有 |^= c ( c 为常量) 


d <p 


-C 


〆 =c 


这就是所要求的微分方程.解此方程又有一个积分常数，两个积分常数由曲线经过的两个 

_ 

固定点确定. 


试用哈密顿原理求复摆做微振动的周期 


11,3 




L=~I 6 ~mgl(l—cosd)^—I 6 ——mgld 

*S [ 沒⑴ ]= 「 Z/dit 


r:( 


0 — — 




S 5 = f 1 (10 8 0- mgiemdt 


f 0 


d 


1 (/ 0 石 — mgW86)dt 
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1 f d 


d 






十 （idm — ^ ： ad) + 


dt 


dt 


df 


0 


1 (I d-^r mgW^WAt 


=I dW 


0 


— f (/ mgld^hO&t ~ 0 


t 


0 


这里用了在和 t = tifB 8=0 f 


I 汐 + mgld = 0 


msL 


2 n 


， T = 


= 2?r 


Cm) — 


gi 


O ) 


11.3.3 试用哈密顿原理求解 7 . 4. 30 

取 0 M 、0 2 B 偏离平衡位置的转角 p 为广义坐标，用 7. 4. 30题已得出的动能和 


势能， 


2 


{a - by 4- 2Ma 

V — ~(mgb + ka z ')<p l 

LJ 

■~rm^a — bY + 2Ma 2 (p — ~imgb + ka 2 )<p 
(a — bY + 2Mof\<p — — irngb + ka z )(p 2 )df 


T = 


9 




2 


L = T -V 




c — 

O 1 ~ 


mi 




0 


M 


M 


a 


a 


k 


Ch 


O , 


b 


b 


m 


B 


A 


11*4 


= 0 要求被积函数 F ( f , P ) 满足 


d ⑽ 


3 F 


= 0 


ck 


d <p 


3 <p 


得 


[( 4M + m ) a z + mbib — 2a )] $?+ (mgb + ka 2 )<p = 0 


1/2 


mm 


mi 


co — 


(4 M + m ) a 2 + mb<Jb — 2 a ) 

( 4M + m )< 2 2 +? n6 ( 6 — 2 a ) 

mgb ^ rka 2 

^ xy 平面上的一条通过 Pi ^ Pz 的坐标分别为 ( Xi ，^ i )、（ A ，％) 的一条曲线 


1/2 


Ik 


周期为 


= 2 n 


O ) 


lb 3 
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y = yCr ) 绕 X 轴转动时扫出的一个曲面，问 ^ Cr ) 为何函数时该曲面面积最小? 

在曲线上取线元 d 5, 它绕 I 轴一周扫出的面积为 

dA = 2 ^tydS 

通过 P ^ Pz 两点的曲线绕 T 轴一周扫出的面积 


I 


P 


X t 


Z^tydS = 


d ^: 


A = 


: V 


A 


A 最小，要求 SA = 0, 即 




X 2 


= 0 


dx 


x i 


^ S ( d ^) 




dx = 


y 1 + 

Vi + y + 3 ； y(i + y 2 ) _ id(§ ： y) 
Vl + y 2 d：ydr + d [: yy (1 + y 2 ) _ 2S^] 

— 基 Lyy (i + y z )~2]^d^ 


da : 


dx 






y 


其中 


dx 


x z 


s[3 ； Vi + y 2 ]d 


X 


[^yci + y 2 ) __ ^] + 1 2 |vi + y 2 — 基 [: yy (i + y 2 )]] 卜 ： ydx = o 


ft x = Xi ，: r 2 ，§3； = 0, 在别处， §3； 任意 • 


dx 


考虑到 i + y 2 # o , 上式经计算可得 


1 + y 


— » = o 


因为 


_ 


尸 T 办 


dy 


代入上式， 


1 + y 2 - ?办 


= 0 


1 + y 

1 + y 2 = c\ y 


y 


— d 工 


■arccoshCtjy = x O z 


C , 
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—coshCC^ + C 2 ) 

〆&)确定 


y = 


c x 


其中 C!X 2 均为积分常数，由 

一个系统的拉格朗日函数为 


yz 




11,3 


♦ 


L = 


x 


x 


(1) 直接验证对路径 x = Asiru 有 


JT 


S Ld^ = 0 


0 


(2) 比较在£ = 0和 £ = f 均有同样的 x 值的路径族 x = A(sinf+csin8^)(c 可取各种 

JT 

值），证明当 c = 0 时， pLdU 有最小值* 


—X 1 


L=—x — 


( 1 ) 


JL 


JT 


dt 


ck = S — i： 


丄 . 

— a : 


—X 


—X 




0 


0 


f * ^ x —— 


JT 


(k 


(± S i： — x 8 x)dt = 


o 


jr 


d 


d 


X 


Bx — x&r d 广 


t (± & r ) — 


(k 


ck 


t =^ 


jr 


jr 


(x+ x ) 8xdt 


(x+ x ) 8 xdt = — 


= x dx 


o 


0 


*=0 


代人 x = Asint 9 


因为 


x+ x = — Asint + Asint = 0 


jr 


d \ Ldt = 0 


所以 


0 


K 


jr 


f 


dt 


Ldt = 


▲ • 

— x 


( 2 ) 


—x 




0 


0 


将 x= A(sim+csin80 代入 


JT 


r 


— A 2 (cost + 8^cos8^) 2 — — A 2 Csint + csinSt ) 2 dt 


•L 


im 

t/ 一… 


J 


o 


经计算可得 


A 2 (siny + ^7tc 2 ) 

\ 4 8 / 


J 






4 


由 _ = 0 得 c = 0, 所以 c = 0 时 J 最小 • 

一个质点在竖直平面内从一点无初速地沿某一条光滑曲线滑到给定的另一 
点，要所需时间最短，求此光滑曲线满足的微分方程. 


3 


毋 


ds 


\ 


x i 


dx 


v 


x o 
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x i 


dx = 0 


^7 


X Q 


F = 


: v 


d F 


dF 


Vi + ~jr 2 






d y 


2y 


A [ d £ 

dx \ dy f { vT • VTT 7 1 v^T (1 + y 2 ) 


3/2 


S/2 


(1 + y 2 ) 3/2 2y m (l + y 2 ) 1 


1/2 


/2 


: V 


由欧拉方程 


¥=0可得 


= 0 


1/2 


/2 


1/2 


2y m ai + y 2 ) 


(1 + y 2 ) 3 

两边乘一不为零的因子 2 y /2 a + y 2 产，微分方程可写为 


y 


2yy ff + y 2 + 1 = 0 

11.3.7 证明在圆柱面上任何两点间最短曲线是螺旋线 

= Ar<p + B 

9、之 是柱坐标 a 轴沿圆柱的对称轴， r 为圆柱的半径， A 、 J 5 由所给两点的值确定 


Z 


ds = (rd^) 2 + (dz ) 2 = r^+z^d^ 


dz 


其中 〆 


为常量 




dq > 






最短曲线满足 


d IdF 

di i d z f 


9F 


= 0 


d z 


dF 


因为 


= 0 


dz 


z 


为常量 


所以 


cz f2 = r 2 + 之 /2 


令 A 2 = -^ ，上式可改写为 

C — I 


= AV 2 ， 


z r = Ar 


z 


- 1 


c 


Ar<p + B 

分别用哈密顿原理和变形的哈密顿原理得到 9. 3. 27 题得到的运动微分方 






11 . 3 


嬸 


程 


用 9. 3. 27题已得到的拉格朗日函数, 
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+ — I 2 6 — Is 6 cos C 8 —— a ) 


L =^rM 


s 


+ Mg \ s sina + — cos ^ 


用哈密顿原理, 


t 


S Ldt = 0 


(0 


«)] 


1 


— Af i + ~/ 2 6 - lb 6 cos {6 — 




Mg I jsina + 音 cos 汐 j 
直接作变分运算或用欧拉方程也就是拉格朗日方程， 

d_( 3L 

dt \ d s 

dllL 

dt \ 3 d 

即得 9. 3. 27 题得到的运动微分方程，以下略 

下面用变形的哈密顿原理： 


11 . 5 


= Q 


3L 


H „ yj 


d s 


dL 


= 0 


dd 


dL 


= M s — 


Ml 0 cos (6 — a ) 


P 


s 


ds 


dL 


=~ Ml 2 d — ~Ml s cos - a ) 


Pe = 


dd 


从上述两式解出 i 、 l 得 


[21 ps + 3 Pecos (d — a)] 


5 = 


(汐 一 a ) 


Ml 2 - 


cos 


[3//> 5 cos(^ — a?) + %p B ~] 


0= 


2 


{6- a ) 


~cos 




H = p s i + pe 0— L 


[2 l 2 P 


3 


—今 l z P 


2 


(8 — a) 


cos 


S 


s 


cos 2 (6 — a ) j 

9 

+ Qlpspe^osid — a ) — ~ rlp s p $ cos 3 {0 — a ) + 6 pe 






— — pocos 2 (d — a ) — Mg \ ssina + — cos ^ 


由变形的哈密顿原理 


谷 J [/^+ Pe 0— H~]dt 


0 




需满足欧拉方程 
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dt 1 3 q { 

dt \ a p { 


dF 


= 0 


d qi 


dF 


(t — 1 ， 2 ，…， s) 


= 0 


d pi 


s 


其中 F = 2 p { ^ 

i=i 


f - H. 在这里 F = H 


d 


d 


d 


石 |~ [/ >j Pe 0— H] j — —[/ >s 5 + pe 6— //] = 0 


d 


d 


a 


Jt\7e lprs+ped ~ m r 

实际上得到的运动微分方程就是哈密顿方程 


[/>d 十外没 一 开 ]= 0 


96 


3 H 


Ps =— 


d s 


dH 


- 


dd 


9 


d 


a 


— r* [/ >5 s-\- peO — H~\ 


^ p/s+ pe 6 ~ m 


0 






ck 


dps 


a 


d 


d 


— r [/ >j pe 0— H ] — 


Lps 5 + pe 0— H ] = 0 


dt 


3 pe 


3 p 


9 


得到的运动微分方程就是哈密顿方程 


3 H 


dp 


S 


dH 


6— 


3 p$ 


由 lh ：节的各题可知，由哈密顿正则方程得到的运动微分方程， 
积甩拉格朗日方程得到的运动微分方程是完全相同的（用同样的 

^义坐标）以下略 • 


k 


用哈密顿原理求 9. 3. 13题所述系统的运动微分方 


11 


_ 


* 


月 . 


C 


Tij - r 


o 


9. 3. 13题已得到拉格朗日函数为 

L =^ rm ( b 2 6 2 + y 2 -2 b yd sin ^) 


X 


J 


b 


e 


— ~ ky z — mgbCL — cos 汐) 


m 


Y 


广义力为 


11 . 6 


Q e =—W d — 7 b y sind 

Q y =— y ( y — b e sin /9) 


用非有势系统的哈密顿原理 


S 


、( SL + ^ Q { 8 qi )dt 

J i = l 


= 0 
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ib 2 6 y — 2b y 6 sin 没）一 




ky 2 — mgb{\ 一 cosd) 


m 


2 


f 0 


+ ( - 7b 2 6+ 7b y sind)8d + (- 7 j ； + rbdsmd)8y}dt = 0 
1 {mb 2 6 8 (9 + y ^ y — y ^ cos ❼ 88 — mb 6 sin^S y 


f 0 


— mb y sin^S 6 — 是 — mgbsin88 ❹ + ( — 7b 2 7b y sin 沒 )80 
+ ( — 7 j;+ 7b 6 sin 没 ) S 3 ; }ck = 0 

37 (mb 2 d 86) — mb 2 8 86 ^(m y — m y 8y — mb y 6 cosddd 


^ i d 




d 


d 


d 


— 石办汐 sin 没 Sy) + 37 ^ sin^)S^y 


石 {mb y sin 册汐 ) 




cU 


d 


+ -^-(mb y sin 沒）册一 ky^y — mgbsin 能 d + ( — 7b 2 Q 


cU 


+ 7b y sind)8d + (- 7 j；+ Yb d s\nd)^y)&t = 0 


{mb 2 0 80 + m j; 8y — mb Q sin 泥 3 ; — mb y sin 抑沒 ) 


0 


d 


— mb 2 d— mb y 6 cosd + y sin 汐）一 mgbsind 


0 


d 


sin 夕 ） 86 + — 


+ (- yb 2 e+ rby 


夕 + ^ (mb 0 sin^) — ky 


F m 


w 


dt — 0 


+ (- 7 j；+ 7b 8 sin^) 


在 d 。 和纟=^ 1 ，秘= 0 ，§ 3 ^ 0 ，积分号中被积函数中 8 d 、8 y 的系数分别为零， 


d 


— mb 2 6 — mb y 6 cos8 + ^ {mb 3 ; sin 没） 一 mgbsind — 7b 2 d-\- 7b y sin ^ = 0 


d 


3 ) + ^(mb 6 sin 汐）一 ky — 7 j;+ 7b 8 sin8 = 0 


整理后得 


mb 6 — m y sin 没 + w ^ sin ^ 7 b 0 — 7 y sin 沒 = 0 

m y — mb 6 sin 没一 mb 6 cosd + ky + 7 5 ^ — yb 0 sin 汐 

与 9. 3. 13 题所得结果完全一样. 

11 , 3 . 10 图 11. 7中质量为 m 的质点通过一个劲度系数为 A 的弹簧连在动坐标系 : r = 0 


0 




处，动系沿工正方向以5=沉+~^似 3 (其中1；、^均为常量)做直线运动，减震器对质点的作 
用力与相对速率的立方成正比，比例系数为心由哈密顿原理导出质点的运动微分方程. 

设弹簧原长为 L 取静参考系4为广义坐标. 


2 


m(v + at 2 + jo) 2 


T = ±) 
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V = ^( x - Z 0 ) 


/ = — b x 3 , 


dW = fdx 


y 


减震器 


•驗 


s 


k 


x 


o 


1 L 7 


用非有势系统的哈密顿原理， 

+ 8W)dt = 0 


0 


(v + at 2 + i:) 2 — — — / 0 ) 2 — b ir 3 Sj ： }dt = 0 


8 




0 


1 [_m(v + at 2 + ir)5 


k(x — — b i: 3 S^:]d^ 


x — 


0 


d 


d 


^[m(v + at 2 + 土） S:r] — + at 2 + i:)]dx — k(x — l 0 )8x — b i 3 Sx (dt 




dt 


1 [m ( 2at + i) + k{x — l 0 ) + b ir 3 ]Sxd^ = 0 


=m(v at 2 + x)dx 


f 0 


0 


在和积分中被积函数 b 的系数为零，即得运动微分方程 

{ 2 at + x ) k^x — / 0 ) + 6土 3 = 0 

一个具有单位质量的质点在外力 F = — U +0 作用下沿工轴运动，在 t =0 
Rt = l 时均位于 o ： = 0 处，用里茨法求出此问题的近似解，并与准确解作比较，比较 f = 

0. 5时的结果. 

提示 :近似 解可用1(0=^(1-0(>。+叫+… + w ”) 的形式，仅要求对 n = 0 作计算, 
求精确解可作变换 y = x + t . 


m 


11， 3. 11 


V =— — ( x ^ t ) 


T = 'TT 工 ， 


L=~x + —(jc+^) 


由哈密顿原理或用拉格朗日方程可得运动微分方程为 

-u + 0 


x 




先求精确解，令 y = x -\- t,M 


y—ty 

夕一 :i ， 

y=— y 

y = qsin(，+ c 2 ) 
x=cisinCt^-€z) _ t 


x= 


jo= y 


X = 


所以 
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用之= 0及尤=1时文= 0定出(: hQ ， 可得 


c z = 0 


C ^ — 


sinl ’ 


sin ^ 

sinl 


所以精确解为 

下面用里茨法求近似解 


x = 


t) z 


Ldt = 


亡（工+ 


丄 _ 

—X 




设 


x(f)=a 0 t(l—t) 

J0 — Q?o 2^0^ 


f[ 


(a 0 ( — a 0 t 2 + t) 2 d. 


炎 o 0 )= 


了 0 0 — 2a 0 t) 






经计算得 


— 


彡 （ a 0 ) 


l 2 a ° 






20 


6 


由求彡 O 。 ) 的极值确定 a 。 值， 


h 




da 0 : i 0 — 珏 = 0 


. I 於 


OJ 0 — 


18 


c ； 


近似解为 


，（1一£) 

，= 0. 5 时，精确解为 x=0. 06S7, 近似解为 ^ = 0. 0694. 

11.3. 12 质点运动的拉格朗日函数为 


11 

^i.|J • H 屬 


18 


2 


~(r r 2 <p ) 

已知 i==0 时 ，r = 2,9?=0;£=2 时 »r=3,9?—1. 试用里茨法求 t=\ 时的质点位置的近似值， 

并与精确值作比较 . 

提示： 可采用图 11. 8(a) 、 (b) 的折线所示的 KO 和私 0 计算 


L 




3 s 


^ Ldt ,由 


t = 0, 


S 




3 a 


1^ = 0 决定待定的《、 /? 值 . 这样确定的 r(?) 、 9?(0 ，在？尹 0 、 1 、 2 时，不能得到好的近似 


3 


2 


0 


( b ) 


⑻ 


11.8 
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值 . 多考虑几点，可得更好一点的近似 . 

采用提示的近似解， 

— 2)t 2 

(3 - a)(t - 1) + 


< 1 

1 2 
0<^ < 1 
1 < 2 


r(t) = 


a 




9(0 = 


(1 — /?) it — 1) + /? 

ot — 2 

3 — ^ 


< 1 
1 < t <2 
0<^<1 
\<t<2 


r ( 亡 ）= 


<p(0 = 


i-p 


\ 2 Ldt - CLdt + \ 2 Ldt 

Jo jo J 1 


s = 


— 2) 2 + [O — 2)，+ 2] 2 /? 2 }cU 


{(3 — a) 2 + [(3 — a)(t — 1) + a] 2 (l — /?) 2 }ck 


经计算可得 


+ 音 a 2 ) 芦 2 } 




S =士 16 _ 9a + 士 / _ 2 3 + a + 


由 |f = 0 , 努 = 0 , 得 


dp 


- 27 + 14a -6/3- Aa/3 + 5/? 2 + 4a/? 2 = 0 

+ 13/3 + 5^ + 2a 2 /? = 0 


— 9 — 3ct — a 


由叠代法解得 


/? = 0. 6067 


a = 2. 2076, 


即在 7=1 时， r=2. 2076^=0. 6067 


下面求精确解 . 从所给的拉格朗日函数可以看出，质点未受外力，做匀速直线运动， 
f = 0 时， 


r(0)cos9K0) = 2 

r(0)sin9?(0) = 0 

广 = 2 时 ，: c = r(2)cos^(2) = 3cosl = l. 6209 


x 




: v 




3 / = r(2)sin9?(2) = 3sinl = 2* 5244 


t = l 时 ， x = 7[:t:(2)+:c(0)] = 1. 8105 


: V = ^T[ ： y(2)+3 ； (0)] = L 2622 


= 2. 2070 


2 = 0* 6088 


<p = arctan 


x 


11.3.13 用莫培督原理重解 11. 3. 2 

I 

用莫培督原理的雅可比形式 


兽 
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$ 


2 ^ijQiQjdr = 

1,)=1 

其中是采用广义坐标必时的惯性矩阵的元素, r 为参量，可取时间、弧长等. 

应满足欧拉方程或称雅可比方程 

6 _( d £ 

dt 1 d Qi 


0 




dF 


= 0 (!_ = 1 ， 2 , 


M ) 




dqt 


s 


V 2(£ - 7) ^ 


其中 


F = 


今 


V=mgl (1— cosd)^ —mgld 


T = ^rl 6 


V 77 


= V21 


p = 


e 


今取 T = tf 


dF 


= ^s/21 


E - —mgld 2 = V2I VT =16 


96 


dF 


V2ie 


= V2I 6 


= — mgld 




d 


平 Q 


由廳 


dF 


0,得 


dd 


I 6-\- mgW — 0 


w 


2 n 


周期为 


= 2 n 


gi 


CD 


11.3.14 用莫培督原理重解 7. 4* 30 




蠡 


M 


M 


a 


k 


a 


0 2 


O x 


m 


b 


11.9 


用 7. 4. 30 题已得到的动能和势能， 
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2 


—~m(a — b) 2 + 2Ma 2 <p 


T 




V = ~itngb + ka 2 }(p 

u 

用上题做法，用莫培督原理的雅可比形式和雅可比方程， 


S 


2 〜 g:g;dr = 0 

( » i=l 


= m = ^ 


% 


f o 


d dF 

d ^ \ d 4 i 


dF 


= 0 (龙 .=1 ， 2 ， 




# • • 


3 qi 


今 


F = a 2 E- — (mgb-\-ka 2 )f 


[m(a — 6) 2 + 4Ma 2 ]9 


2 


9F 


d <p 


=V [m(a — b) 2 + 4Ma 2 ] <p 
=[m^a 一 b) z + 4Ma 2 ] <p 


(a — i ) 2 + AiMcl 


其中用了: r + v = 五， 


dF 


m(a — A) 2 + 4Afa 2 <p 


d <p 


2 V 2E — {mgb + ka 2 )<p 


m(a — b^ 2 + 4Ma 2 <p 


? 




m(a — b) 2 + 4Ma 2 <p 


一 (mgb + ka 2 )(p 

[_m{a — 6) 2 + 4Ma 2 ] (p J t-(mgb J rka 2 }fp=0 




所以 


0 ) 


m{a — b) 2 + 4Ma 


{a-by + ma 2 

mgb ^- ka 1 

(4M H~ m)a 2 H~ mb{b — 2a) 

mgb + ka z 

11.3.15 用莫培督原理的雅可比形式推导有心运动的运动微分方程. 

1 2 0 * 2 

^m(f +r 2 <p ) 

V = V (r) 


2tt 


m 


周期为 


= 2k 


(O 


或 2 丌 


T = 


dF 


m r 


=m r 


dr 


V m{f + r 2 沪） 

E—V=T = -~m(r +r 2 <p 2 ) 


这里用了 
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9V 


9F 


(r + r 2 史） 




dr 


dr 


(r + r 2 9 ) 


9V 


. . /// 厂 CP 

dr 


dF 


2CE-V) 


=mr <p 


d <p 


d dF 


<p-\- 2nt r <p 


dt 


d <P 


d SF 


± 3F 

\ 3 r 


9F 


3F 


0,可得运动微分方程为 


由 


= 0 及 IT 






dt 


d <P 


dr 


d <p 


dV 


=/(r) 


mix —— r ^ )— —— 


dr 


(r f+ 2 r 9 ?) 

mr 2 沪=常量 


0 




后式也可写成 


11.4 正则变换 


11.4.1 试证 


Q = In 一 sin 夕 


q 


P = — qcotp 


为一正则变换. 

证明 用 />、 Q 为自变量的正则变换条件 


S 


S 


y]qjdpi — C 2 PAQi = dS(p 9 Qft 0 ) 

l.= l i = l 




Q = In — sinp 


q 


Q 


— sinp = e 


q 


—Q 


q = smpe 

P = — qcotp — — sinpe~ Q cotp = — cospe 
_ qdp — cPdQ = — sin/>e^ Q d/> + c cos/>e _Q dQ 


-Q 


是恰当微分，因为 


d 


—Q 


7 ^( — sin 夕 e_ Q ) 


smpe 




dQ 


d 


—Q 


(ccos/>e 一 Q ) = — csin 户 e 


dp 
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3 


d 


7 ；( —sin^e _c ) = — (― cos/>e _Q ) 


选 c = — 1，有 

正则变换条件成立，所给变换是正则变换. 

证明下列变换都是正则变换 

(1) Q=q 2 +^yP = yarctan ( ^ ) 


d Q 


11.4 


，式中 n 是一个 常数; 


Qi=qi+pi^ Q 2 = 17(q 2 i +q 2 J rp\ J rp\) 


( 2 ) 




£2 


Pi = 


— —arctan 


—arctan 


Pi 


Pi 


Qz 


P 2 =— arctan 


Pi 




A 


n 




证明 （ 1 ) 
用正则变换条件， 


，尸 = -^arctan 


nq 


pdq—cPdQ = dS 


n 


=-rarctan 


P 


n 




Q 


iA — 


n 


dQ 


dP 


n 


n 


2 ^/Q _ q 2 


3 q 


Q 


q 


选 c = l , 满足 》 d (?- Pd <3= dS ， 所给变换是正则变换 • 


Qz = ~^ iql ^ rql ^ P\+ pV > 


Qi=qi+Pif 


( 2 ) 


9 i 


£2 


F! = —arctan 


— ~arctan 


Pi 


Pz 


<12 


P 2 — — arctan 


Pz 


用正则变换条件 


^qidpi — c 2 P t dQi = dS 




<h 




Q2 




2 Q 2 _ Qi _ p\ — 


Pi = 


—arctan 


—arctan 


Pi 


Pz 


P z = — arctan 


Pz 


Qi^Pi ~1" C-PidQi ~\~ cP 2 CIQ 2 

= Q\ — p\^p\ + v 2Q2 — Qi — p\^p 
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2Q2 一 Qi _ p\ 


dQ, 


—arctan 


—了 arctan 


2 


P2 


Pi 


— carctan 


P 2 


a 


可得 


= o 


3 Pi 


3 p 


2 


d 


1 


2Q2 _ Qi — pi — 


arctan 


arctan 


dQi 


3 2 


Pi 


Pi 


2 VQi — Pi 


dVQi — pi 


d 


= 0 


— arctan 


dQ 


dpi 


P2 


—arctan 


—arctan 


dQi 


d p2 2 


Pi 


Pz 


2 


2Q 2 -Qi-pi 


— arctan 


dQ 


3 p 2 


P 2 


2Q2 — Ql — p\ 


d 


2Q2 — Qi _ p\ — 


—arctan 


—arctan 


3 Q 2 2 


Pi 


P 2 


Pi 


3 


2Q2 — Qi — p\ 


—— arctan 


9 Qx 


Pz 


2(2Qz — Qx) V 2 Q 2 _ Q\ — p\ 


可见 ， c = l ， 


2 


a — S 尺拟 

t = l 1 = 1 


=d*S 




成立，所给变换为正则变换 


证明 Q=q+te p ^P = p ft 一 正则变换，找出 S(q ， Q ， f) 

Q=q-\-te p 9 P = p 

pdq — cPdQ=dS (q ， Q，£) 


114 


方法一 


用 


(¥)， 卜户 1 作) 


证明 


In 


P 




Q — q 


— cln 


dQ 


pdq — cPdQ = In 




a 


In 


Q — q 


Q — q 


dQ 
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_ 


- 


d 


C 


— cln 


Q ~ q 


Q — q 


3 q 


= 1 ，两偏导数相等， 


C 


In 


d 分一 In 


dQ — d<S (q f Qjt) 


成立，变换为正则变换得到证明 • 


35 


3 S 


， dQ 


3 q 


对前式积分， 


dq + f(Q) 

1 

-q-Q\n(Q-q) +/(Q) 

上式对 Q 求偏导，与后式的 g 相等， 


5 




+ /(Q) 


(-dq) +/(Q) 


dq f (Q) 


qln 




— q 


gln( 




Q 


( g , Q ) 


d/(Q) 


Q 


一 in(Q — q ) — 


dQ 


Q — g 


Q-q 


d/(Q) 




(*h ， Qo) 


/(Q) 


(1 + lnt)dQ = Q(1 + hit) 




q 


Q — Q 


所以 5 


— ^― Qln(Q—g) +Q(l+ln^) 

(Q-g) [1-111(®^)] 


nn 




1L 10 




方 法二: 对于恰当微分，可在由自变量张成的空间内取便于积分的路径积出全微分的 
函数.取图 11. 10所示的积分路线， 


5 = Jin 


dq — In 


dQ 


Q 


Qo — Q 


q 


dQ 


dq — In 


In 


e 0 


^0 


Q 


Q 


Q 


Qo — Q 


<1 


\ 


9 


(—d 殳）一 Qln 




gin 






Qo — q 

Qo — qo 


Q 0 


«0 


% 


% 


<?ln( 


—iq — g 0 ) — Qoln 


— g 0 ln 




Qo — Qo 


Qo — q 


+ (Q — Qo) + 


— Qln 


+ Q 0 ln 


Qo ~ Q 
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gln( 


— Qln 

+ Q 0 ln(^=^) 


+ (Q — — ? 0 ln 




一 (Qo 一 9o) 


+ F(q 0 ,Q 0 f t) 




在作上述积分时 J 是视为常量的，因此上式 中的 / '(& ， Qw) 是常量，可以去掉，但与 Q 或 
q 不能分离的 £ 为参量，不能去掉，所以 


5 = (Q - q) 1 — In 


Q=ln(l -\-q 1/2 cosp) 

P = 2(1 + q l/2 cosp)q l/z sinp 


11. 4. 4 证明 


是正则变换，证明产生这正则变换的母函数为 


5 = — (e Q — l) 2 tan/? 


证明 我们用满足 


[Q, ， Qj] = 0 ， \_pt^pj~\ 

(c 可为任一非零常数 ) 的为正则变换来证明 . 


LQi^Pjl = 


0 




[ Q ， Q ] = 0，[尸，尸]= 0 


上 —1/2 * 

—q cosp 


BQ dP dQdP _ 

9 q dp dp d q 1 H~ q 1/z cosp 


(— 2qsin z p + 2qcos z p + 2q l/2 cosp) 


K2, 尸 ] 




1/2 


(2sinpcosp -f- q~ 1/2 sinp) = 1 


1 + q 1/2 cosp 


变换是正则变换已得到证明 . 

因为母函数是以 Q 、 p 为独立变量，相应的正则变换条件为 

— qdp — PdQ = d5 (/> f Q) 


dS 


=(e Q — l) 2 sec 2 /> 


( 1 ) 


q = — 


d p 


p =-~ = 2e Q (e Q - l)tan 户 


( 2 ) 


母函数产生的上述正则变换，正是题目要证明的那个正则变换，从式 (l) 解出 Q ， 得 

Q = ln(l + q l/z cosp) 


将它代入式 (2 ) 得 


P = 2(1 + q U2 cosp)q U2 sinp 


就是题目所给的变换 . 


.5 用拉格朗日括号检验 11. 4. 2 题的变换是正则变换 
用拉格朗日括号表述的正则变换条件为 


11*4 


= 0, 


Cpiypj) = 0 

为非零常数 . 


dPkiq^Pjt) 3Q A (q ， p ， t) dP k (q,p,t) 


c 


v [3Q k <iq f p 9 t) 
k L 3r ； 


其中 （ r f ， r y ) 




3rj 


dr { 


d n 
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£ 


A 


n 


今 


Q = 2 f P = 


arctan 


n 


nq 


dQd P dQd P 

d q d q 3 q d q 


(q ， q) = 


= 0 


同样（夕， /))= o , 


dQdp 


9 q dp dp d q 


f-^l 


丄 


2^ 


n 


= 2q 


2 


Z 


2 


2 






n 


nq 


nq 


证毕 


11,4.6 A/? 为何值时，变换 


Q = q a cos^p , P = q a sinfip 


为一正则变换 . 


方法一:用正则变换条件 


pdq + cQdP = dS 

Q=q a cos /?/> ， P=q a sin/3p 


从 


得 


P— ^arcsin (Pq 


^•arcsin (Pq~ a )dq -|- cq tt Vl —— P 2 g~ Za dP 


pdq + cQdP = 


[ 含 arcsin 


a 


dP 


2a-1 


d 


_cq a VT^- P z q _ u -严 


dq 


变换为正则变换，必须两偏导数相等， 


鉍 _1 


飞 = caqM - 1 

， (/ 为 任何非零常数均可 ) 


「， 卜 7 a = c 

方法 二:用 11. 4. 4 题采用的方法 . 


a= 


=c 


m p g 


=ctq Q ~ l cos^p • ^q a cos^p — q a (— ^sin/3/>) 

=a^q 


aqa—Wm/Sp 


2 a —1 


正则变换要求 [Q ， P]=C ： (C 为非零常数 ) 也得到为任意非零常数的结论 . 

11.4.7 证明变换 
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Ql = ^11^1 ~\~ ^12^2 y Q 2 ~ a 2 i9l + a 22^2 

Pi — 厶 ii/^i + b\2pz ， 尸 2 = 办 21 户 1 + bup 


在心 =| 儿 7 |/|>1| 对所有均成立，其中 |A| 是矩阵 ㈤ ) 的行列式， IAI 是矩阵元 叫的 
代数余子式，且所有 叫和 心都是常数这些条件下是正则变换 . 


^22 


^21 


证明 


12 _ 


11 _ 


A 丨， 




a 


a 


12 


11 


b 


22 


21 


_ 


乂丨 ， 


夂 11 


^22 


^21 


^12 


Pz 、 P 


Pi = 


P 2 


Pi — 


2 


_ |A 


A 


A 


A 


[QmQ>]=o, iPi ，尸 ) ]=0 

dQ x dP l aQi dPj^ _ aQi dP^ _ dQi aPi 

3 Pi d q 2 d p z d p x dq x d p 2 dq 2 


显然有 


[Qi fP iD = 


a lt 1 

= ai1 Ja \ + a 


^21 


12 


A 


dQ 2 3P t 3Q 1 9P Z dQ l dP 2 3Q, dP 2 

d q z d p 2 d Pi dqi d p z d q 2 


[Ql ， 尸 2 ]= 




◎ Pi 


^11 


a iz ! 


叫丨 + 叫⑷ 

d 4 I 2 ^ i , ^ 31\ 9 Q 2 3 Pi d Qi 3 P 1 

3q\ 3 Pi d<!2 d p x dq Y d p z dq 2 


= 0 


— 




^?2 


^21 


= 0 


21 1 川 


“22 


A 


p -i — d Q 2 3 尸 2 I 3 Qi d P 2 d Q 2 3 尸 2 — 3 Qi 3 Pz 

L 2 ’ 2 」_ dq\ d p l ^ 3q z d p 2 3 p x dq l 3 p 2 d q 2 


a n 


a 12 


+ “ 2 2 


= a 2l 


A\ ~ 


A 


证毕 


11-4.8 (1 ) 要使 


Qi=qUQ2=qi+qz 

P 1 = P)X<h ， q 2 ， Pi ， P2 ) ， P2 = ^ 2(^1 ^2 yp\ ^2) 


为一正则变换，找出 P^Pz 最一般的函数形式 . 

提示:可用拉格朗日括号表述的正则变换条件给出的偏微分方程组求解 
(2) 对上述正则变换，作何种特别的选择，可将 


+ 夕 2 + (?1 + 92) 


H = 


2qi 


变换为 


IT =P\ + P 


2 


并用此题验证 


d f a L 


dL 


= 0 


dt 


9Q t 


dQi 
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3L 


菁 


= 0 
dP { u 


成立 


(1) 用拉格朗日括号表述的正则变换条件： （ g, ， 1) = 0, (pijpj) = 0f (qiJpj) = 


cdij 


Qi = q\ > Qz = 9i + ， 

P\ — p ， <iz ， pl ， Pz ) ， ^ 2 = P 2 、 q\ ， q2 ， pl ， pz) 

, 、 dQ l dP l , dQ 2 dP 2 dQ l dP 1 dQ 2 3P 2 

dP x dP 2 dP 2 A 

= 2q\ ~^z + ^ 一 ~z = 0 

^ dq 2 dq 2 dq l 

, 、 — d Qx 9 Pi 3 Qz d Pi — d Qj d P i — d Q 2 d Pi —。 

、 pl ， pz ) = 十 & — = 


由 


(i) 


3Pi dPi dPi # 间给出任何关系 . 


nrt d Qi _ 3 Qg _ 3 Qi — d Qg 

m Jp[ = Tp[ = Jp~ 2 = JJz 

(QupO = 


= 0 ,此式没对 


3 Pi、3 p 2 、d p: d p 


dQ x 3P l 3Q 2 dP z __ dQ x dPi _ dQ 2 3Pz 

3qi 3 P\ dqi 3 Pi dpi 3 q\ dpi 3 qi 


, dPi , dPz r 

= 2qi JT, + jjr c 

d Q\ d P\ . 3 Qz 3 P 2 3 Qi 3 Pi 3 Qz 3 P 2 

3 q x 3 p 2 十 3 qi d p 2 9 p z 3 q l d p 2 d q' 

也 + 也 = o 

3 Pz 3 Pz 

dQ, 3Q 2 dP 2 dQr dPi _ 9Q 2 dP 

92 ， Pi d Q 2 ^ Pi ^ Q 2 ^ Pi 3 pi 9 Qi ^ Pi ^ Qz 


( 2 ) 


Ojl ， p2) = 


(3) 


= 2 分 i 


2 


dP 


(4) 


* = 0 


dpi 


, 、 d Qi d Pi t d Qi d P 2 3 Qi d P\ d Qi 9 尸 2 




(5) 


dp 


由 （ 4) 、（ 5) 两式，得 


pz — Cp2 ~h /(?1 ，殳 2 ) 


( 6 ) 


将式 (6) 代入式 (1 )， 


dPx , df df 


(7) 


2q x 


将式 (4) 代入式 (2 )， 


29i |y = C 

Pi 


( 8 ) 


将式 (5) 代入式 (3 )， 


9 dPi _ r 

2qi dpi = ~ c 


(9) 
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由式(7)、（8)、（9)3尸 1 可写成 


O p 

dPi= + 


dP x 


\ ^ ^ 1-1 ； I a 尸 / 


7, q2 


d 


dPi 


C 


C 


M ?1 + 


+ — ttt^P 


(10) 


3qi 


2qi 


2^2 


根据式 (10 )， 设 想广为 


_ C(pi — Pz) 丄 1 r| d f _ d^f 

2qiJ \ 3^i dq 2 

它显然满足式 (10) . 如能满足恰当微分条件，又满足式 (1) ， 则设想的 & 是对的 . 


) dq 2 + hiqO 


尸1 = 


( 11 ) 


2qi 


1 ffl/ _ lf\ An 

2q\]\dq,~ dq^ qz 


9Pi 




2q\ 


3gi 


2 


dh 




2q\j \ d q\ d q x d q 2 

丄 III — if),. 

2(?1 \ d q\ d 92/ 2^1 \ d q\ d q'd q 2 

dPi 1 ( df df 

dq 2 2qi \ dq l dq 2 

1 ( df df 


1 dqi 


dqA 3q 2 


1 df 








2q\ \ d qi dqzl ' 2^i \ d q\ d q x 3 q 2 

d (dPi\ d (dPi 

dqz\ d<h I dQi\ dq 2 
3pi \ dq\ 


有 


C 


2q\ 


^ P ^ C 


—， [岡 = 

d Pi 2?i dq x \ d p l I 

d I dPA _ d ( dPi 

3 pi\ 3 qi I ~ 9 qxX 9 p l 


C 


2q\ 


有 


dPi 


d dPi 


3 I d P i — — 

d p 2 \ dq x } 2qV 3 Pz 2q x 9 3 q x \ 3 p 2 


C 


c 


c 


2ql 


d 3P, 

d p 2 \ d Qi 

其余应相等的偏导数都是 o=o 的恒等式 . 

式 (U) 和式 (6) 也满足式 (1) 的要求， 

. dP X ,dP 2 dP 2 

2q\ - — + ^— — ^ — = 2qi - 

3 Qi 3 q 2 3 q x 


d dPi 

9 qi \ 9 p2 


有 


1 (dfdf 

2qi \ dq x dq 2 

所以 P^P Z 的最一般表达式分别为式 (11) 和式 (6). 其中 C 是任意的非零常数， / 是 ^ 
的任意函数， A 是 A 的任意函数 . 


df df 

dq 2 dq l 


= 0 


Qi 


p\Aq\ ^h p2^Q2 _ P idQi _ P 2 CIQ 2 = d5 Cq >0) 

因为正则变换中不显含〖，故 s 中也不显含 f. 又取 c=i , 正则变换后的哈密顿函数 h •与 
原哈密顿函数 H 相等， 


( 2 ) 


H" = H 
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变换后要求 


=P\ + P 2 

Pi — Pz 


P\+P 2 = 


+ 夕 2 + (9l + 92) 2 


2qi 


将式 (11)、 式 (6) 的 Pi ^ P 2 代入上式， 


dqi dq z 


= 0, / = (9i + qz) 2 


C = 1, A(?i) = 0 


df_df 

3qi dq 2 

因此要使变换后 + ，用的正则变换为 


这个/= ( gi +仍） 2 , 确有 


— 0 


，尸2 =声2 + ( 分1 +分2) 2 


= 


2qi 


『 = P X Q X + P Z Q Z - L 
L* =P X Q l +P 2 Q 2 -H^ 


舞 


P, Q, + P 2 Q 2 - PI - P 




2 


由正则方程得 


dH 


dH 


餐 


» 


Qi = 


2 尸 i ， Qz 






3P, 


dP 


dH 


dH 


长 


餐 


P 


= 0 ， P 


= o 


dQi 


dQ 


d f 3L 


d IL 




« 


dL 


dL 


# 


由 


= 0 G — ly2) 


dt 


dt 


dQi 


dPi 


dQi 


dPi 


得 


P 2 = o 

Q 2 一 1 

H / 3 Z/ * 

两组方程结果相同，正则方程成立,可见要验证的^ 
= 0成立. 


Pi = 0, 


Qi — 2P 1 


0 


0 , 






dL 




d 


dL 


dL 


dt 


dP t 


dQi 


dPi 


求出下列母函数产生的正则变换 

$ 

( 1 ) Si(q y Q f t) = 2 qiQi ; 

i=i 

(2) Sz(p ， Q ， t) = — tan 户 (e Q — 1); 

s 

(3) S,(q 9 P 9 t) = 5> 巧； 

i=i 

5 

(4) w，o = 

1=1 


11， 


套 


Si(q 9 Qft) = 2 QiQi 

t —1 

= dA (穿， 0) 得 


( 1 ) 


S 


s 


s 2 - S 

1=1 1=1 
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_ 




Q t 


pi = JV, 




(t = 1 ， 2,… ， s) 


dS x 


Pi = 


=— Qi 


dQi 


( 2 ) Sz(pfQft) = — tan/)(e Q ~l) 


dS 2 


— sec 2 />(e Q — 1 ) 


q —— 


d p 


dS 2 


Q 


P =~ 


=e tan/> 


dQ 


也可把变换写成 


Q = ln(l + qcos 2 p) 
P = (1 + qcos 2 p)tanp 


s 


，0 = qjPj 

1=1 


(3 ) ⑽，尸 


9S, 


=Pi 


pi = 


3 Qi 


(/ = 1 ， 2 ， 


， 5) 


• • • 


3 




为恒等变换. 


5 


尸 . 

1 = 1 

Qi =— 


(4) S A Cp,P,0 




dS A 


=—Pi 


dpi 


(艺 = 1 ， 2 ， 




• • « 


Qi = d ^r pi 


11. 4.10 证明 Q 产 W ， Q 2 = W + 仍，尸尸 2 =/> 2 + f 是正则变换，并求出产 

Z />1 

生该正则变换的两种形式的母函数. 

m 只要能找到母函数，也就证明了变换是正则变换. 

宪找式的母函数： 

pidqi 4 ' />2^2 — -P i^Qi _ P 

+ Pz^<h ~ ^ — + 2 / >id/>i — {p 2 + t) {Zp26.p1 + d 分 2 ) 

= pidq x — tdq 2 + (?! — 2p x Odp l — 2p 2 (p2 + t)dp 2 
= d (户 — pit) + d( — q t i) + d 




:: \ 


6 . 


plt ) 


在上述 演算中视为常量. 

再用变换关系，将 Px 、 Pz 表示成 qi . qz . Qi . Qzmt 的函数，将 


1/2 


Q^ Z 9 p2 = (^2 _ 92 ) 


Pi 




代入法甫式，即得 
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* 


Si(q,Q,t)= Q\ n q x — Q x t — q 2 t — ~{Q 2 — q 2 ) 


3/2 


— (Qz — qiH 


=Q\ n q\ — t(Q 2 — ? 2 > 3/2 — (Qi + Qz)t 


现找 W ，《）， 


+ p2^Qz + Q\dPi + Q 2 dP 


=Pi^Qi + p2^2 + p\\ fpl^ pl ~ 1 + (/>2 + qz)dp 


= ; 户 1 如 1 + pi^qi + —qidp 1 + (pi + ?2)d 夕 


=d 


P\<h + PiQz + ~^Pl 


也用变换关系将上式中的 p ^ Pz 表成 W 、尸 2 和 f 的函数，代入 


Qi 


， P2 = P 


p' — 


t 


2{P i — O 


[- 


?i 


K 殳，户 ， 0 = 


+ ( 尸 2 — Oq 2 + — (P 2 - ^) 3 


2CP 1 — 


2 


q\ 


+ ( 尸 2 _ Oqz + TriPi — O 


4(P 2 - O 

注意:获得 A (心 GW 后，不能用它将其中 Qi ^ Qz 用变换关系换成 Qi ( q t P f O . Qz ( q , 

iV ) 得到& Q ， iV ) ,原因是&~，/>，0与 ■ SLGW 间并不存在下列偏导数 关系： 

dS 3 dS x dQ, , dS, dQ 2 

3P X ~ dQ, dP, 3Q 2 dP x 


11,4. 11 证明 


Q = In 1 + q 2 cosp 


P = 1 + q 2 cosp\q 2 smp 


为正则变换，并求出产生它的母函数. 

提75 :用 dS = — qdp — cPdQ 时需令 c = 2. 

解 Q = In 1 + q^cosp 


P= 1 + < 7 2 cos/> gr 2 sin/) 


dS = — qdp — 2PdQ 

需将式中的9、尸均表成 p 、 Q 的函数(这里变换关系中不显含 d , 

q= (e Q — l) 2 sec 2 /> 

P= e Q (e Q — l)tan/> 

d*S= — (e Q — l) 2 sec 2 />d/> — 2e Q (e Q — l)tan/>dQ 

=d[ — (e Q — l) 2 tan/>] 

S{p,Q) = — (e Q —l) 2 tan 夕 

注意: 此题与 11. 4. 4 题就差一个 2 的因子，母函数也与 11. 4. 4题相同，说明一般讲 


所以 
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采用正则变换条件时应考虑不为零的常数 C 不一定总等于 1.. 

11.4.12 用母函数 •5 1 = 必 /2 91 - 音 (0 2 — 92 ) 3/2 —(0 1 +0 2 分产生的正则变换来求解 
哈密顿函数为 H = p\ + p\+q 2 的系统的运动 . 


Si= Qi /Z qi — -ziQz-qz) 


3/2 


- (Q 1 +Q 2 ), 


s 


s 


由 S pAqi - c 2 P4Q t + icH * 

(=1 f —1 


— H)dt = dS 1 (q y Q,t ) 取 


c 


dS, 


1/2 


= Q\ 


p y ■■ * 


dQl 


3 s x 


1/2 


=(Q 2 — qz) 


P 产 


dq 


2 


ft = 如 「 1/2 “ 丈 


P l= — 


dS 1 


(Q2 _ Qz ) 1/2 H - t 


P 2 ~ _ 






dQ 


H— pi _h pi — h 92 

Qz — {P 2 — O 


Qz 




9S l 


<h _ (Qi + Q2) 


IT = H + 




dt 


Q\ CQ 2 — 《 2) + — (Ql Q 2 ) = 0 




dH 


dH 


* 




由 


Q ^P ；， P P_ 


0 = 1 , 2 ) 


dQi 


Qi = 常量， Q 2 = 常量 
A = 常量， P 2 = 常量 


得 


qi = 2Q l/2 (Pi—t) =At+B 
Q 2 -{P 2 -ty=-t 2 +Ct+D 


Q 2 




其中 A 、 B 、 C 、 D 均为常量，由初条件确定 . 

一 质量为 m 的质点在势场中做一维运动，质点受到正比于其速度的 


11. 4- 13 

阻力一 2m7 q 


jm V(g)] 得到运动微分方程； 

(2) 用母函数 A ( ? ,/ > ， 0= 。 # ，求正则变换后的哈密顿函数 //*(0 ，/^)，对于 


(1) 证明可由拉格朗日函 *L = e 2 


7t 


V(g) = +moV ， 证明变换后的哈密顿函数 


IV =十户 + ^rma) 2 Q 2 + 7QP 


为运动常数； 

(3) 对于弱阻尼情况 yo, 由 （ 2) 问中的运动常数求阻尼振子的解 gU) 

(1 ) 系统的运动微分方程为 


9V 


— 2m7 q 


771 Q — ■ 


dq 
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2/* 


Q —V (<j) 


若令 


Z^=e 


m 


由去 (if) 


dL 


= 0可得 


dq 


dV 


d 


^ ： (e 2 n mg) +e 2n 


= 0 


cU 


dq 


dV 


々 •+ 27me 2n q+ e 2n 


27t 


= 0 


^ m 




dV 


^ - 2m7q 
^ <2 

证明了由所给的拉格朗日函数可导出运动微分方程. 

(2) 先由拉格朗日函数求出正则变换前的哈密顿函数 H ( q ， p ， t ) ， 


q =— 


dL 


q= t:^ m P 


n 


= me 2 


P = 


Qy 


m 


-i m (m e " 2 ^) - V(9) - 


p 2 - e 27t 


-zrt 


H= p q~ L = 


— e 


l p 2 + e zn VCq) 


-27 


-— e 


~h Qd 尸 + (//* — = yP >0 

=-^(e n gP) = e n P 


d S 芝 


P = 






Q== lf dp 


d 


n 


(eV 5 ) 


e q 




e— yt Q 


q — 


,35 


y + e m Viq} + y^ 7t qP 


-zr 


FT :二 H 


e 




dt 


= 」 - 户 + *Q) + 7QP 


如 V ， 


对于 v ( g ) 




+ 7QP = ^P 2 + 士 mVQ 2 + 7QP 

Lift 


zn 


P 2 4 —mco 2 q 


H 


* 


e 


dH 


* 


= o , 所以 / r 为运动常数 • 


因为 


dt 


q l 


(3) 对于 （2) 问的 VG ?) = 


—mo) 


Q 2 + yQP 


H*= + 尸 2 + 


dH 


( 1 ) 


w 2 Q - 7P 


T> — _ 

M 






dQ 


dH 


« 


( 2 ) 


=—P + 7Q 


Q= 


dP 


m 


P= m (Q — 7Q) 
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将式 (2) 两边对 t 求导，用式 (1) 消去尸，用式 (2) 消去可得 

亡 + O 2 - 7 2 )Q = 0 


对于弱阻尼情况 ， y < 


( O ^ 


Q — Asin (⑵〆 + a) 


其中吻 = 丄 a 为积分常数， 


P = mCQ — 7 Q ) 

- m ^ AcoyCos (< o r t + a ) — 7 As \ n {< o r t + a )] 

Q 2 + 7 QP = \ moy \ A 1 


可得 H * = 


尸 2 + + 


CO 


1 2H 


A =— 


COy 


m 


1 2 H 


q = e~ n Q = — 


-n 


sin{(o Y t + a) 


e 


O/y 


为常数由初条件确定. 


其中 


(Or 




11.5 哈密顿-雅可比方程 


11. 5. 1 一个质量为 w 的质点以初速对水平线仰角为《的方向，在不计阻力的空 
气中抛射，用哈密顿-雅可比方程求其运动规律. 

取抛射点为坐标原点， x 轴沿水平方向轴竖直向上,质点在^平面内运动， 

H + p 2 y ) + mgy 


//中不显含 a :, 它是循环坐标，仏== a ', H 不显含£，有能量积分，积分常数为办， 

S = 一 ht W 


特性函数 W 满足的哈密顿-雅可比方程为 


+ ^gy = ^ 


可令 ( y ) 满足的方程为 


/ z + [% yi +rngy==h 


2m 


— mgy 


d：y 


2 2m 


3/2 


a 


a 


W f (y) == 2m 


— rngyAy 


h - 


h — 




— mgy 


2 m 


3m 贫 


2 ^n/ 2m 


3/2 


/2 


a 


=— 


h — 


— ^ngy 


2m 


g 


m 


V 7 2m 


1/2 


f 2 


3 W 


a 


h - ^ 


— mgy 


d h 


2m 


g 
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// 


a 


(/? — 


=— o 


h — 


(1) 


— ^sy ~ 


V ^2 m 


2 m 


代入初条件定常量 A 和 Y ， 


打=+ Plo ^ 


{mv) 2 






V 




m 


= p 


a 


— /nucosa 


xQ 


代入式 （1)， 


2 


(mucosa) 2 — mgy = ~m^- 2 (/? — f) 


( 2 ) 


v 




2 


代入式 (2)， 解出 


由尤 = 0 时 


0,可定出/?= 


一 vsina ， 






g 


y= t^sma — ~gt 


Px = a ' 


=mvcosa 


x= vsina 


t 

usinack = r^sino? 


oC - 


0 


11. S . 2 求对称陀螺在重力作用下绕固定点转动时的哈密顿主函数. 

取固定点为坐标原点，取固连于刚体的惯量主轴为工、: y 、= 轴 a 轴为旋转对称 
，厂、72 = 1/3为相应的主转动惯量，以静坐标系为参考系， 


T = ^a,<oi + i l wi + i z <oD 


y = mglcosO 


用欧拉角为广义坐标， 


= psin 汐 sin0 + 8 cosip 

* ■ ■ 

= ^sin^cos^ — 6 sin^ 


0) 


x 


(i) 


y 


= 炉 COS 汐 + ip 


O ) 


z 


2 


— [/ x (^ sin 2 ^ + 0 ) + I 3 {<pcosd + #) 2 ] — mglcosd 


L = T -V 




3L 


I z {<pcosd + ip) 


P += 




dip 


dL 


=Ii ^>sin z d + I 3 <pco^ 1 d + J 3 p cosd 


Pf = 


d <p 


dL 


he 


pe— ~r 




dd 


tl 


6= 


{p 9 — p^cosd) 


?= 


I x sin 2 6 
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p 少 — p^cosd 


COS 没 


<p 


h 


I ^ in 2 d 


动能是广义速度的齐二次函数， 


y^ *f- mglcosd 

7 Q 」 


H = T -\-V = 


I . sin ^ 


用机械能守恒的哈密顿-雅可比方程 

H( 切，❹ 


3W dW dW 

， T ^，"^， T ^" 


= h 


1 dW _ dW 

2/isin 2 ^\ 9 <p d ip 

因为 ¥ = O ，@ = O ，％0 均是循环坐标， 


1 dW 


1 dW 

2/ 3 ' 3 <P 


cos 汐 + 


十 mglcosd = h 


21 x \ 3 8 


dip 


d <p 


dW 


dW 


= p 9 = 


a 


a 


2 ， 


dip 


d <p 


W= a 2 <p + a,<p H~ W f (d) 


W ) 满足的微分方程为 


dW f 


+ Jf a l + mglcosd = h 


心―: 


0 2 — a^cos 


1 _ P !*■ ■ |^^£J I s ! ^ 


: J 


2/isin 2 ^ 


21 1 \ dd 


1/2 


dW f 


( 々 —■ a 3 COS 沒 ） 2 — _ 2l\THglC0sd 


2 l\h — - 


d ^ 


SU^d 


h 


1/2 


— 2limglcos6 d8 


co ^6) 


-T^ 


Zljh -- 


L 


\a 


a 


—a 


sin 2 d 


哈密顿主函数为 


S = —— ht -\- W "= —— ht + o? 3 p + W f 


cosd) 


_ ht + ct 2 <p + a s (p + 2l\h 


o 


a 




3 


sin 2 沒 


1/2 


— -j^-otl — 21 imglcosd~^ 

其中 A 是总机械能， a 2 为进动角动量， a 3 为自转角动量,/是质心在固定点上方离固定点 
的距离，也是质心的2坐标 • 


dd 


k 


11. 5.3 用哈密顿-雅可比方程求二维势场 V = — ( k 为常量）中运动的质点的轨道 

r 

为广义坐标. 

r 1 " 2 1 2 • 2 、 k 

L = —m{r +r <p )_ — 


方程，可采用 u ^ r + x 和 


v = r — x 


改用 aw 为广义坐标， 


+ 工 = r(l + cos^) 

= r(l — cos^) 


u 


r — x 


v 


— { u + v)j 


—(w+ v) 


r = 


2u 


u 


v 


X 


u 


cos<p = — 


V 


u 


V 


r 


u 
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力学（下册) 


Cu v — 


可令 


令 


d “ 


dl^ 


则 


// 


dW, 




S =： — ht + 
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9 S 


由 


/?即得轨道方程. 

5.4 某系统的哈密顿函数为 




9 a 


11 


pl ^ 2^ n Cp2 ~ kq0 

其中 m 、 k 均为常量.用哈密顿正则方程和哈密顿-雅可比方程解此系统的运动轨道. 

^ = WZPl + ^ ： ^p2- k( l0 2 


H = 


m \ 


用哈密顿正则方程求解， 


9 H />! 




dpi 


m 


dH 


二（户 2 — ^qO 


92= K 




dH k 


( P2 — kq x ) 


Pi = — 


3 gi 


m 


dH 




Pz = _ 


dQ 


2 


P 2 = 


a 


k 


O — kq x ) 


Pi = 


k 2 


k 


a 


(tf — kq x ) 


<h = ~ Pi 


7 —— q r 






2 


k 


m 


a 


令 


qi = q \ — 


k 


q \ + ]9 i = o 


k 


Acos 


t + <p 


Qi 




k 


a 


+ Acos —— t + 9 


<h = 


k 


k 


Acos 


—( a — 知 1 ) 




92 = 




mi 


k 


— Asin _ t + 9 ? + /? 


<h 




消去（得轨道方程 


2 


a 


+ 0?2 —卢 ） 2 = A 2 


9\ — ir 


k 


若用系统的能量 A 来表示振幅 A ， 则 


A 2 k z 


2 


h = —m(g! + q 2 ) 




2 


A2 _ 2mh 

-/i ~~ • o 


k 


轨道方程可表为 
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2mh 


a 


+ (<?2 —夕) 


Qi — ~r 


k 


k 


用哈密顿 -雅可 比方程求解， 


H = 




(Pz — kqO 


2m 


dH 


dH 


因为 


0 , 


= 0 




dt 


dq 2 


可令 


S=-ht-\~aq 2 -\-W (qi) 


W 满足约化的哈密顿-雅可比方程, 


dW 


+ (a-kqO 2 = h 




2 


dW 


277th —— （a — k(ji ) 


dg , - 


2tnh — (of — kgi ) 2 d^i 




S = — ht ~h ocq2 ~\~ 


轨道方程为 


dS 


— 2 (a — kq \) 


丄， 
2 怂 


/?= 


d(a — kq x ) 


= Q2 — 


d a 


2mh — (a — kqi) 


■■■■■■■ 2 __ 


k 


2tnh 


a 


+ (qz - /?) 2 = 


Qi — T 


k 


k 


两种方法得到同样的结果. 


用哈密顿-雅可比方程求哈密顿函数为 


11 


H = —(pi + />!)(?? + ^!)' 1 + (9i + Qz)~ l 


的质点的轨道. 


H = — -\~ iql+qV) -1 

S^-ht+W 


w 满足约化了的哈密顿-雅可比方程， 


3W 


dW 


— h 


2{q\ + ql^ly dq x 


ql + q\ 


3 q 2 


1 [ dW 


dW 


— + 9 !) + i = o 




2 L \ 3 qi 


dq 


令 


1/d ^ 


hq\ + TT 


a 






d 


<h 
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_ 


1 dW 


— hql^ — = — 


a 


2 \ 


(a = 如 +«— +) 


(S 


(X — 




如 1 


Wi = 


dg 






2 


dg 


5 = — ht + 


dqi 


dq 


9S 


/?’ = 




da 


hq\ — 


hq\ — 


a 


用积分 公式 : 


dx 


In 


^ = 


^Thqi + 




Qz + 


h 


h 


引入另一个常数 /?=exp 


，轨道方程可写为 




2 


+ \ hq\ + 


Y =/ ? (VT g2 + ^/AgI- 

• 6 用哈密顿 - 雅可比方程求哈密顿函数为 H=p 2 ~q 的系统的运动 . 
方法 一:用 


ct — 


CL — 


11 


dW 


H X ，士 =办 


d X 


上式中 g 前取 负号 . 


现取 x = >， 则 7 = 


—1， 


d W 


/ > 2 + 


= h 


d p 


d W 


h —户 2 ， 


W = hp — ~p 




d p 


S = — ht W 


—— ht + hp — —p 




3 


9S 


h — p 2 


~ Q = Jp 




dS 


/? 


= — t "I - p 




d h 
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# 


/> = ? + /? 


p 2 — h 


(r + 沒） 2 — h 


9 






n TT ^ 

方法 二:用 Hi I =A 时，取: c = (?， 则 y = p 


，畀前取正号， 


dW 


一 q = h 


dg 


dW 


d? 


3/2 


w 


(g + A) 




3/2 


s = ~ ht + w 


~ ht + ^-(q + h) 




dS 


-^ + (? + hy /z 

q = (t + 肖) 2 — h 

11.5.7 (1) 对于一个哈密顿函数为 H=\p l 的粒子的运动，求解母函数 

的哈密顿-雅可比方程，求出正则变换 g = g(#，cO ，/» = />(/?，《),其中/9和 a 分别是变换后 
的坐标和动量.说明所得的 结果； 

(2) 若存在一扰动，哈密顿函数变为 H==+g 2 + ^^ 2 , 仍用 （1) 所得的正则变换，用 
色、 t 表示变换后的哈密顿函数，求解 /?(£) 和《0)，并证明扰动后的解是简谐的. 

货 +mq ， p ， t) = 0 

今要求，其中 a 是变换后的动量尸，则 


y? - 




dh 


q + h = (t + /?) 2 , 


a 


(l) 


35 


p = 


dq 


dS dS 


Q = /3 




dP 


d a 


今 H = t/> 2 , 哈密顿-雅可比方程为 


dS . 1 i dS 


M 1 

— \J 


dt 


2 \ dq 


O JLf 

因为 j^ = 0, 可令 S = ~ ht + W ， 


^ = V2A, 


W = V2A 


q 


dg 


ht + ^fzhq 


S 






因为1?=。，可令 


S = — ht + aq 


比较两个* S 的式子，可得 a ^^/2 h , h = ^ ra 2 
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所以 


a 2 t + aq 


5 = -^ 


3S 


a = P 


P = 


3 q 


dS dS 

dP ~ da 

q = 贫 +oct 

/?、《均为常量，在原参考系中以恒定速度 《 做勻速运动. 

正则变换关系为 


/? = Q 


=— at -{- q 






所以 


q ~ j3 -\- at ^ p = 


a 


H=i r p 2 +i rg 


( 2 ) 


用 （1) 问中解得的母函数产生的正则变换， 


dS 


= V 户 2 + — 


H * = // + ^ 


dt 


2 


+ 亡 0? + 如 ) 


—(/? + at) 


a 




由哈密顿正则方程.注意到 Q =/?, P = a ， 贝 ij 


9H 


餐 


^9= 


= (/? + at)t 


da 


9H 


* 


-(/? + at ) 

注意 :这里 用的正则变换不是解哈密顿-雅可比方程得到的母函数产生的，因此变换 
后的哈密顿函数 / T 关0,自然，新正则变量均不再是常数. 


a = — 




a /? 


- i^+a + at) 

—[(卢 + at)t -\- a — (/? + ot)t~\ 

a=a 0 sin{t J r<p) 


a = 


a 








所以 


其中 a 。、^? 为常量， 


at =— a 0 [cos(/ + 炉 ）+ ZsinO + ^)] 


/? = — 


a — 


由坐标变换关系， 


p = a = a 0 sin(《 + (p) 

<1 = ^9 + crt = — 


a 0 cos(i + <p) 


a = — 


这就证明了扰动后的解是简谐振动. 

11. 5. 8 —个质量为 w 的质点在平面内运动，受到力心位于 (1 ，0)和（一1，0)，势 

分别是到两个力心的距离，次和 a 2 是常数）的力场作 


能为 V = A \ T \ 1 + A % r 2 H 其中 

用，用椭圆坐标夂7,它与工^的变换关系为 


r \^ r 2 


= ch^cos7 ， y = sh^sin^ 

用哈密顿-雅可比方程求质点的运动轨道(用 f 、7 表达即可). 


x 


2 


T = —m{x -\-y ) 

^1 I ^2 


广 1 


r 2 
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# 


1/2 


[(x +1) 2 + y ] 


[(x — I ) 2 + y ] l/2 . 


rz 




r \ 




作坐标变换， 


ch 冬 cos ?， y = sh^sin^ 

t • 

±= ^ sh ^ cos ^ — 7 ch ^ sin ^ 


X 




j;= $ chfsin^ + 7 sh$cos7 


2 


T = ~m{$ +7 )(ch 2 6 — cos 2 ") 
[(ch^cos^ — l) 2 + (sh^sin^) 2 ] 172 = ch$ — cos^ 

[(ch^cos^ + l) 2 + (sh 芒 sin 々 ） 2 ] 1/2 = chf + cos^ 


可得 






r 2 




^2 


A 


y = 


chi — cos7 ch$ + cos7 


A2 


A , 


($ 2 -f 7 2 )(ch 2 f — cos 2 7) — 


r 上 

x> — * 


ch6 — cos 々 ch^ + cos 7 


p(= ~~ = m$ (ch 2 令 —— cos 2 7) 


d 专 


dL 


r\ (ch 2 ^ — cos 2 7) 


4 


3 V 


P 


V= 


(ch 2 6 — cos 2 ") 


(chT — cos 2 7) ’ 


m 


A 




2w(ch 2 杳一 cos 2 7) + ch^ — cos7 1 ch6 + cos^ 


H= T + V 






哈密顿-雅可比方程为 


A 


A l 


2 


dS 


dS 


= 0 


s T %> 9 


'ch6 — cos7 ch$ + cos^ 


，，. Y 必 i 


2m(ch 2 ? — 


dV 


dt 


cos^n ^ v d ? / 


S = — & + WMO + w 2 w 


A 


A 


<}W 


HdW , 


— h 


ch 冬 一 cos^ ch 芒 + cos7 


coe 2: 0 L \ d $ 


dV 


2m(ch 2 孑 — 


㈣ ” 
\ dy ! ^ 


dW x 


j+ A x (chf + cos7) + A z ich^ — cos7) = /i(ch 2 $ — cos 2 ") 
+ (A x + A z )ch$ — Ach 2 6 + r^( ^r~) + (^i — A 2 )cos^ + hcos 2 tj = 0 




1 

2m \ d$ 


d 7 


1 


+ (i4i+A 2 )ch^—/ich 2 ^ — 


令 


a 


de 


1 dW 


+ (>li — A 2 ) cos 7+/ icos 2 7= — 


则 


Of 


dV 


[a + 2m/ich 2 ^ — 2mCAi + A 2 )ch 芒 ] 1 

JTT7 

[— a — 2mhcos z rj — 2m(A 1 — A 2 )cos^ 


/2 


1/2 


dV 




+ 2mhch 2 ^ — 2m (Ax + A 2 )chS] 1/2 d 芒 


l ^! = 
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— 2mhcos 2 乃一 2m (Ai — A 2 )cos 々 ] 1/2 d7 


W 2 


a 


[众 


+ 2mhch 2 ^ — 2m(Ai + i4 2 )ch 芒 ] 1/2 d 芒 


5 — — ht + 


j [- 


— 2mhcos z rj — 2m(Ax — ^ 2 )°° 8 7] 1/2 ^7 


+ 


a 


由1^=卢可得轨道方程 


/?= — + 2mhch 2 ^ — 2m(Ai + i4 2 )ch$]~ 1/2 d$ 


J 


[— ^ — 2 w / icos 2 7 — 2m(A x — A 2 )cos^~ l/2( ^V 




一个质量为 w 的质点在球坐标表达的势场中运动，7=/(「) + ^7&(0)，其中 

/(r) 、 〆 仍是已知的函数，求轨道的一般解 . 

L = \m{r +r 2 V+rW 没 <p 2 )—f(r) — \g(6) 


1 L 


3 L 


dL 


d 


P 




dr 


96 


dL 


2 Q <p 


P 


=m 广 sm 


9 


d <p 


(/v 2 + > + ^h~ e p 2 ] 

S = _ ht -f- a# + 


+ /(r) + ^gm 


H = 


2 


dW 


X dW 

^\Te 


a \ 


1 


+ /(r) + —g{6) = h 


r 2 sin z d 


dr 


dW 


9W 


a 


+ 2mr 2 f{r) — 2mhr z + 


+ 2mg(8) = 0 


dd 


sin 2 汐 


dr 


Wdr^S) = W^d) + l^ 2 (r) 


dW , 


a 


令 


-\-2mg(0)=ae 


sin 2 没 


d 没 


dW 


则 


+ 2mr 2 /(r ) — 2mhr z = —a $ 


dr 


dW 




+ 2m/(r ) — 2mh = — 


dr 


dW , 


a e 一 2 mg ( d } — 


dd — 


sin 2 没 


dW 


2w[/i — f (r)] — ~f 


dr " 


a 


— 2mg(6) — 


Wi = 
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2m\_h — / (r)] — d 




^e d ° + I ^ 2m[A - /(r)] - ^dr 


S = — ht + a 9 cp + 


ot e — 2mg{6) 




dS 


^BS Q 


=ft 给出轨道方程 . 

个质量为 m 的粒子在一个恒力及一个与力心的距离平方成反比的力场 
中运动，其势能为 V^= A -BzCA s B 均为常量 , r 为球坐标），求其运动学方程 . 


11. 5 - 1 




r 


提示:可采用抛物线坐标夂它与柱坐标 P 、9、 z 的关系为 

= P 2 + 


0 = < P ， 


7 = r 


之， 


— 之， 


r 


z 


将 r 、 p 、 <p 、 z 表成 h 、 6 的函数， 


= — 7) 


= 7 ( 芒 + 7 )， 


z 


r 2 — Z 2 = 


<p = d 

(p + 〆〆 + * 2 ) — 4 + Bz 


P 




2 


L = 


~m 


(和 + ^7j) Z 


+ 约矿 + ~(f- 7) 2 I- e^rT ； + irBC^-v) 


—m 


4^7 


4 


pe = = m 芒 7 ❹ 


P ^ = 


Pv = 


4 芒 


47 


de 


dd 


2A 


— 七 — V) 


你 + ㈣） + - Pl + 


H = 


+ rp 

哈密顿-雅可比方程为 


m 


wnr + 喘 2 ] 


1 ids 

2m^\ d d 


2A 


dS 


—— 7 ) = 0 


芒 + 7 


(尽 + 7) 


2 


dt 


m 


3 H 


dH 


因为 


-^r = 0 


dd 


dt 


可令 


5= ~ht + ot e 6+W ^rj) 


W 满足的偏微分方程为 


2A 


+ 2^ v al + r +^ — 


— y } = h 


m (汔 + 7 ) 


e + v 


dW 


dW 丄 ” 

+7? 


aj + wA — 


($ 2 - V 2 ) = ±rn(e + rj)h 


—m 




3 V 


4 


dW 


— mB ^ 2 — — mh ^ + 


+ 如 — 


—mA 

Ld 




2 


4 


dW 


+ TZ^e + —mBf — — 


mhyj + ~mA 

乙 


0 




2 


dV 


47 


4 


可将 W 分离为 


W =W x {^+W 2 {rj^ 


z 


d 


令 


d 6 
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2 


d W 


则 


+ ^1 + —mBrj 2 — —mhrj J r—mA=~ —ma 

m(a — A) 


V 


d V 


2 ni/2 


dW , 




~mh + + 


拍 — l 2 


2 芒 


4^ 


4 


1/2 


dW 


m(a + A) 


2 


—mh ——— 


mBy 


dy ~ 12 


47 2 


27 


4 


1/2 




m(a — A ) 






—mh + —~mB$ + 




2$ 


4? 


2 


4 


1/2 


al 


m(a A) 




^ 2 ( 7 )= ^nth 


Brf — 






47 2 


27 


4 


2 nl/2 


J[ 


m(a — A) 




d 芒 


mh + —mB$ + 


5 = — ht + ot & d + 




2 多 


4 彡 


4 


nl/2 

d 7 


m(a + ^4) ctl 


+ 


~rnh - ~ mB ^} — 


47 2 


27 


4 


运动学方程由 


dS 


dS 


dS 


A ?， 


=/? 


dh 


8 a e 


d a 


获得， h 、 a 0 、 a 、 t Q 、知、 /3 由初始条件确定. 

11 5 11 一个质量为 m 的粒子在下列势场中运动 


a 


ri r r x 


r 2 — r x 


C 


V — 


J 

r x r 2 


lo 




: f 7 


其中 n 、 r 2 分别为粒子距两个固定点 P ^ Pz 的距离 W 是一个常数， / Cr )、 M ： r ) 是给定的 
任意函数.求用椭圆坐标表达的哈密顿主函数.夂和柱坐标的关系为 

p =" a [( 芝 2 — 1)(1 — 7 2 )] 

a 芒 7 ， < p = 6 

选坐标轴 z 和 a 时使匕、^在 z 轴上且分别处在 z = a 和 


1/2 


Z 




两点 


z= — a 


L = ~m{p ^rp 2 <p +i ： ) —V 


j 0 

[a - 7 2 )^- (^ 2 - l) 勃 ] 


p= (j 


z 




a 


P= 


=7 + ^7) ， 


<p= 8 


z 


r i = 


厂 2 = 泛（芝 一 h 


+ r 2 


r z — r x 


= V 


2 (y 


2 c 


+ — ma 2 ($ z — 1)(1 — 7 2 ) B 


T= —ma 2 ($ 2 — 7 2 ) 


浐一 1 


1 _ 7 


M 




<X 


r 2 — r x 


?[/(o + 茗 (7)] 


e 2 


2 <y 


2c 


r\r t 
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+ — 1)(1 — 7 2 )没 


(户一矿) 


2 


L= ~m<J 


2 


2 


$ 2 -1 1 
ZiC /(^) 4 - W )] 


1 - V 


tz 


3L 


P (= 


a 


冬 2 — 1 


d $ 


3L 


V 


Pn= 


1 - V 


dV 


9 L 


tr 2 (f 2 — 1)(1 _ f)6 


P 产 —T 


dd 


(疔 2 — 1)/>| + (1 _ 7 2 )/^ + 


H= 


汔 2 _ 1 1 - 7 


2 ma z ($ 2 — 7 2 ) 


?[/(芒）+ 芨(7)] 


汔 2 — 


因为货 = 0 , 货 = 0 , &顏 拥财胃成 


S = — ht + ctsO + W >7) 


^满足的偏微分方程为 


+ (i-7 2 )i 廷 


dW 


( f 2 - 1) 




d $ 


2 ma z (^ z — 7 2 ) 


3 V 


〒) a? ] 


p[/(0 + gWl = h 


$ 2 - 


e 2 - i 




赚，7) = Wi (^) + W 2 W 


<4 


d\V x 


+ 2ma 2 /(^) — 2ma 2 h^ z 


( f 2 - 1) 


f 2 — 1 


de 




dW 


2 


^ + 2nur 2 g(rj) + 2ma 2 hyf = 0 

+ 2ma 2 f ($) — 2ma z h^ 2 = a 1 


+ (1 — 7 2 ) 

(浐 一 i ) 

( h ) (眢) 


d 7 


1 






dW x 


令 




e 2 -i 




- 2ma 2 g2ma z hy 2 — — a f 


则 


1 — 寸 

dW x fWA| 2 』 Y — 2ma 2 f^) 

df L 芒 2 — 1 


1/2 


4 


(^ - l ) 


e 2 -i 


1/2 


4 


— 2 rn < y 2 /(6) 

f 2 — 1 


2ma z h + 


a 


ce 2 - l ) 


其中0：=6^+2；71(7 2 /1，也是常数， 


1/2 




dW 


[- 


dV — 


(1 - 7 2 ) 


2 


1 — 7 2 


\ — rf 


1/2 




2mo z h 

■ 


a — 7 2 ) 


i — f 

T rt o, , a — 2ma 

2ma c h + - Yt - 


1/2 


al 


/(^) 


de 


s= —— ht + ct ❹ e + 


■ I i 


(P _ 1) 


2 


1 
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nl/2 


4 


+ J 2 mo l h 




(1 — 7 2 ) 


1 


7 




11. S. 12 用拉格朗日 - 沙比方法重解 11. 5. 4 


方法一 


dH 


9H 


了 = 0, 


—= 0 


dt 


dq 


2 


可令 


S=—ht+aq 2 +W iqi) 


^ 满足的 ( 偏)微分方程为 


1 dW 


+ — 知 I) 2 二 h 


2 m \ d^x 




令 … 则 f =，， 


F = - — p 2 + 7； —一 kx ^ 2 — h 

2 m 2 m 


dF 




dF 


k 


X = 


— 一 （a — kx) 




d X 


dr dp 
1 ■ ■__ ■ * 


由 


p 


X 


k 


- —(a - kx ) 


—P 


m 


pdp = k(a — kx)djo 


—(a — kx ) 2 + a f 


P 




， 3H 

m ■ 

to 、 j 


0 9 H = h 9 




9t 


~y + ^ (a — kx 、 2 = h 


可见 


a f = 2 mh 


dW 


又 


夕 = 4 


dl ^ 


所以 


— 2 mh —( ct — kqi ) 


dqi 


2 mh — (a — kq{) z dq 


W = 


2 mh — (a — kq x ) 2 dqi 


S — — /i 亡 + ~i" 

与 11. 5. 4 题求得的哈密顿主函数完全相同，以下同 11.5.4 

方法二 :仍用 拉格朗 日-沙 比方法 ，不 考虑心是循环 坐标， 考虑到 


3 H 


Q，H = k ， 




dt 


1 dW 

2 m \ dq } 




_ _ _ 
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m dW dW 

则 


令 


q\ = Xjq 2 ^y^ 


p 2 + ^~^ y~h 


F = 


2 m 


9 F 


k 


X = 


- ~{q - kx) 




d X 


dF 


Y = 


= 0 


3 y 


dF 


P=^7 = ^P 


d p 


m 


dF 


Q ~ 


= — (q — kx 、 


3 <I 




d*2 ： d V 

P ~ Q 


dP 


4 s 


由 


得 


X 


Y 


k 


0 


—P —iq- kx) —(q- kx) 


m 


由最后一个等号可见，扣 = 0，g = 


汶， 


k 


— (a - kx ) 


~P 


m 


pdp = k{ct — kx}dx 


p z = — (a — kxY + a f 


由 H = —p\-^^^{p 2 — kqxy = h 以及 /> = />i，g = />2 = a 可见， 

p 2 = 2mh — (a 一 kx) 2 


所以 


P 


m 




dx 


—— (a — kx) 


2rrth — (a — kx} 


m 


a — kx 


dx ~{~ P 


y = 


k 


( 3 ; — /3 ) 2 = -r^{2tnh 一 O — ^x) 2 ] 


k 




a 




k 


k 


11. S. 13 质量为 m 的粒子在势场 V(r) = #U>0) 且为常量）中运动，用拉格朗日 - 
沙比方法求轨道方程 • 


[pr + ^Pl] + 


k 


H = 


2 


2 m 
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_ 


因为¥=0,可令 


S = — ht W{r 


w 满足的偏微分方程为 


dW 


1 dW 


1 


k 


dr 


d <p 


m 


用拉格朗日-沙比方法，取 


r=x ， 产 y ， 


dW 


dW 


则 


= />， 


=q 


dr 


d <p 


k 


F = 


2 m 


x 


dF 


2k 


X = 


3 


d X 


mx 


x 


9F 


Y = 


= 0 


9 y 


dp …尸 


dF 


Q 








x 


dx — — dg 

_ ___ 

P Q 


由 


X 


Y 


得 


dx d^y dp dq 


2k 


0 


-P 


m 


x 


m 


x 


x 


d ^ = 0 

q = a 


所以 


2 


2k 


a 


a 


_ P^P ~ 


dx = — + 2k —dx 


3 


m 


mx 


x 


m 


x 


2 


a 


^ + 2k ^ 2 +h 


P 




m 


x 


2mhx 2 — (a z + 2mk) 


P = ~ 


x 


dx 


_ iy_ 


a 


m x 


mx 


a 


= 


dx 


x 


a 


u 


v 2mh 


2 


+ 2mk 


a 




u 


2mh 
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a 


a z + 2 mk 


7 T 


(p = y = 


arccos 


2 mh 


选择适当的极轴，可得上述的积分常数， 


-- 2 mk 


a 


+ 2mk 


+ 2 mk 


a 


7 t 


a 


u — cos 


=sin 


9 — 了 


2 tnh 


9 


a 


a 


+ 2 mk 


a 


2 mk 


CSC 


1 


? 


2 mh 


u 


a 


14 一个电机使一根竖直轴随之旋转，轴的下端挂一个长 

度为/、质量为 m 的单摆，单摆被限制在一个平面内运动，这个平面由 
电动机带动以恒定的角速度 a 旋转，如图 11. 11所示. 

(1) 用拉格朗日-沙比方法得到质点的运动微分 方程； 

(2) 求出在转动参考系中的平衡位置及绕平衡位置做小振动的 
频率，说明平衡的稳定条件. 


11 


T = ym(/ 2 6 +/W〜 2 ) 

V — mgl {\ — cos 沒） 


( 1 ) 


( l 2 Q + l 2 co 2 sin 2 d ) — mgl {\ — cos 8) 


T 上 

—* • 


ii. ii 


dL 


l z 6 


Pe = 


36 


p \ — — ml 2, ( o 2 sin 2 6 + mgl {\ —— cos 汐) 


H = 


2 ml 2 


哈密顿-雅可比方程为 


1 dS _ 

2 ml 2 \ d Q 

用拉格朗日-沙比方法，令 d = x f t = y^M 


9 S 


— — ml 2 co 2 sin 2 d + mgl(l — cos 汐）= 0 


dt 


dS 


dS 


w = p ， 




p z — — ml z co z sin z x H ™ mgl {\ — cosx ) 


F = q 


2 ml 


dF 


= — ml z ( o 2 sinxcosx + mglsinx 


X = 


d X 


dF 


y = ^ = o 


9 y 


dF 


p _ y ▲ 
1 - ▲ 


P 


dp ml 2 


dF 


Q = ^ 


3 q 


dx dy dp dq 

P Q 


由 


f 得 


X 
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I 2 co 2 sinxcos a: 


glsina: 


0 


P 


ml 2 


dp 


= ml 2 co z sinxcosx — mglsinjo 


dy 


dx 


= i7p 


l 2 


dy 


d 2 x 1 1 

dy 2 ml 2 d ^ ml 2 

分别换回上式为 




<i) Z COSX — 


(ml 2 co 


glsmx ) 


sinj ： 


smxcos 工— 




将 


D 




B — ( o 2 cosd — 


sin^ = 0 


(2) 平衡位置由 


[ 


a) z cosd — 


sin 没 


0 




( 為 )(#<〜) 


确定，可能有两个平衡位置，它们是 0 = 01 。 = 0，0 = 知> = arccos 

在 e = d lo = o 附近，运动微分方程可近似为 


[ 


Q 


0) 


< f 时，可在 <9=0附近做小振动，小振动的角频率为 _ W ，<?==0 是稳定平 

衡位置；当出 2 >+时，运动不可能限在 S =0 附近，不能围绕^=0做小振动， (9 = 0 是不稳 
定平衡位置. 

在 6=6 

仏。附近作泰勒展开， 


当 


W 


(為 j 附近(只有在為<1 


时才存在这个平衡位置，将 ( X ) d 、 sir ^ 在 


arccos 




20 


sin 汐 20 (没一 020 ) + 


cos ^= cosd 


• •攀 


20 


i — 

lev 2 

sin ^= sin^ 2 o + cos 汐 20 (汐一 0 ZQ ) + 


id — ^ 2 o) 


1 — 




/ 2 0) 4 


# • _ 


/W + ㉞ ―沒 20) 


1 - 


% 


令 ff=d-d 2 。，在 0=沒 2 。附近的运动微分方程为 


)— 


JgL _ 


= 0 


Q 


& 


O ) 


la > 2 


只保留一级小量， 


^ = 0 


d f + 


1 - 


0) 


1 2 0> 4 


当 1— &> 0 ,即当于时，存在着第二个平衡位置，而且是稳定平衡位置，可围绕它做 
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小振动，小振动的角频率为 


= 


个质量为 m 的质点在随时间变化的势场中沿直线运动 ，y = mAzt 2 ，X 
为常数.用拉格朗日-沙比方法求此质点运动的一般解. 


11 . 孓 15 






L=—m x —mAxt 


dL 


P = 


m 


dx 


+ mAxt 2 


H = 


2 m 


dS 


1 dS 

2m \ 3 x 


+ mAxt 2 = 0 


dt 


dS 


dS 


用拉格朗日-沙比方法.令 


“=>，则 


==沪 ， 


a=x 


=9, 


3 x 


dt 


F = q + —p 2 4 - mAxy 


dF 


X = 


=mAy 


d x 


dF 


Y = 


= 2tnAxy 


3 j ? 


dF 


_ A 


P = ^ 


d p 


m 


dF 


置 I C.inj «. 

% ^ — ^ 


()q 


dx d V d* da 

* .1* .1 * 睡 


由 


X 


p 


Q 


Y 


dx dv 


得 


-- ‘ 


2mAj：y 


± 


m 


dp= — mAy 2 dy 


+ 


p = — 




di = 色 dy = ±1 — ^ rmAy 3 + 


— m 十/ ? 


12 


也即 




11.6 作用变量、角变量及其应用 


1用作用变量和角变量分析一个粒在下列有心力作用下的运动，这个有心力 


11 
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的势能为 


A 


k 


T^(r) 










r 


mk 1 

2h 2 -Aml3 


<£<0,其中£是粒子的 


其中 r 是粒子离力心的距离4和/?是正的常量.设一 
机械能， A 是粒子对力心的角动量.在粒子运动所跨越的 r 的范围内有/?《々 


r 


£ 


k 


p 


H = + 


2 


2mr 


dH 


= 0 


dt 


特性函数 w 满足的哈密顿-雅可比方程为 

1 (dW 

2m \ d r 


鸟 = E 


1 tdW 

2mr z \ d<p 


k 


可作变量分离， 


W = W r (r,E f h) + W^E.h) 


1 dW r 


A 


1 dW 


k 


■■■ ■■ 


2mr 2 \ 


dr 


2 


r 


m 


^~ = 0, 为常量) 


因为 


dW 


= h 


d <p 


h<p 


1/2 


dW 


_ I 

E + 

\ 


h 2 


A 


k 






dr 


2mr 


r 


r 


1/2 


V 2m j i 


k 


dr 


五 + 二 + 


W r -± 


2mr 


在子相空间中的轨道方程为 


2 \ 1/2 


_/ 

^\f 2 jyi E + 

\ 


9W r 


k 


二 + 


P 




2mr 


dr 


在子相空间中的轨道方程为 


dW 


Pf = 


d <p 


在子相空间中如要做周期运动，在子相空间中必须在 n < r < r 2 范围内运动 ， n 


是 


厂2 


k 


= 0 


2mr 


2mr z E-\- 2kmr-\~2m^—h 2 = 0 


或 


的两个根 . r l 7 ^ 2 ，且均为正实数，要求 


AmE 


2mE 
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中 


k 


(1) —^ S >0 , 要求 £<0 ; 


(2) k 2 m 2 — 2 mE {2 m ^ 一 / i 2 )〉0, 由此要求 k 2 m 7>2 E (2 m ^ 一 A 2 ) ， 如 £< C 0,2 m /? — A 2 〉 

k z m 

2 A 2 — ^ 


0， n 、 r 2 均为实根，但有一个为负值，如 £<0,2 m /?-/ i 2 < CM £ l < 

正实根，题设条件正是这种情况. 

在子相空间中轨道也是闭合的4运动在0〜 27 T ( h 不变)间. 
系统是一个可分离的周期系统，可定义一组作用变量和角变量， 

dW r { r , E , h ) 


则 n 、 r 2 均为 


dr 


J r ( E f h ) = 


dr 


1/2 


k 


dr 






m \ 


2 \ 1/2 


▲ J::( 


k 


dr 


m 


这里用了化(『，£,幻对〃轴是对称的.作变换，令 


dr = — ~^;du 


u 


u 


1/2 


，:: i ( 


m 


du 


JAE ， h ) 


E + ku + 


- 2 


u 




用积分公式 


dx 


dx 


X 


X 


b 


« 


~^dx = —— 


c 


Vx 


Vx 


X 


X 


X 


其中 


X=a J rbx J rcx 

bx + 2a 


dx 


(当 a <0， g <0 时) 


arcsin 


x 


— q 


X 


其中 


2 


q = Aac — b 

2cx + b 


dx 


(当 c <0, 9 <0 时) 


arcsin 


Vx 


— <1 


— C 


m 


今 


a = E 〈 Q ， b=^kj 


<0 


c = 


- k 2 = 


q = 4£ 

可用上述三个积分公式，经计算可得 

J r ( E , h )= 2 n { h z - 2 mJ 3) 


< 0 


2 m 


m 


1/2 


2m 


1/2 


—— nk 






E 


dW^EM 


2n 


= J 


d<p = 


hd<p = 2 穴 h 


J 9 ( E ， h ) 

从上述两式解出 E 、 h ， 




3 <p 


o 


_ 2 mn 2 k z 

[(JJ — %n 2 m^) 


E — — 


1/2 


人] 
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h = 


2n 


_ 2mn z k z _ 

[(乃 _ 8^t 2 ot/?) 1/2 — J r ~\ 


H^Ur.Jf) = E 






由哈密顿正则方程 


9H 


# 


J --^r = 0 


dH 




Hi 


J tp— _ 


= 0 


d W 


9 


3/2 


Amn 2 k _ 

~ d J r ~ [(JJ — %n 2 m^y n — J r ] 3 

2mnk 

( — 2 mEy f 


(— 2mE) 

2m z nk 


dH 


舞 


V 


w 


2 \ 1/2 


2m7t 2 k 


这里用了 Ul - S 7 t z m^) m ~Jr = 


2 


-E 


dH 


菁 




d J 9 


2 J 


4： m ^ k 2 

— [(Jj — Srrm/3y /2 — J r ] 3 2 ( 乃一 8^ 2 m/3) 


1/2 




(J| — f}7t 2 mfi) l/2 


s 


dW k {q kf J) 


E 


由 


Wi = 


j t 




a 


dw , . an 




XV,- 


dJ 


3 J r 


3 W r 3 h . d y 3 E I d d h 

Th JT r 十 YJ r 十 dh J1 


dWr dE 
9 E d J r 


3 W r 


( 1 ) 


u r = v r F ( r ) 


dE 


- 1/2 


d W r (r $ E 9 h) 


k 


m 


dr 


其中 


£ + 二 + 


F(r) 




dE 


2mr 


dW 


dW 


w 


9 


d Jp 3 J ^ 

_ dWr dE_ dWr dh 

=dE JJ f + dh Jj 9 ' d E dJ 9 ' dh dJ 9 


d d E . 3 Wffl 9 h 




( 2 ) 


^(r) - G(r) + 




2 tc 


2 \ - 1/2 


h 


dW r dh — 1 

™aT JJ 9 = 2 tvM 2 


k 


m 


dr 


其中 


G(r) 






2mr 


从 a ) 式原则上可以得到 


(3) 


= r{xv r ) 


是奶的周期函数，周期为1， 


(4) 


= v r t -\- X 


w 
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(5) 


v〆 + A 9 


vu 9 




是^的周期函数，周期为十. 

将式 (3) 代入式(2)，解出…可得 


( 6 ) 


<p = <p{vu r ， w p ) 

P 是的双重周期函数，周期单元为（1，0)、（0，1)，时间上改变十，斯改变1，时间上 




改变 1. 一般讲，?>不是时间的周期函数，只有存在一对整数 K r 、 K ” 有孕=匕 


改变 t 

时是时间的周期函数. 

如能获得和，就能由式(4)、 （5) 得到 rO ) 和 <pCO 
如势能函数中的 y ?= o , 质点在平方反比律有心力场中运动， 

(- 2mE) m 

2 m 2 7 tk 




% 




V 


9 


r ( f ) 和 〆 A 都是时间的周期函数，周期为 f . 在这种情况下，在空间的轨道是闭合的，是一 
个椭圆. 


如/?是非零小量，轨道虽不闭合，但近似一个椭圆，近心点围绕力心缓慢进动，不需 
求出 r ( d 和就 能知道 进动的速率.比较式 (2) 和式(5)， 


见 


+ ^9 


v^F(r) -G(r) 4- 

I 

<p = 2nv 夺一 + 2nG{r) + 2 兀 A 

因 r (0 是 t 的周期函数，周期为1，在此期间#的改变量 




2 n 


9 






A<p = lnv 9 — = In 




v 


这里用了 r ，+ — = r (/)， 




= F [ rU )] 


故 


j[t + -^) ]= G [ r (0] 
女口 ％=^，~ = 2江，没有进动;如进动角为 

2n{v 9 /v r ) — In 


G 


进动速率为 


2^r(» r ) — 2 兀 


= 27 t ( y 9 — u r ) 


l/^r 


如对^这个小量作一级近似 ， 


47 r 2 m /3 


J 




K 


m v r 


v 9 = 


J % 


— 8? r 2 m /?) 


JV 用 /3=0 时的值作近似， 
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Trab 


J ^ ■ — 27th ^ Z^rm 


T 


其中 T 是椭圆运动的周期 ， a 、 b 分别是椭圆轨道的长半轴和短半轴， 


T 2 4 ： 7t 2 m 


k 


a 


mb 2 k/a 


^ TV 


9 


他 


^ 1 + 




kb 2 


%7t^a 


其中是 卜 Q 时椭圆轨道的长半轴和短半轴. 

一 质量为 w 的质点在势能 VU )= F | o ：|( F 是一正值常量)作用下做一维运 
动，利用作用变量、角变量把运动的周期表达成能量的函数. 


进动速率近似为 


U 


T 9 


kb 2 


11 6 




E 


p 2 ^rFx 

p z -Fx 

关于质点的运动范围为(五为总能量)作如下说明 ：因为 质点的机械能守恒， 

/> 2 + F | x | = E 

=会.同样，在 I 的最小值，/>=0，八一 Xmi n )=£， X m i n = — 


F 


2m 


H = 


E 


——^^^0 


F 


2m 


E 


E 


在 x 的最大值，/ > = 0 


，工 


nux 


F 


F 


E 


F 




F 


E 


0 


E 


0 


F 


2 m 


E m 


3F 


2/3 


3FJ 


E ~ 


8 ^s/2m 


2/3 


3FJ 


H # (J) = E 




8 V2m 


2/3 


3F 


dH 




-1/3 


2m 

.Ai 8 V2m 


dJ 


-1/3 


2/3 


3F 


F 


3/2 


E 


8 V 2m 


3F 


T =— 


F 


v 


k 


( k 为正值常量）作用下做一维运动， 


11. 6. 3 —质量为 m 的质点在势能 V = 


x 
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能量为负值时，运动是有界的和振荡的.用作用变量、角变量把运动的周期表达成能量的 


函数 


k 




2 


H = 


P — kTT 


x 


k 






E 


X 


H= 


k 


k 


-^~ p 2 +~ 




E 


X 


注意£<0, 


P = 


i 


k 


k 


0 


E 


pdx — 2 


2m E — 一 dx + 


2m\ E + — dx 


A 


x 


X 


0 


E 


对于第一个积分，令 / = 


， dx= —dx f ， 


— x 


0 


0 


k 


k 


k 


f 


m 




2m\ E + — dx 


2m E — —— da: 


j dx f = 


2m E + 






_A 


A 


x 


x 


X 


0 


E 


E 


一主 


k 


E 


所以 


2m E + — d:c 


x 


o 


作变换，令 x ^= u 2 ydx — 2 udu ， 


-A 


k 


E 


2udu 


J= 4 


2m E + 


u 


0 


1 


E 


用积分 公式: 


X 


2 


drarcsm 


x 


x 


a 


a 


2 芘 a / 2 m 


k 


%n 2 mk z 


E = —— 


J 2 


%7r 2 mk 2 


W) = E 




J 2 


n 


( — £) 3 
7 tk w 2m 


dH 


备 


= \% 7 t 2 mk z J 


-3 


dJ 


T = 丄 =d V2^( - £)~ 3/2 


V 


利用作用变量、角变量求力常数各不相同的三维谐振子的频率，并求出笛卡 
儿坐标以及与之共辄的动量表成作用变量、角变量的函数. 


11.6 


蠡 
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參 


H = — {pl+pl+pl) + —k l x 2 + —k 1 y 2j r—k z z 


2 


2 


2 


+ ^k x x 2 + —pi + —k 2 y 2 + —^Pl + —hz 2 = E 


设 


^~ p 2 y +^7^2 y 2 =^2 (A 为常量) 


pl + ~^ hz z ^ a 3 ( a 3 为常量) 




pl + ~^kix 2 = E — a 2 ~a s 


P 


2ma 2 2a 


户 〆 w 是一个椭圆方程，椭圆的长、短半轴分别为和 


在 y ^ py 子相空间， 




2 a z 


2 a z 


j ^ py<^y 


Jz 


2ma 


= 2 na 2 


TV 






k 


m 


J z = 2na 


3 


k 


m 


Ji = 2 n{E — a 2 — a 3 ) 




k . 


H * CJ i ， t/2 ， J3) = 五 


—+ a 2 + a 3 




2 tt 


是 i 


k 


k 


J\\l~ + Jl\ h 1 + ^3 


2 丌 


m 


m 


m 




dH 


# 


d JI 


2 tt 


m 


k 


k 


3 






m 


m 


要求新旧正则变量间的变换关系，需找出母函数. 

3 3 

W{qJ) = 

( =1 1=1 


满足的微分方程为 


1 


+ —k x x 2 + a 2 + a 3 = £ 


dx 


丄 dW ； 

2 m \ d^y 

1 idW 


2 


+ ~^ k zy 


= ^2 


+ TT 是 3 之 2 = 


a 


djz ： 
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A 


kl 




dx = 


k 




2 m 


3 C 








2 江 


m 


W 2 = 


2tv 


m 


J 


k 


~^k 3 z 2 d 之 


^3 = 


rib 


2 丌 


rn 


s 


9W k (q kJ J) 


S 


由 


ZVi = 


dJi 


dJ { 


k—\ 


dW , dW 2 , dW , = dW x 
d J i d J \ d J i d J i 


ZVy =: 


k 


In 


m 


dx 


arcsm 




X 


2 n 


Ji 


— —kx 2 


2 


2 tv 


m 


sin(2^ie ； i) 


x = 


同样可得 


sin(2^rw 2 ) 


y = 


7 T 


k 


J 


sin(2?rt^3) 




7 T 


mk 


3 


aJ ^ A Jmk l cos ( 2 nw x ) 


dW , 


Px = 


d x 


/J -^"s/mkz cos ( 2ttxvz ) 


同样可得 


Py = 


/\7~V mk 3 cos(2Jtw 3 ) 


Pz = 


女口将 仿1 ^= + 奶， W2 == + 仍，加 3 ^ + 9%代入，可 4 导工、 3^ 、之、/、 /^ 、与广的函数关> 

其中 9 i 、< h 、< h 、 E 、 a 2 、 A 六个积分常数由初始条件 确定. 

一个力常数为 A 的线性谐振子，它的质量突然增加一个小量£,用正则微扰 

论求振子的频率增量 v — v °, 算到 e 的二次方 为止. 证明在 e 的同级近似下所得结果与增量 
的严 格预期值是一 致的. 


11.6 


p 2 + ^kq 2 


p 2j r~rkq z = 


H = 


2(w + e) 


e 


2 m 1 + — 
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( 1 -- + ^) p 2 + \kq 2 = H, + eH x ^rt 2 H 

\ m m 6 1 r 2 

仏 =# 2+ > 2 , 仏 

方法 一:用 作用量 、角变 量求精确解. 


(1) 


2 


2 m 


p \ H 


P 


2 


2m 


2 m 


p 2 + irkq 2 = E 


2Cth + s) 


2(w + c)£ 2E/k 


2E 


= 2 丌 E 


7 t 








k 


= E = 


2?r V m + € 


dH 


并 


U = ^hj 


d J Zn 


dH 




= 0 


3 xv 


=vt + P 


U ) 


k 


u = 


In 


Wi \ 


展开到 e 的二次方项 


3e z 


k 


£ 


1 — 


U = 


2 m 


2 ^r 


8 m 


k 


0 


V 


零级近似 






€—0 


2 兀 


m 


k 


3e 


e 


u — u 


2 tt 


m 


-5/2 


+ i^ e2km 


€k l/2 


-3/2 


4 兀 


方法 二:用 正则微扰论解 
先求 e =0 的情况， 


HCq^pyO) = H 0 (q f p) 


特征函数 IT 满足的方程为 


0 


1 (dW 

2m{ dq 


+ ~7 ： kq z = E 




0 


W 


用方法一得到的 £ 和 J 的函数关系，令 e =0, 即得这里£和 J ° 的函数关系， 
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m 


J° = 2nE 


k 


o 


k 


E = ~ 


In 


m 


dW° = dW° dE 

= aP 


0 一 


W 


V 2 E 


k 


dq = 


—arcsm 


2 ^r 


q 


2n 


m 


2 a / £ — 


2 




0 


J 


sin(2?rw 0 ) 


q = 


km 


TV 


k 


Ho = ^ 


0 


— J 


2；r 


m 


3H 


k 


o 


0 


0 


V 


TV 


0 


dJ 


2 疋 


m 


2J° 1 k 


2J°u° 


i it 、/ km 


k 


A 


2 tt 


k 


m 


% 


/ ^sin(2^) 


所以 


q = y 


k 


2JV 


2 穴 ?iA::os (2^m；°) 


p = 


m q : m 


k 


,2JV 

1^ I ^ ^ 


s . 


cos (2 ttu^ 0 ) 


= 2rimp 


u 


M h 


将上述代入式 （1) : 即得 * ( w 。，</。， e ) ， 


£ 2 


2JV 


£ 


0 


H * (w 


， e ) 二二 ； 


4^r 2 m 2 (v 0 ) 2 


cos 2 (27rw°) 


iJ 


k 


1 , 2J°y° 


sin 2 (27nv°) 


+ 士々 


k 


e 


e 


= J°v° + J°v° - 


cos 2 (2^m； 0 ) 


+ 


m 


可见 


H; (J°) = v°J° 


JV 


JV 




cos 2 (2 tcxv°) 


[l — cos(4^rt£； 0 )] 








( 2 ) 


JV 


Hi = 


[1 — COs(47Tt^ 0 )] 


由 （2) 式，可直接写出 


Ho (J) = v°J 


(3) 
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7 v o 

— [1 — cos (4^ ru ； 0 )] 








Jv° 




^^[1 — COS (4? TU ； 0 )] 




— T ~| Cl — cos ( Atvzv 0 ) ^\ dw ° = 

2 jti 


H ；( J ) = 


~ v°J 


(4) 




2 m 


o 


fl Jy ° 

| o ^( W o , W== _ 


H! = H 2 ^Cw\J)= 


a Hr dH^{xv\J) 


0 


u 


— ^ — v° [l — cos(4^rtc; 0 )]dw 0 = — 


dJ 


dJ 


2fn 


o 




dH^(xv\J) 


H ;( zv Q ， J ) 


dJ 


Jv° 


0 


P 


[1 — cos (4? nx ; 0 )] — 


[1 — cos (4^ rw °)] dte ; 


o 




2m 


2 m 


o 


3j(u°y 


8 m 


o 


a v 


jj = ° 


0 


i a v 


Lain 2 - ( h ；) 2 ] 


dJ 


o 


2 v 


Ju° 


0 


0 


3 Jp 


V 


0 


2 m 


2 ^n 


8 m 


v 


3 J ( v °) 


2 


(5) 


8 m 


由⑴、 （3)、（4)、（5) 式， 


H ^( J )= H ^ J ) + ^ H { ( J ) + e 2 Hi ( J ) 


n r ^ o r I ? 3^°t/ 

= l；J -^ V + € ^ 


由哈密顿正则方程， 


3 eV 


aH *( J , e ) 


e 


0 


0 


=p 


V 


P = zv = 


2 


dJ 


8 m 


3 e 


3 e 


e 


€ 


o_ 


0 


0 


+ 


V 


V — u 






2 n 


2 m 


8 m 


在同级 近似下 ，两种方法所得结果完全相同. 

11 . 6.6 用正则微扰论求有限振幅振动的单摆运动，设总能量五 《 w〆 , 求振子较之 
小振幅振动的频率增量，只考虑一级近似. 

H = M ip2 + \ mgld2 


提示 

前两项为 H 。， 最后一项为 


mgld 


24 
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T = —ml 2 6 


V — mgl(l — cosd) = mgl 1 — 


1 — 二俨 + —o^ 


41 


—mgld 2 — ~mgl6 4 


P 2 + ~7 ： rngld 2 — —mgld A 


H = 


( 1 ) 


2ml 


24 


(以后令 A = l ) 


★ 


2P Z + ~^gl8 


H 


0 


2ml 


_ —mgld 4 


P 2 + 


gie 2 = e 




2ml 


e 2 


2ml 2 E ' UEJmgV) 一 


j)pdd 


2E 


J° = 


= 2nE 


7t 




gl 


m 


g 


0 




=E = t 


In 


dm 


i 


K. 


\P = 


0 


4 


w 


0 


dJ 


2?r 


1 dW 


0 


+ = E 


dd 


2 


m 


o 


w 


gld 2 dd 


Vfj 


0 


3W° 9E 1 

dE dJ°~27t 


dW 


dd 


0 


U) 


0 


dJ 


mgl 


arcsin 


d 


arcsin 


Q 


2 兀 


In 


2E 


J° 


K. 


得最后一个等式时用了£=— 


I 


J 


6 = 


sin(2?rw 0 ) 


nml j wgl 


0 




e= 


27tV° COS {27VW° )= 


cos(2^m； 0 ) 


nml 2 v l 
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2JV 

ml 2 


或 


(2^w°) 


0 = 


cos 


p = ml 2 6 = V" 2m/ 2 J°v°cos (27rxv °) 


将沒、/>代入式 （ 1 )， 得 


0 


0 


AJ 






sin 4 (2?m; 0 ) 


色 mgl 


w 赘 


在上述计算中用了 /= 


2?rA/ I 


H 0 * (J°) = J°v° 


7 0 V 

—-- 'sin 4 (2^w°) 

6mgl 

f〆 f 1 — cos(4^tt； 0 ) 

Qmgl 

to 2 ..o 


H{(w\J°) 




•. ^ 


V 


2cos(47m； 0 ) + —cos(8^rw°) 




X J Ij 


24w 犮 /L 2 


H ； (J)= H ， (w\J) =: H{ (W°) 1/ 


J 2 v° 


16mgl 


UU 0 * (J) 十 A.4 ； (J) = Jv° - 




ISmgl 


o 


d!T(J ， X) ! 


Jv 


0 


p 


v 


Smgl 


J^° 

Smgl 


0 


V — P 


K. 


其中/ = 


2ttM l - 

5 1 (w°,J)= j* 


— U{ (rv 0 ， J) 

u°(J) 

J 2 u° J 2 p 

16mgl 2Amgll 2 


0 


dxv 


0 


— — 2cos(4?rt£； 0 ) + —cos(8?ru; 0 ) }duj 0 


n v o r i 

-- ； — —sin(47rw°) + r^sin(8?ru; 0 ) 

2Amgl L 2^r 16 茳 

5 0 (^ 0 ^) = u)°J 
S(w° y X) = S 0 {zv° y J^ + ^Sl(xv° ^J) 

j 2 v° r i 

24：mgl L 2tc 


0 


sin(4^rw°) + ——sin(8^m; 0 ) 

16^r 


=xv 


由正则变换条件 


,Qi - 


Pi = 


dPi 


dqi 


J 2 V 


0 


dS 


■* 

cos ( 47 m; 0 ) 

L«p 


— —cos(8?m； 0 ) 


0 


\2mgl 


d zv 


4 


A=1 
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dS 


Ju° 

\2mgl 


_ 

sin (8? rw 0 ) 


0 


— —sin(47ru ； 0 ) 十 


xv = 


=XV 


dJ 


2tv 


16 兀 




0 


Jv 


[8sin(4?rw 0 ) — sin(S^xv°) „ 


o 


=XV 


I927tmgl 

由用哈密顿正则方程， 


dH 


备 


J 


= 0 ，， J = C\ 


d w 


A= 1 


2 


Ju° 


dH 


0 


w= u = 




dJ 


Smgl 


A X 


— 7Jt ~\ ~ C7 


zv 


d ， p 与 w \ J ° 的变换关系前已求得， 


0 


sin (2? rt £； 0 ) 


Q = 


nml ^/gl 


2 J ° p ° 

mgl 


或 


sin (2? rtt » 0 ) 




p = V 2ml 2 J°v°cos ( 2nxv° ) 


2 JV 

mgl 

11.6.7 如图 11. 12 所示 ，一 质量为 m 的质点被约束在一直线上运动，并被系于劲 

_ 

度系数均为 I 原长为6的两弹簧的端点，另一端固定.质点运动轨道离弹簧的固定端点 

的最短距离为由正则微扰论，考虑一级微扰，求有限振幅的振荡频率的最低级修 


或 


p = 27tml 2 u° 


cos(2ttw 0 ) 


正 


11 . 12 


x 


2 


= kx 2 + 2kab\ 1 — a /1 + ^ 


a 
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2 


4 


X 


X 


= kx 2 + 2kab 1 




4 


2a 8a 


b 


kb 


4 


X 


- ~zx 


4a 


a 


kb 


H = 


( 1 ) 


+ 々 1 — — 


x 


2m 


4a 


a 


以后令 A = l ， 


b 


H 


+ k 1 —— 


X 




0 


a 


kb 


4 


Hi = 


x 


4a 


b 


™h k 1 — 


= E 


x 




2m 


a 


x 


2mE 


E 


b 


k 1- ^ 


a 


E 


2ma 

kia — b) 


0 


= 7tE 


J 


7T 


X 


b 


是 1 _ 二 


a 


J° lk(a - 6 ) 

2ma 


H 0 * = £ = 云 


7t 


特征函数满足的方程为 


1 dW 

2m \ dx 


o 


k(a — b) 


=E 


x 


a 


o 




dH 


* 


0 


( 2 ) 


v = w 


0 


dJ 


0 


dE 

TY 


dW 


XV 


0 


dJ 


dx 


1 Ik(a-b) 

2ma 


7t 


k{a — b) 


2 a E - 


x 


a 


k Cu — b 、 

aJV " 


—arcsin 


x 


2n 


得最后一步用了 


0 


k Cu 一 b) 


0 


= J°u 


E — 


7t 


a 
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貧 


J°p°a 

k(a — b) 


所以 


sin (2 宂 w 0 ) 


x — 


m x= 2mJ 0 y°cos(27m； 0 ) 


P = 


将 j ： ， /> 代入式 （ 1 ) ，得 


kbY J°v°a 


= JV + 


sin 4 (2 丌 w 0 ) 


4^ (a — 6) 


H 0 * (J°) = J°v 


0 


J% ox 2 


kb 




sin 4 (27tw°) 


4a (a — bY\ k 

kb ( J°u° 

Act (<2 — 6) 2 1 k 


2 


2cos(4 丌功 0 ) + —cos(8^^°) 






4 


0 


H 0 ^ (J) = Jv 


Jp° 


kb 




— 2cos(47rt^°) + —cos(8kw°) 


(3) 




16a (a — b) 2 \ k 


2 


Zkb Ju° 
32 a(a — ^l k 

3kb ( Jv 0 

32ci (a — ^) 2 1 k 


(J) = (w\J) = Hr (xv^J^dxv 0 = 


(4) 


0 


( J ) = H ； ( J ) + H ； ( J ) = + 


Jv° 


dH *( J ) 


3kb 


v = 


V 


16a(a — i) 2 k 


3J 


o 


2 bJ 


ZbJv 


0 


^ "" ■■ y 


16a Ca — b) 2 k 32^c 2 ma 2 (a — b) 


3H 




j=— 


= 0 


d xv 


J = C X ( 常量 ) 


dH 




t (jU = u = 


dJ 


=vt + C 2 ,C 2 为常量 
为求与人间的变换关系，需求出母函数， J ) ， 


VO 


S 0 (xv\J) = XV°J 


(J) - H{(xv\J) 

^°(J) 


dw 


o 


5 i ( t £； 0 , J ) 




代入式 (2) 、（ 3) 、（ 4 ), 经计算可得 

KW)= 


bJ 2 v 


0 


[8sin(47Tt^°) — sin(8?nx; 0 )] 


25Q^tka(a — b) 2 


bJ 2 p ° 


[8sin(47rt^°) — sin(8?rw 0 )] 


5 (zv °, J = S Q {rv° jJ) + Si(vu °, J) = xv° J + 


256^ka{a — b) 2 


bJ 2 v 


0 


dS 


[4cos(4ttl£ ； 0 ) — cos(8^w 0 )] 


0 


32ka(a — b) 2 


o 


d xv 


0 


bJv 


dS 


[8sin(47rzt» 0 ) — sin(8 兀 w 0 )] 


0 


XV 


XV 


dJ 


\2S^tka(a — b) 





第十一章力学的哈密顿表述 


943 


# 


p 与加 0 、 r 的变换关系前面已经得到，不再重述. 
■6.8 一个非线性谐振子的势能为 


x 


11 


2 




—mXx 3 


—kx 




其中 A 是个小量，求受扰的作用、角变量与未受扰的线性谐振子的作用、角变量间的变换 


关系. 


H = ^ Z ： P 2 + -^ kx 2 — —mXx 


3 


( 1 ) 


p 2 + ~^kx 


H 


0 


2 m 


Ar 3 


H 2 ™~ 


m\ 






p 2 + ~ kx 2 = E 


2 


X 


2 mE 2 E 


k 


2 E 


^pd 


0 


2 kE 


7T 


q = 




k 


k 


J ° 


k 


(J°) 


E 










In 


dH^ 


1 




o 


3J° 


2tt 


H 0 * ( J °) = v ° J ° 


2 


1 cU^° 

2 m \ dx 


1 


+ ~ kjo 2 = E 


2 m a E — — kx z dx 


o 


W 


dW ° dW ° dE i 

dJ ° ~ dE dJ °~ 2 n 


d^: 


災 、 


—arcsin 


x 


2 n 


2v°J 


0 


2 E 


sin (2^ ru ; 0 )= 


sin (2^ tw °) 


x 


k 


k 


2 v ° J ° 


2^° cos (2^ t ^°) = V 2 mv 0 J°cos ( 2 nw °) 


p = 


m x — m 


# 


k 


将： T 、/> 代入 (1) 式，得 


0 \ 3/2 


2 v°J 


H ^{ w \ J \ X ) = J ° v ° - 士 mA 


sin 3 (2? rw 0 ) 


k 


H <； ( J °) = J ° u ° 
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沙 V 0 、 3/2 




sin 3 (2^°) 


A 








k 


H ： (J)= H^{w\J) = H^Ctv\J°)\jo 


j 


3/2 n 


- ~mX\ 给 


如 3 (2 饥 £； 0 )<^ 0 = 0 


k 


0 


Ho (J) = 

H* (J,A) = H ； (J) + H^ (J) = p°J 

. aH # (J,A) 


0 


xv= u = 


v 


dJ 


H^ (J) - H;(xv 0 ， J) 

沪⑺ 


Si(w° f J) = 


0 


dxv 


3/2 


A 


2J 


=— 1/2 


sin 3 (2?m; 0 )dt^ 


o 


k 


3/2 


2J 


A 


0 1/2 


[3cos(2?m; 0 ) — 


(2 咖 0 )] 


v 


cos 


k 


18 兀 


S 0 (xju 0 jJ) = zv Q J 


S(xv\J)= S 0 (w\J) + 5 1 (w%J) 


3/2 


2J 


A 


0 1/2 


(2丌功 0 )] 


[3cos (2^rw°) — 


= xv Q J —— 


cos 


mv 


k 


18 ff 


1/2 


dS 


X 


3 2 J 


0 1/2 


(2 咖 0 )] 


了 [3 cos (2^ m ; 0 ) — 


0 


cos 


=XV 


mv 


xv = 


dJ 


k 


k 


18tt 


0 \ 1/2 


Xm l 2Jv 
6^\ k 


_3cos(2?m； 0 ) — cos 3 (2^； 0 )_ 


0 


=IV 


3/2 


dS 


2J 


A 


1/2 


J 4~ 


sin 3 (2?m; 0 ) 




o 


k 


d XV 


k 


其中 


V 


2^t 


m 


如图 11. 13 所示，一个质量为 m 、 绳长为/的平面摆被约束在一斜面上做小 

时，振幅为 


11 . 6 . 

振动，当平面的倾角《缓慢变化时，它的振幅和能量将如何变化？女 
缓慢变到 


a = ai 


时，振动的振幅木多大？在此过程中，对系统做了多少功? 


<x = a2 


9 


a 


m 


1M3 


2 


T = ~ml 2 6 


V = mgl(l —— cos 夕 ） sina & —mgld 2 sina 
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户 2 + —mgld 2 sina 


E 


H = 




2ml 


0 2 


2ml 2 E 


IE 


mglsina 


2E 


f/>d^ 


J 


mglsina 


E — z~ 


In 


J 


= E = ^ 


In 


dU 


gsma 


3J 


2n 


1 (dW 

2ml 2 \ dd 


+ ~^mgld z sina = E 


dW 


dd 


gld 2 sinad6 


W = 


dW _dW dE _ 1 

TJ = Ye Jj ^ 2tt 


二 arcsin 


Q 


2E 


2E 


sin(2^ttO 


Q = 


mglsina 


J 


2E 


A = 


mglsina 


mglsma 2 tv 


因为 J 是不变量， 


1/4 


A 


sin^ 

s\na 2 


-1/4 


A oc (sina) 


A 


1/4 


sinai 

sina 2 


A 


A 


所以 


gsma 


前已求得 


17_r_ 

tL —— ^ 

I 

I _ 

在倾角 a 从 W 缓慢变到々的过程中，需对系统做的功为 


2 兀 


gsm^ 


g^ria 2 


E 2 - E,= 


In 


= E x 


尽 smA 








力学（下册 ) 


946 




暑 


(Vsinag — Vsma 1 ) 


£1 


sinc ^ 

2 £i 

mglsin^ ’ 


Ei = —mglAlsina l 




\mglA\ Vsin^ ( Vsina 2 - Vsin^ ) 


W = 


考虑 11. 6. 2 题所述系统，假定参量 F 从初始值缓慢变化，质点的能量、振 
动周期和振动振幅将如何变化？ 

11.6.2 题所述系统是一质量为 m 的质点，在势能 VCr ) = F \ x \( F 是正值常量) 

的力作用下做一维运动 

方法 一:用 11. 6. 2题已得的一些式子， 


11,6. 10 






8 2m 


E m 


3F 


2/3 


3FJ 


= E 




8 w2m 


2/3 


3 F 


dH 


菁 


-1/3 


“ r 

* u 


]J =: 


8 ^J2m 


9J 


-2/3 


3 F 


1/3 


周期 


^rJ 


rj^f _ 土 _ 

1 - 


^ 8 V 2m 


v 


2/3 


J 是绝热不变量，从 £( F ) 的函数关系可见， EocF 
从 7 XF ) 的函数关系可见， 


-2/3 


T ozF 


特征函数 W 满足的方程为 


D 2 叫卜五 


1 


(£ - F | 工 |)dx 


W = 


9W 


3W 9E 

dJ Je Jj 

V 2mdx 


5 W 


u 


zv -- 


dE 




、 / 2m (V^^E - E _ p~ ) 


^0 


x 


F 


<0 


x 


F 


注意: 积分常数可以任取，这里取 w (0) = 0, 


dH 


# 


xe;= u = 


dJ 


=pt C 


XJU 


从 的 xvix ^>= vt+C 解出 x ， 得 



第十一章力学的哈密顿表述 


947 


F 2 


u 


E -7^7z\^ + C- j 


X 






F 


2 


v 


从 x<0 的 w{x) = vt+C 解出 x ， 得 


F 2 


£ + 


ut 


X 


F 


F 


2mu 


E 


E 


x 


工 min 


— F ， 


max 


F 


E 


振 


A = — (x 


min) ti 


— X 


max 


F 


因为 


2/3 


EocF 


所以 


2/3-1 


AocF~ m 


AocF 

方法 二 : 用 矢量力学的方法讨论 AccF _ 1/3 的问题 


Fx 


>0 


x 


V (x) = FI j: j = 


— Fx 

— F x 0 

F x <C 0 

x 〉 0 

x <i 0 


a : ^ 0 


dV 


/O) 










dx 


- F 


x = 


F 


设质点运动的初始条件为 


0 时 ， x = :r 0 >0 ， x= v 0 ^> 0 


t 




在 : r>0 的区域内， 


F 


x= V Q ——— t 


m 


F 


— 工 o + 。0, — rt ~ ^ 


X 


F 


— V 0 t -\- 


t 


— 工 o 


2F 


2F 


F 


m 


=工 0 + 


IF 


Vo 


2F 


x 


max 


2F 


为求 Xmin ， 先求出 X=0 时的 i ： 


0 时的 G 满足 


，工 




F 


t\ = 0 


工 0 + ^0^1 _ 


2Fx 0 


m 




F\ v o 


m 


因为 6>0, 另一个 h<0 的根已舍去 . 


2Fx 


F 


0 


x= t; 0 — - ： t 1 


m 


x= F (x <i 0) 
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d 2 x 


令 〆 4一小则仍有 


-F (x<0) 


dt r 


dx 


初始 条件: 


t f =0,:r = 0 ， 


d〆— 


2Fx 


dx 


F 


0 


+ -t f 


dt f ~ 


m 


4 + —t f + Lt f 


JL — 


2Fx 


2Fx 


2Fx 


F 


m 


o 


0 


0 


t f + f-〆 


2F 


2F 


2m 


m 


2Fx 


2Fx 


0 


m 


o 


t f — 


2F 


2F 


tm 


! 

{ 


2Fx 


, mvp 


m 


o 


工 min 


IF 


vl 4 - Fx 


E=T + V = (T + F) I ， 






0 


0 


E 


E 


所以 


x 


工 min 


— F ， 


m&x 


F 


E 


A 


^ / \ 

■ I 1 

a max ^ min ^ 








F 


仔细比较两种方法，可以看出结果是相同的. 

说明 :此系 统并不做简谐振动，但是周期运动，最大值与平衡位置间的距离仍等于最 
小值与平衡位置间的距离，从画势能 V - 工图可以看出这一点，且 * r =0 为平衡位置，所以 

A=x 


max 


11. 6. 11 考虑 11. 6. 3题所述系统，假定参量々从初始值开始缓慢变化，质点的能 

量、振动周期和振动振幅将如何变化？ 


k 


(是为正值常量) 


11. 6. 3题所述系统是一个质量为 m 的质点，在势能 V =— 

的力作用下做一维运动，能量为负值. 

11. 6. 3题已得 


X 


Zn -V 2mk 

"\/ — ~E 


8 冗 2 mk 2 


—— E = 


J 2 


S ^ 2 mk 2 


H^ = E =- 


J 2 


dH 


备 


-3 


= \%7c 2 mk 2 J 


v= 


dJ 


J 3 


周期 


T =r= p 


lSK 2 mk 2 


因为 J 是绝热不变量，由 £ U ) 及: r (々） 的函数关系可知， 
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鲁 


-Eozk\ 

1 (dW 


-2 


Tozk 


2 


k 


= E 


dx 


2 


x 


f = + 


k 


X 


^s/ 2m 

訾 


dx 


W = 


dW _ dW dE 
d J 9 E d J 


dx 


w 




k 


2 斜亩 


先考虑部分的运动， 


dx 






k 


2 八 £ + 二 


x 


令 jr = w 2 , d:r = 2 Md “，则 


u 




XV= —V 






k 冬 Eu 

s 

2 m 「 f k -r Eu^ , 

<vrw Ita* *• V i* 


L 


du 


v 




k 


E 


^ ^s /k Eti^ 




d(V- Eu) 


w 2m j 




P 


(V - ^/) 2 dc 


k 


— Eu) — k 


r I 




E 


- E L " 


用积分公式 


^/ a z — x z + < 2 2 arcsin — 


X 


a 


-V 2m 
2 ( - £) 3/ 




— Ex 


则 


— £xV j : + Ejo — ^arcsin 


zv = — 


2 


k 


经计算可得 


V 2 m 


V 


XV — 


X X 


dH 


又有 


xv = 


=p 


dJ 


^/ 2m 


v 


所以 


p 


X X 


2 V k -^ Ex 


x = 


X 


时，土 = 0，々+£工„^ = 0, 


x = x 


max 


k 


X 


max 


- E 


再考虑 ： T <0 部分的运动. 
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暑 




P 4 

V " 2 m 


d*r 


XV 




k 


2 JE — 二 


x 


令 x = 〃 2 , 和上面的计算相仿，可得 

2 m 

2 ( — E) 


U 


Ex 


w = 


3/2 


k 


Hm 


V 


U)= —— 


X X= V 




= ^ mm 时，土=0,由此得到 


X 


k 


工 mi 


n 


E 


k 


振幅 


A = — ix m&x ~Xrmn) = ~^^ 

- Eock 2 

Ao^k 

说明 〆 1) 上题所作的说明也适用于本题，因此,可以不作计算 ， A = 


因为 


所以 


-1 


X 


max* 


dW 


k 


士 + 不是只能取正号,因此在 x >0 的区域, i ：>0、 i :<0 均是 

可能的;在 ： r <0 的区域， i :>0, J :<0 也均是可能的. 

一个完全弹性的球在两个平行的墙之间做一维运动,设两墙相距为 问： 

(1) 当一个墙缓慢地移 动时； 

(2) 当球的质量缓慢变化时，球的能量、振动周期将如何变化？ 

= 2 pl 


( 2 ) 




dx 


11 


£ =々 2 , 


J 2 


H ^= E = 


Sml 2 


2m l 21 


9 H 


y 


3 J A?nl 


iml 


-l 


7 1 —— 


u 


2 


J2 , r= 年可见 


由 E = 


2ml 2 


J 


(1) / 缓慢变化时， £ ccr 2 , Tex / 2 ； 

(2) m 缓慢变化时， £ ocm _1 ， Tcc m . 

11. 6. 13 在小振动极限下，考虑一个质量为 m 的单摆，假定长为/的摆线非常缓慢 
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地被缩短(通过在支承点处一个无摩擦小孔向上拉摆线，如图 11. 14所 
示），使/在一个周期内的相对变化很小.问振动幅度怎样随/改变？ 

lP 2 + \ mgW z = E 


H = 


2 ml 


d z 


2 E 


2 ml 


gl 


2 E 


&p&d 


1L 14 


J 


= 


7 T 




gl 


m 


g 




H，=E = — 


In 


dH 


K. 


v = 


dJ 


2 k 


1 dW 

2 ml 2 { d ❼ 


+ — mgW 2 = E 


mgld 2 d 8 




dW dW 9 E 


dd 


xv — 


V 


dJ 


dE dJ 


glG 


In 


glO 


arcsin 


2 兀 


2 E 


2 E 


6 = 


sin (2? rw ) 


gl 


2 E 




振幅 


- 3/4 


A = 


gl 


gl 2 tv \ l 

Aocr 




7tm 


3/4 


所以 


14 一个质量为 m 的粒子，被限制在一 
个盒子里仅能沿 X 轴运动，盒子的两端的面以比粒 
子的速率小得多的速率 T ； 向中心移动，如图 11. 15 
所示 • 


11 


(1) 若盒壁相距1。时粒子的动量为外，求出以 
后任何时候粒子的动量(粒子和盒壁的碰撞是完全 
弹性的，并设在所考虑的时间内粒子的速率都远小 


11. 15 
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于光 速）; 


(2) 当盒壁相距: C 时，为使两壁以恒定速率 T ； 运动，必须施加在每一盒壁平均外力多 


大? 


解因为两壁的速率 r 比粒子的速率小得多，可认为两壁间的距离缓慢地变小，对 
粒子而言，是一个绝热不变量问题. 

(1) 粒子的作用变量 J 为不变量， 


丰夕 d 


= p ^ 2 jo = p 0 % 2x 


Po^o 


P = 


取两壁相距为 A 时为 to , 则 


工 0 — 2vt 


Po^o 


p — 


(2) 粒子对两壁的作用只在发生碰撞时存在.现考虑平均作用力，可以视为连续作 
用.以两盒壁与粒子为系统，设作用于两壁的平均外力大小均为 F ， 方向均与其速度相同. 

方法一:对系统用动能定理，注意两壁动能不变， 

p 2 ) = 2Fv 


d 


dt \ 2m 


= 2Fv 


dtL2m (x 0 — 2vt) 

(— 2v) 

(x 0 — 2vt) 


= 2Fv 


/ > 0 -^ 0 ( — 2) 


2 m 


pl^l plxl 

m(x 0 — 2vt) 


F = 


所以 


方法二 :考虑 粒子与盒壁发生碰撞时动量的增量.以盒壁为参考系，在两壁相距为 


时，粒子对静参考系的速率为 A ，对盒壁参考系，速率为1+〜做弹性碰撞，碰撞使粒子动 

7H TH 

量的增量(绝对值)为 


= tip + tnv) 


做这样一次碰撞经历的时间为 


2x 2mx 


A / = — 


A P 


粒子所受的平均作用力的大小也就是一个盒壁所受的平均作用力的大小, 


At 


2mx 


P 


这里用了 代入= ^ ■'即 得 


pUl 
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# 


一 摆由一根长为 L 、 质量为 M 均质刚性杆和一个质量 


11. 6* 1 


为沿杆爬动的昆虫组成，如图 11. 16所示.杆的一端安上轴，在竖 
直平面内摆动.当^0时，杆偏离铅垂线的角度为九，处于静止，昆虫 

_ 馨 

爬在杆上有轴的那一端以固定速率〃慢慢爬向杆的底端，假设^0« 


lrad 


(1) 求当昆虫沿杆爬了 /时摆的摆动频率； 

(2) 求当昆虫爬到杆的底端时摆的 振幅； 

(3) 为了使(1)、（2)中的结论有效，昆虫的爬动应该多慢? 


11. 16 


十 Ml 2 + 士 M/ 2 6 


( 1 ) 






3 


M(LW 




—MgL + \ — cos$) ^ —Mg(3L + 21}d 2 


v= 


12 


L= ~M(L 2 + / 2 )^ - + 2l)d 


12 


dL 1 


M(L Z + / 2 ) Q 


P = 






dd 


2M(V + P) + T2 Mgi3L + mQl = E 


H— p 6 — L = 


e 2 


UE 


-rM(L 2 + l 2 )E 


Mg(3L + 21) 


2(L 2 + / 2 ) 

C3L + 21) g 


= 2nE 


IT = E = 子 


2(L 2 + / 2 ) 


dH* 1 / (3L + 2Qg 

dJ ~ 2nN 2(L 2 + Z 2 ) 


dW 


J t-—Mg(3L J r2l)6 2 =E 


(2) 


2M{L 2 +l z )\ dd 


12 


2M{L z + / 2 ) 




e — viMgizL + me 2 


de ~ 


12 


2M(L 2 + / 2 ) 


E - —Mgi^L + 2l)d z Ad 




12 


dW _ dW dE 

yj = je ji 


zv = 
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畢 


2 MCL 2 + / 2 ) 


dd 


1 


~ 2 nN 2( L 2 + / 2 ) 


2 JE - TzMg^L + 2 lW 


12 


d 


— Mg ( 3 L + 21)0 


2 n 


12 


E - - rzMgi^L + 2 D 6 2 


12 


arcsin 


6 


2 n 


12 E 


12 E 


d — 


sin(2^rw) 


Mg ( 3 L + 2/) 


12 E 


12 


振幅 


XI — 


M^(3L+2/)W 2^ 2(L z +/ 2 ) 

对于一个缓变系统，作用变量 J 非常近似为常量，所以振幅 A 与参量/的关系为 


Mg { 3 L + 2 l ) 


— 1/4 


Aoc [(3L + 2/)(L 2 + / 2 )] 

在 Z = 0 时 ，A = ^。 •设 Z = L 时， A = A ，则 

3L • L 2 

(3L + 2L)(L 2 + L 2 ) 


1/4 


1/4 


h _ 




do 


10 


1/4 


所以 


汐1 = 


汐。 


10 


(3) 为使(1)、 （2) 的结果有效，必须满足绝热不变量要求的条件，要求昆虫的爬动速 
率很慢，要求. 


即寻《 


-r 《 v 


1 




或汐《 


V < ^2 n ^ 2( L 2 + / 2 ) 


2 L 


I 可以很小，但不能严格等于零.上式才有可能满足. 


m 12 - 1 






第 + 二章狭义相对论力学 


12.1 洛伦兹变换 


1 . 1.1 简单叙述一下需要狭义相对论来解决的难题;叙述一种可能不需要狭义相 
对论的早期理论,并举出一个证明这种理论是错误的 实验; 叙述一个证明狭义相对论可信 
的近代实验. 


牛顿力学遇到的困难主要 是:根 据麦克斯韦的电磁场理论，电磁波在真空中的传 
播速度恒为^与辐射源的速度无关，这与惯性系间的伽利略变换相矛盾，真空中的光速 
不遵从经典力学的速度合成法则. 

早期人们提出以太理论，认为以太既在介质中存在又在真空中存在，是电磁波的荷载 
者.麦克斯韦的电磁理论仅对以太或对以太为静止的参考系才成立.测量地球相对于以太 
的运动速度的迈克耳孙实验证明以太理论是错误的.实验结果是地球相对于以太是静止 
的，这显然与认为只有以太是绝对静止的参考系相抵触.既然不能说明以太的存在，以太 
理论必须放弃. 

赫特的实验可以证明狭义相讨论可信.高速飞行的正电子在湮没时发出两个 y 光子, 
实验发现两个光子能同时到达在距湮没发生的地点等距离的探测器，表明从髙速飞行的 
辐射源向不同方向发射的光有恒定的速率. 

1.1. 菲佐实验所用的装置如图 12.1 所示.光源发出的、在真空中波长为 A 的光， 
经镀有半透膜的玻璃片 M 分成两束相干光, 一 束透射，经 Mi 、 M 2 、 M 3 ，再在 M 处透射，射 
入望远镜 T ; 另一束经 M 反射，经，再在 M 处反射，射入望远镜 T ， 前者顺水 


出水口 


光源 


水 / 


_进 


望远镜 
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速而行，后者逆水速而行.设水速为〜水的折射率为 〜若光 相对于静止水中以太的速率 
为 1 T ， 以 v 的速率运动的水带动以太的速率为 b ， 用钠黄光作光源 ， A = 58 93 X 10 

7. Om / s，w = 1. 33,观察到与^ = 0的情况相比，测得移动的干涉条纹为 <5 = 
0. 19,根据以太存在的假设4应取何值？ 

顺水而行的光束在水中相对于以太的速率为^■一知，逆水而行的光束在水中相 

¥ ► 

对于以太的速率为1+知，两束光从光源出发到达望远镜的光程差为 


-10 


m “ = 


1. 5 m , v 




21 


21 


c 


c 


—— kv ——+ kv 


两束光由于此光程差引起移动的干涉条纹数为 


21 


21 


d = 


A 


——一 kv ——+ kv 


解出 


-10 


dXc 


X 3 X 10 


0* 19 X 5893 X 10 


= 0- 45 


k = 


W /I 


4 X 1*5 X 7-0 X (1.33) 


s 


12 - 2 


12. 1. 3 改用本题图的实验装置做上述菲佐实验，半径为尺、折射率为 n 的玻璃圆柱 
绕固定的 O 点以恒定角速度0>转动.两束光通过玻璃的距离均为2/,求射入 M 远镜 T 的 

两束光的光程差，设圆柱拖动以太的系数为 I 

考虑图12, 3中 A 点处以太的速度在光的运行方向的分 




量为 


kcorcosa =士 ku>d = dz k < o 〜 R 2 —— 


与“无关. 

两束光的光程差为 


图 12. 3 
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4c 2 - kWn 2 UR 2 - l 2 ) 


一个速度为 i 的航天旅行者和他的地球上的朋友，在出发时对好了钟的时 
刻分别为/ =0( 旅行者的钟)和 i =0( 地球上的钟).地球上的朋友同时观察两个钟，直接 


观察 i ， 用望远镜观察 y ，试问，当/读数为1小时时，£的读数为多少? 


用洛伦兹变换公式，在动坐标系/= 0，/ = 1小时时相应于地球坐标系中的位置 


和时间分别为 


x f + vt r 


v 


x 


V 


V 


1 — ^ 


1 

X 0 


2 


C 


C 


X 


C 


(小时) 


t \ - 


2 


V 


V 


1 - ] 


1 二 _ 

丄 0 


C 


C 


注意: 上述写法所用的单 位为: 长度以米计，时间以小时计. 


动钟为 〆 =1小时的信号传到地球上的朋友处 ( x =0) ，需时(地球上钟的示数) 


X 


V 


(小时) 


之 2 =— 


C 


V 


1 - -T 


C 


C 


因此收到^=1小时的信号时，地球上的钟的读数为 


V 


C 


(小时) 


+ 


V 


1 - ^ 


C 


在地球上某地发生的一个过程经历的时间为&，问在以每小时 1800 km 的 
恒定速度飞行的飞机上的观察者测得的此过程经历的时间为多大？若过程开始时两钟读 
数相同，经过多长时间飞机上的钟的读数又和地球上的钟的读数相同. 

方法一:用洛伦兹变换公式 


争 


V 


bJt — -rhkX 


c 


b £ = 


2 


V 


1 —] 


C 


因为过程发生在地球上同一地点，过程的开始和结束的 i 坐标相同，故 &r = 0, 所以 


At 


八, ’= 


V 


1 —] 


C 
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# 


今 t ; = 1800 X 10 3 /3600 = 500( m / s )， 所以 




At f = 


500 


1 — 


3 X 10 


，飞机上的钟走快的时间为 


当 A / = ls 时， = 


一 1 


500 


500 


1- 


2_ 


8 


3 X 10 


3 X 10 


( s ) 


当飞机上的钟走快 24 h 时，飞机上的钟的读数又和地球上的钟的读数相同，在地球上 

的人看来需经历的时间为 

24 X 3600 


B 


24 X 3600 


3 X 10 


= 48 X 3600 X 


500 


500 


1 


—1 


-1 


1 


2 \ 3 X 10 


500 


1 - 


3 X 10 


2 3 X 10 


(年）=97 X 10 9 年 


365 


500 


方法 二:直 接用动钟变慢效应，在飞机上的观察者看，地球上的钟是动钟，变慢了 


v 




1 - 


c 


!St 




500 


v 


1 一 


1 - 


3 X 10 


c 


当然，在地球上的观察者看来，飞机上的钟是动钟，也是变慢的，但是过程的起始和终 
结时处于 V 系（固连于飞机）的不同位置.地球上的观察者看到的是 x ' = 0 和/ 

的两个钟.两个钟的读数差既要考虑动钟变慢后的时间又得加上拨快量， 


一 vhJL 




2 


(— v) 


V 


(—— 0 ) 


tU 、 = △亡 A /1 — 




C 


C 


后一项是 X ' = - VM 处的钟较之/ =0处的钟拨快的时间， 


V 


V 


— At a I 一 


1 




c 


c 


ht 




V 


c 


以下同方法一 


静止时 M 子的平均寿命为 2.197 X 10_ 6 s ， 在宇宙射线中， M 子的速度可达 
0. 99 c ( c 为真空中的光速），在地球上的观察者看来，平均来讲，这种高速的 M 子能运动多 
大距离？ 


12. 1 


方法一 :用洛 伦兹变换公式，取地球为 S 系，固连于 m 子的坐标系为 S f 系， 
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_ 


V 


At f + 今 △ 工 ' 


c 


△广= 


V 


1 — 




C 


今 A / =0 ，V = r Q ，Ar = n 其中 r 。 是静止 p 子的平均寿命， r 是地球上的观察者看到的高 
速 m 子的平均寿命. 

在地球上的观察者看来，高速^子平均讲能运动的距离为 

2. 197 X 10 


_6 


= 4. 6 X 10 3 ( m ) 


8 


/ = t；r = 0* 99 X 3* 0 X 10 


2 


0* 99c 


1 - 


c 


方法 二:用 动钟变慢效应.在 y 系中， m 子蜕变发生在同一地点， f 系中的钟是动钟， 


r 0 


V 


1 - 




r 0 = r 




c 


V 


c 


以下同方法 


在离观测者距离为 I 的位置上有一只时钟说明怎样能使这只钟与观测 
者身边的时钟 A 时间上一致 


9 


:晏上，在 6 = 0( 时钟 A 的读数)时从 A 钟处向5钟发 


让时钟 B 的读数停在 

出一个光信号，在信号到达 B 钟时立即开动 B 锌*这样5钟就已校准，与 A 钟 一致. 

设 V 系以速度 w 相对于 J 系运动，在两个坐标原点重合的时刻，放在两个 
坐标原点的时钟指示同一时刻^ = 0. 试 问：在 S 系和义系中以后都有的点 ( xj ， 

)和( 〆 ，y , 〆 ）将分别随 f 和/如何变化？ 

取 a ：、/ 轴沿有相对运动的方向，正向一致系以^的速度沿 a ： 轴向正方向运 


— 


C 




12 . 1 . 


z 


动 


V 




C 


V 


C 


两式中消去~得 




C 


— 1(’ 




X 


c 


V 


在满足上述关系的 (// Kyw 任意)处均有 

同样，由 


V 


t 


—ZX 


C 


V 


1 — 




C 


可得 
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_ 


V 


C 


-1 


X 


C 


V 


在满足上述关系的 Cr ,0(： y 、2 任意)处,均有 〆 

假如一艘宇宙飞船以恒定速度 t; = V0. 9999 c 飞行，试问飞船飞到距地球4 

光年远的半人马星座并返回地球的旅行中应储备够用多少时间的粮食及其他装备？ 

取 S 系、 Y 系分别固连于地球和宇宙飞船，在此旅行中需时 

= 8( 年） 






在飞船上的钟(动钟)经历的时间为 


V 


= 0. 08年= 29. 2天 


= At aJ 1 — 




c 


往返途中应储备 30 天的粮食和其他装备 • 

一 列车以 v = 0. 6 c ( c 为真空中的光速）的恒定速度运动，经过地面上 A.B 

两点所用的时间为 40 min (以列车上静止的钟计时)•求： 

(1) 地面上的人测得的 A.B 间的距离； 

(2) 列车上的人测得的 A.B 间的距离； 

(3) 在列车上的人看来,地面上 B 处的钟比 A 处的钟拨快了多少？ 

(1) 地面上的人看列车由 A 到 B 经历的时间为 




匕 t = 


V 


1 






C 


间的距离为 


40 X 60 


= 5. 4 X 10 n ( m ) 


△L = vAt = 0* 6^ 


0* 6c 


1 — 


c 


(2) 列车上的人测得的 A.B 间距离为 

△1/ = = 0. 6 X 3 X 10 8 X 40 X 60 = 4. 32 X l ( T n ( m ) 

(3) 方法 一:在 S 系中历时以，而在 V 系中的观察者看来4系的钟是动钟，由动钟变 


V 


故在他看来处的钟比 A 处的钟拨快的时间为 


慢效应，应历时为 At\ I — 




« 


C 


V 




V 




= At f 


8= tu 一 a /1 


c 






V 


c 


c 


V 




c 


=18 ( min ) 


v 


1 - 




c 


方法二 :直接 用拨快量公式 
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0 * 6c 


v 


v 


d = = 


X 5. 4 X 10 11 = 1. 06 X 10 3 ( s ) = 18 min 


c 


c 


c 


12. 1. 11 在惯性系 y 中的同一地点先后发生两个事件，时间间隔为 A ^ = 300 s ， 在 
另一惯性系 S 中测得这两个事件的时间间隔为 A / = 500 s . 求在惯性系中测得的这两个 
事件发生的地点相距多远？ 

设 Y 系以的速度对* S 系沿 X 轴正向运动，在 V 系中两事件发生在同一地点， 


— 0 


两事件在 S 系经历的时间 


V 


A〆 十今 


^t f 


€ 


At = 


V 


V 


1 


1 - 






C 


C 


解出 




1 - 


V = C 


At 


在 s 系中两事件发生地点相距 


A / 


Nt 


Ax= vAt = c a 1 - 


c 








= 3 X 

静长为 L 的车厢以 u 的恒定速度运动,在车厢的后端 A 沿运动方向发出 

一光信号，经前端 J 5 的平面镜反射回到后端九 求： 

在车厢里的人看来，光信号从发出到到达 5 端所需的时间仏'1以及从 Z 端发出 

到返回 A 端所需的时间&' 2; 

(2) 在地面上的人看来，与相应的时间- 

( 1 ) 1 = ~» Af 2 = . 

方法一:在 S 系（固连于地面）中光从后端 A 到前端经历的时间为〜，光信号 

运动的距离为等于车厢运动的距离加上车厢的长度，但车厢是高速运动的，其 

长度不是静长，而是由动尺收缩效应得出的长度 


12 . 1 . 1 


( 1 ) 


( 2 ) 




L 


c 


V 


c^t\ = + L 


1 — 


C 


所以 


V 


L 


L 


c 


C 


A ^! = 


V 


C 


C 


€ — V 


同样考虑从 A 端发出光信号到返回 A 端经历的时间内，有如下关系 


V 


—V (A^2 一 ^^1) 


v^ti + 2L a 1 — 


chd 


C 
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其中最后一项— 是在光信号从前端5返回 后端/ 期间，车厢后端也即车厢向 
前运行的距离 


v 


2L a /1 — 


+ 2vAt Y 


ht 


c 


代入经计算可得 


2L 




c 


V 


1 — 




c 


方法二•.用洛伦兹变换公式, 


V 


M 


C 


tU\ = 


2 


V 


1 一 


C 


L 


代入 & i =— 可得 


C 


^2 - 4Aj ：2 


i /c + 


v 


c 


A ^!= 


， A / 2 = 


c 


C — V 


2 


V 


1 — 




c 


代入即得 


c 


2L 


hd 


C 


V 


1 — 


c 


两条静止长度均为“的宇宙飞船沿平行的轨道以恒定的相对速率 

相向而行， Z 船上的观察者看到自己的船头先与对方的船尾相遇,以时间后，自己的船尾 
再与对方的船头相遇，试 问： 

(1) 5 船上的观察者看到两船相遇的次序是怎样的 

(2) 两船的相对速度多大？ 

看到两船以大小相等'方向相反的速度运动的观察者看到两船两端相遇的次序 


12 13 


? 


(3) 


如何? 




船上的观察者看自己的船长为 L 0 ，B 船长为 

相对速率）， B 船上的观察者看自己的船长为船长为 

酿者看娜観驗序是^船醜头先与 B 旗棚，&咖后，自己 
的船尾再与5船头相遇. 0 

船上的观察者看到的次序正好相反，先是自己的船头与 j 船尾相遇 

己的船尾再与乂船头相遇. ’ 


(1) A 


) 


V 




L 


1- 


是两船的 


0 


c 


V 


L 


1 




0 


c 


A 


B 


时间后，自 
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(2) 根据 A 船上的观察者看到的情况，可得 


= vAt 


Lq — L 


1 - 


2c z L 0 At 

= LI + —c 厂 (AO 


2L 0 ^t 


[号+⑽ 2 ] 


(3) 看到两船以大小相等 、方向相反 的速度运动的观察者，看两船的长度相同，两船 
相遇的次序是 Z 船头与5船尾相遇时， A 船尾与 B 船头也相遇 • 

艘火箭飞船以 = 8c 的速度飞经地球，相遇时都把时间调整到12点 


12 . 1 . 1 


(1) 飞船上的时钟12点半时飞经一相对于地球静止、它的钟也与地球同步的宇航 

站，此时宇航站的指示何时？ 

(2) 地球上的人测得的宇航站离地球多远？ 

飞船经宇航站时，向地球发一信号，地球上的人何时收到这个信号 

(4) 地球上的人收到信号后立即发回信号，飞船上的人何时接到信号 

(1) 方法一 :义系 固连于飞船， *5 系固连于地球， Jf=^ = 12 点时，原坐标系原点重 

合，： r、x' 轴正向沿飞船的速度方向， 


? 


(3) 


? 


At f + 


， Lx f = 0 


Ai = 


1 






c 


当 A^ = 30min 时， 


30 


= 50(mm) 


= 


飞船经宇航站时，宇航站的钟指示为 12 点 50 分. 

I 

方法二 ，用动钟变慢效应， 




V 


， A/ = 


a /1 — 


地球上的人测出宇航站离地球的距离为 

^ = 0. 8 X 3 X 10 8 X 50 X 60 = 7. 2 X 10 u (m) = 40光分 

航站向地球发信号时，地球上的钟指示 12 点50分，宇航站离地球的 
光分，信号到达地球需时 40min ，故收到的时间为 

点50分+ 40分= I 3 点如分 

地球向飞船回发信号时，地球上的钟指示 13 点30分，用动钟变慢效应，地球上 
的钟较之12点历时90分钟，飞船上的钟在此期间历时 


2 ) 


(3) 飞船经 f 


12 


(4) 


90 
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故地球回发信号时，飞船上的钟指示12点54分. 

设飞船上的钟再经 ( min ), 收到地球发回的信号，刚发此信号时，飞船距地球 0. 8 c 
X 54 ( 写光速时，时间以分为单位），发信号到收到信号，飞船又远离地球 o .8 c • 两段 
距离之和应等于在此期间光信号通过的距离， 

54 X 0. 8 c + 0. Sc X At f = cAt f 

At f = 


54 X 0. Sc 


= 216 mm 


0. 2 c 


收到信号时，飞船上的钟指示 


12点54分+ 216分=16点30分 

12. 1. 15 一 根米尺相对于 V 系静止，与 W 轴的夹角为30。,如^'系相对于系沿 
轴(与^轴平行)方向运动，在 S 系中测得米尺与工轴的夹角为45。 ，求： 

(1) S 系中测得的米尺的长度； 

(2) V 系相对于 S 系的速度. 

a ) y 系沿 s 系 I 轴运动，米尺在 y 方向的投影与在 y 方向的投影相等， 


x 


Isina — Z’siiW = 1 • sin 30 o = 0* 5 m 


()• 5 0, 5 

sin 45 


= 0* 707 m 


sina 


(2) 用尺缩效应, 


Icosa = l r cosa f A /1 — 


-/l 




代入 


cosc / = cos 30° = 


cosa = cos 45 — 


， 1 = 0 . 707 m . 可得 


~c = 0. 816 c 


一 短跑选手在地球上以 10s 的时间跑完 100 m ， 在沿跑的方向以0, 98 c 的 
速度相对于地球飞行的飞船中的观察者看到的选手跑了多少时间和多长距离 

用洛伦兹变换公式，设 S 系固连于地球， V 系固连于飞船 ，: 轴平行，沿跑的方 


12 - 1. 16 


? 


向为正向， 


0. 9 Sc 


v 


Ai — -rAx 10 — 


X 100 


c 


U ，= 


= 50 s 


h^x — vAt 


100 — 0. 98 c X 10 


Ax f = 


=- 49 光秒 


v 


看到选手向相反的方向倒退约 49 光秒的距离. 

1，17若 12. 1. 11题 V 系中先后发生的两个事件并不发生在同一地点，在有相 
对运动的方向上相距 Ay = 10光分 ，△广 A ? 仍和 12. 1. 11题相同 •求： 

(1) V 系相对于 S 系的速度 t ；; 


1 


參 
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(2) 在 S 系中测得的两事件发生的地点间的距离 Ax 


/St f + — 


c 


( 1 ) 


A / = 


代入 Af = 500 s ， A ^=300 s ，= 10 • 60 c ， 可得 一 满足的方程为 


+ 36 


61 


—16 = 0 




c 


按题意， S ' 系沿 x 轴向正向运动，2>0,所以 


c 


= 0. 296 


2 X 61 
r = 0, 296( 
Ax f + v ^ t f 10 X 60 c + 0. 296 cX 300 


c 


= 721 光秒 =12 光分 


(2) 心= 


1- 


12 . 1 . 18 一根杆自左向右运动，当这杆的左端经过一架照相机时，这根杆和一根静 
止的标有刻度的米尺一起拍摄在一张照片上，照片 显示： 杆的左端与米尺上的0标记重 
合，右端与米尺的 0. 9 m 标记重合.如果杆是以 P = 0. 8 c 的速度相对于照相机运动的，求 
杆的实际长度. 


注意照相机摄到的杆的右端的光信号是和左端的光信号同时进入照相机镜头 
的，左端与照相机没有距离，右端离相机有距离，发出时距照相机0, 9 m , 光信号经过这段 


i 


0. 9 


= 3 Xl ( T 9 ( s )， 因此杆的右端的光信号是在早 3 Xl ( T 9 s 从 0. 9 m 标 


距离需时 A / = 

记发出的.杆的右端发出这个信号时，杆的左端位于0标记的左方 vAt = 0 . 8 X 3 X 10 8 X 3 
X 10_ 9 = 0. 72 m . 因此杆的实际长度 


3 X 10 


L = 0. 9 + 0. 72 = 1. 62( m ) 

像上题那样，在一根 lm 长的杆的中点经过照相机的瞬间，打开照相机快 

_ 

门，连同一根静止的有刻度的米尺拍下照片，如果杆相对于照相机的速度 p = 0. 8 C ， 照片 

上记录下来的运动杆的长度该是多少？ 

解杆的前端发的光信号进入快门的是在打开快门前时发出的， 

• • 

= 0 * 5 — vht\ 




0. 5 


= 


同样，杆的后端发出的进入快门的光信号是在打开快门前时发出的， 

c — ()• 5 + 


0 . 5 


dJ ： 


杆的前后端离照相机的距离分别为和 cA ^ 2 . 故照相机拍出的照片显示动杆的长 


度为 
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0.5 


0. 5 


c 


L = + At 2 ) 


= 2* 778 m 


c 




2 


€ 


V 


c 


V 


f 的恒定速度在 ^ = 0 时离开 (7 点， v 与 y 

轴的夹角为60°,0点沿 X '亦沿: T 轴相对于 O 的速度为 0. 6 c . t =0 时 , cy 、 o 点重合，试求 
由 o 所确定的粒子的运动方程. 


12. 1. 20 一个粒子在 / y 平面内以 


v = 


x’ =~c(cos60°)^ 


= —cisinQ0 o )t f 


y 


将下列三式及 t ； = 0. 6 c 代入上述两式， 


V 


t — ~^x 


X — vt 


€ 


X 


y = 


V 


V 


1 —— 


1 — 






€ 


C 


0. 6c 


t 


x 


x — 0. 6ct 


c 


—c 


O . 6( 


x 


vT 


c 


y = ~^c 


得 


1. 15x — 0, S5ct^ x=0. 7Act 


0, 6 






X 0. 74ct = 0* 30ct 


t 


y = 


o 


4 


c 


12. 1. 21 观测者 O 和 O ' 以 0. 的相对 速度互相接近 ，如果 O 测得 O ' 离他的初始 

距离为 20 m , 按 O 的测定，多长时间后与 相遇？按0的测定，多长时间后与 O 相遇？ 

方法一 :20 m 是 O 测得的钫始距离 .按 O 的测 定,〜 后与 O ' 相遇， 

= 1. 11 X l ( T 7 s 


1 


20 




i*rt 


0. 6 X 3 X 10 

考虑两个事件 s 事件 A , O 进行测试测童，•^ = 0 ,G = 0; 事件5,0与 O ' 相遇, 

20m jtB == 1 * 11X10 


Xb = 


-7 


S ， 


V 


tB- t A ~ -J(X B - Xa) 


c 


A ^ ； = t f B _ t f A 




V 


1 - 




c 


0* 6 


-7 


1. 11 X 10 


20 


s 


3 X 10 


9 X 10~ 8 s 


方法二 : o 测出的初始距离是固连于 o 的一杆“尺”，在 o ' 看来，这杆“尺”是运动的， 
用动尺收缩效应，在 O ' 看来，这个距离为 


2 


V 


L f = L 


1 _ 


C 


第十二章狭义相对论力学 


967 


这杆“尺”以 r 的速度向0运动，另一端到达 O ' 的时间为 


L 


16 


= 


-8 


= 8. 9 X 10 


s 


0. 6 X 3 X 10 

一个还能活60年的人打算访问距离我们160000光年的遥远星系，他的恒 


v 


m 


定速度必须多大？ 

解方 法一: 考虑两个事件 :事件 /，此人 出发; 事件五,此人到达遥远星系.地球与遥 

h 

远星系为 s 系，宇宙飞船为 V 系， 


— + vUb _ t f A) 


( 1 ) 


x B — X A ~ 


V 


1 - 


c 


A —必 = 0,4_ A =60( 年 )( 考虑在他有生之年刚能到达遥远星系) 

(A^> 2 ( 1 - ^) = v z (M f y 


c 


Ax 


v 


Lx 


+ (AO 


代入 Ax = 160000 c * 1( 时间以年为单位) 

160000 c • 1 


c 


v = 


60 


160000 


mm 


=(1 — 7.03 X 1( T 8 )c 


—* 1 


2 \ 160000 


方法二 :用尺 缩效应，把地球至遥远星系间的距离看作一杆尺，在飞船上的人看来，他 
是运动的，尺长 


v 


U 二 L 


■ ■■ 




C 


尺以 t 的速度运动，当尺的那一端(遥远星系）经他身旁时，需时 


U L 


v 


= 


1 — 




V 


C 


V 


此式就是式 (1) ，式 (1) 中 xb —^ a ^ L . 

23 一枚火箭飞船相对于地球的速度为 0. 8 c 0 r 为真空中的光速 ）,0' 和 O 分别 
是飞船和地球上的观测者=0时 ^= 0 . 0 用望远镜看 O ' 的时候，他自己的钟读 
数为 30 s , 问他看到0的时钟读数是多少？ 

设 O ' 发射光信号为事件4,0收到这一信号时也即他用望远镜看 o ' 的时钟时为 


0 ，g = 30 s ，要求 A 


事件凡已知 

对事件 A 用洛伦兹变换关系， 


XB 




0 + 0. 8 X 3 X 10 8 • ^ 


= 4 X 10% 


= 


V 


1 — 




C 
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v 


C 


0 . 866 
3 X 10 


V 


At - 七 Ax 


0 - 


X 1 


2 


8 


C 




5. 77 X 10~ 9 ( s ) 


(X 5 


V 


1 - 




C 


A ^ SO , 说明事件5先发生，时间间隔为 5. 77 X 10_ 9 s . 

12. 1* 26 A . B 两钟相对于某惯性系的一条直线上做方向相同、速率不同的匀速运 

_ 

动.在相遇时两钟均拨到零点，乂钟在时刻7^向5的方向发出一光信号， B 钟收到该信 

号的时间为 7 V 证明4钟相对于 A 钟的运动速率为 

c(n — 乃） 

(n + n ) 

证明 方法一:设 A 钟为 S 系， S 钟为 * S ' 系钟发出光信号为事件 1, S 钟收到光 

f 旨号为事件2 ， 已知 := 0山 = 7"^ = 0 

对事件1:写洛伦兹变换关系， 


V 


vT 




卜 _V^ 

— ; !! 


A 


M 


I V 


V 


1 — 


1 — 


V 




c 


c 


V 


4 


- - 

/> ty4> 




T 


c 


A 


0 




f V 


V 


1 




c 


c 


按钟测量，光信号以 C 的速度在 M 到 t ^ Ts 期间，从4传播到4 = 0, 


X f 2 — X\ 






—x\ — c{T B — t\ ) 


将前两式代入上式， 


t a 


vT a 


t b - 


c 


V 


V 


1 

I 


1 




c 


c 


V 


(c + v)T a — cTba l — 


c 


T 2 b 


c + t; T b 


V 


— TV 


T 


c 


C — V 


V 




- T\ 


(c + tO — (c — v ) 


£ 


(c + v ) -h ( c - v ) n + n 


c(n — n) 

m + n) 


V 
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# 


方法二 M 钟7^时发出信号时， A 测得5钟离 A 钟的距离为 
B 收到信号时钟时刻为 T b , A 钟时刻为 


V 


T B 


C 


(因为 A = 0) 


V 


V 


1 — 




C 


C 


t b 


Ts 


— T 


期间，5离 A 增加的距离为 


， B 离 


A 测得，在:^至 


A 


V 


2 


V 


V 


1- 




c 


c 


vT b 


T b 


，它应等于在此期间光传播的距离， 


A 的距离为 


—^A = 


V 


V 


1—— 






C 


C 


t b 


vT b 


— T A 


= c 


V 


V 


1 一 


1 — 






C 


C 


此式与方法 一 中的式子相同，以下同方法一. 

12 . 1 . 27 —质点在惯性系 Y 中做匀速率圆周运动，轨迹方程为 


x n + y 2 = r 2 f z f = 0 


' 轴分别重合.试证明：在 


义系以速度^沿: T 轴向正向运动，在 t = t r = 0 时，工、：^ 

惯性系 S 中测得的轨道为一椭圆，椭圆的中心以速度 I ；移动 

证明 用洛伦兹变换公式 


，： y、：v ，之 


Z 


X — vt 


Z 


Z 


y = 


X 


V 


c 


代入 


x n + y 2 = r 2 , 


0 


z 




得 


(x — vt ) 


+ y = r 2 ， 


0 


z 




2 


V 


1 — 




c 


为一椭圆，椭圆的中心位于(沉,0,0),在 X 轴上以速度 I ； 向正方向移动 • 

1.28 在 O 的参考系中有一个静止的正方形，其面积为 100 m 2 , 观察者0以 0 . 8 c 

的速度沿正方形的对角线运动. O f 测得的面积多大？ 

取图 12. 4所示的坐标，正方形在 x >0^>0 的部分的三条边线的方程为 

x + y = a /50 

是由面积为 100 m 2 计算出来的，边长为 10 m , 对角线长为10 Am ， 它的一半是 


x = 0 9 :V = 0, 
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S ， 


y 


y 


s 


J 50 


v 


A 


J50 


O 


0, 


x,x 


Vt 


12.4 


5 VY 或 

用洛伦兹变换公式， 


x f + vt 1 


y 


y 


X — 




V 


1 - 


c 


S 系中的上述三条直线在 V 系中的方程分别为 


^ + vt f 


+ y = V^50 


x f = — vt f , y = o ， 


V 


1 






c 


仍是三条直线，仍围成一个直角三角形，如图中虚线所示 


v 


'+ V 50 


在 义系 中，？时刻， O 点的坐标为（_付'，0)， A '点的坐标为 


1 - 3 , 0 


— vt 


C 


^VsOa/I — ^7 


攻点的坐标为 


— Vt 


C 


O ' 看到的是一个菱形，其面积是上述三角形的4倍,面积为 


(— vt f ) V50 = 100 Vl — (0* 8) 2 = 60(m 2 ) 


V 


vt f -j- 50 


1 _ 


4 X 亡 




€ 


在 12. 1.27 题中所述的对 V 系静止的圆，在 S 系中的观测者测得其图形 


1.29 


m 


面积多大? 


12. 1, 27题已得出图形是一个椭圆，方程为 


{x — vt ) 


+ y = 〆 ， 


z = 0 


v 


c 


其面积为 


V 


V 


nr z a \ — 


1 - 


7 C 


r 


r 








c 


c 


静止长度为/。的两根尺,平行于工轴相向做匀速运动，与一根尺相连结的 


12 . 1 . 30 
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_ 


观察者发现，两根尺的左端和右端两次重合的时间间隔为试问两根尺的相对速度 


多大？ 


解与尺5相连结的观察者看尺 a 是动尺，若尺 a 自左 
向右运动，由于尺缩效应，他看到尺 A 的长度为 




，先看到左端相重合，再看到两尺右端相重合， 


如图 12. 5所示， 


12.5 


Iq Iq 


= Z o 1 - 


1 - 


(Jo — vAt ) 




解出 


(At ) 2 + 


12. 1. 31 静止半径为 i ?。 的球，相对于远处的观察者以速度 p 运动，球上有明显的标 
记，当观察者看到球速正好与他和球的连线垂直时，拍了张照片，当他冲洗胶片时看到了 
什么？ 


解照片拍下的不是当时球所处位置的图像，因为光信号传到照相机需要时间，拍下 
的是比开启快门早些时候球处于这个位置的图像，在球运动的方向上，由洛伦兹收缩，前 


后的距离为 2 Ro ^ Jl -[ fj ，在与之垂直的方向上长度不变，仍为2只。，由于观察者很远, 

球的线度比起球与观察者的距离小得多，可以忽略球的各部分发出的光子到达观察者的 
时间差别，这样观察者看到的即照相机摄下的照片上的图像，就和在静系中测得的图像无 
多大区别.这样，照片上的图像将是一个椭圆，在球的运 


，在与之垂直 


动方向有短半轴，其长 度为艮 ▽ 1 一 

的方向(上下方向）有长半轴，长度为札.严格地讲，考虑 

_ 

球的轮廓上各 点到照 相机的 M 离有差异，由于洛伦兹收 
缩，前后两个端点到照相机的距离略小于上下两个端点 
到照相机的距离.因此上下两个端点摄进照片将是较前 
后两个端点早些时候发出的光子，在照片上，上下两端 
点的位置将向运动的后方稍有偏移，图形将偏离图 12. 6 

中虚线所示的椭圆，图形的示意图如图中实线所示. 

一个原子钟被喷气式飞机带着绕地球一 

周后，与没有动的精确同步的同样的钟比较，适当近似，狭义相对论预言有多大的不一致? 

解设飞机以 I ；的速率绕地球做圆周运动，飞机参考系为地球参考系为* S ， 把 Y 




^ 2R ° J 1 ~ (^) 2 h — 


12. 6 
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系也近似视为惯性系，由洛伦兹变换公式， 


V 


C 


V 


1 - 




C 


因为 Ax ' = 0 


所以 




At = 


v 


1 - 


C 


V 


因为 


C 


所以 


/ t; 2 

2 c 2 

，飞机绕地球一周，在此期间, 

2nR ttRv 




2 ^tR 


设地球半径为及，飞机上的钟 W = 


v 


v 


Ar _ W = 


2 r 2 


v 


c 


这是飞机上的钟较之地球上没动的钟走慢的时间，如飞机的速度 u = 1000m/s (约 3 倍声 
速)代入地球半径 i ^ = 6400 X 10 


3 


m ， 


6400 X 10 3 X 1000 


7T 


# 


= 2* 2 X 10— 7 (s) 


— — 


(3 X 10 8 ) 

12. 1. 33 设义系以速度 t 沿工轴正方向相对于 S 系运动，固定在 V 系内 ( x '。, y 。,4) 

点的时钟，在6时刻从 S 系内(2。，>，2。)点旁边经过，这时*5系内的时钟指示^)时刻，写 
出在这种情况下的洛伦兹变换公式. 


V 


X 


X — vt 


€ 


+ c lf y = ^ + c 2 , z f 


+ c 3 ， t f = 


+ c 


z 


x 




V 


V 


c 




(0 与 X f =Xo,y =yo^ r =Zo^t f =t f Of 


代入 


， x~-.vo^y=yofZ=z 0 ^t 


v 


^0 乂 0 


工 0 — Vt 。 


c 


+ c 4 


+ c lf y 0 = + c 2 , z f Q = 之 0 + c 3 ， to 


a 


9^ 


V 


V 






c 


c 


可定出 


V 


X 


0 


0 


工 0 — 付 0 


c 


4 L Q 


t C 2 = yo — 3^o ， C 


= 


x 


0 


V 


V 


1 - 


1 — 




c 


c 
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參 


所以这情况下的洛伦兹变换公式为 


— x 0 — vit - f 0 ) 


X 


X 


V 


1 






c 


z f — Zq 


y 


yo = y — yof 


z 


z 






0 


V 


t — t 0 — -j{x — 工 0) 


c 


0 


V 


1 — 




c 


〆 =() 时， JT 与 JC ' 轴， 3； 与 


12.1.34 设 S ' 系相对于 S 系的速度 V 并不平行于 

y 轴4与/轴两两重合. 试备 出这种情况下的洛伦兹变换公式. 

提 示:把 r 、 r ' 分解为平行于 V 的分量/> = 


a 


X 




V 


^和垂直于 V 的分童 r ± 


yy//= 


V 


V 


广//，/*’丄 =〆—/•〉/ 


V 


— Vt 


V 


V 


V 


1 — 


c 


或 


V - VH 


■ 


r 


y 


1 - 


€ 






V 2 


y 2 


V r ^V 


V 


t 


t — 


7 


c 


c 


y 




l — 


i — 






c 


c 


12.1. 35 考虑图 12. 7 所示的三个坐标系 * S 、 y 和之间的洛伦兹变换，这里 
是互相平行的，* s ' , s , r mx 轴向正向运动相对于 s 的速度为％ ,* s 〃 相对于 y 的速度为 

.证 明:洛 伦兹变换的逆变换是洛伦兹变换，两个洛伦兹变换的结果是另一个洛伦兹变 


x^x 


ft 


X 


Vz 


换 


ff 


y 


y 


s f 


s 


n 


%(对 s ) 


v 2 (对夕) 
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证明 5、义两坐标系之间的洛伦兹变换为(从 S 变为义) 


^1 




x —— v x t 


C 


y ^ 


z = z y 


X 






1 - 


1 — 


c 


c 


t 与 、y 、 z f 、 t’ 间的变换关系为 


由上述四式可反解出 


工 、： y 


Z 




1 - 


=X — v x t 


X 


C 


^1 


巧 




^1 


1 — 




~T 工， 




2 


C 


C 


C 


C 


^1 




Vi 


Vx 


— v \^ f \l 1 




= 工 l — I 


l - 


=X — V\ 


X 


€ 


€ 


C 


C 


C 


两边除以 、/ l — & ，即得 


c 


x f +巧 〆 


X 


^1 


1 — 


c 


幻1 / 

r% « A ^ 


x 1 + v x t f 


Vi 


c 


巧 


+ 


1 - 


€ 


C 


Vi 


幻 1 


1 - 


1 — 


C 


c 


加上 y = y ， z =/， 给出了从 y 变回 S 的变换关系是洛伦兹变换系以 一 t ； 的速度相对 
于 y 系运动. 

下面来证明两个洛伦兹变换的结果也是一个洛伦兹变换•从^变到 y ，再从 y 变到 

间的变换关系是洛伦兹变换关系 • 


S ", 结果是从 S 变到 * S 〃, 证明 


x^y^z 




_ Vit 


€ 


X 


ft 


〃 


X 


v 2 


^2 


1 —— 


1 — 


C 


c 


为书写简便起见，令 A = h ，/? 2 =¥， 将 


C 


C 


卢1 工 


t 


— clt 


C 


X 


X 


V1 - /?! 


代入上述两式， 


卢1 +卢2 
1 + ^ 1^2 


cP x t — c/? 2 ( t — 

1- 用 


X — C 


X 




(1 + 艮 D — ^(/^i + Dt 


X 


X 


(1 — /? f ) (1 _ /?!) 


1 一历 


/?? 


1 -/?? 


_ 


參 
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#1 + ^2 
(1 + AA) 

a Hi 二的 ) 

(1 + 師 2 ) 2 


t 


X 


C 


ff 


下面证明 


(1 - 所 ）（1 —历） 

(1 + Mz) 2 

1 一 （用+用） +舰 

(1 + AA) 2 

1 + 2 ^iPz + 的两一 （的 + 2/? i /?2 + 用) 


P \ + ^2 
1 + 


左边 = 


2 


A + A 

1 + Mz 


a + Mzy 


AH~/?a 

1+卢102 


令 /?= 


A 


t 


X 


c 


ft 


ff 


X 


或 


vx 


2 


X 一 vt 


c 


〃 




,x 


V 


V 


1 - 


1 一 




€ / 


€ 


其中 


V X + v ? 

ViV :i 


V 


c 


加上 


v / 一 ” 
y j ， 


n 


z = z — z 


y 




V1+V2 


可以看出 ， S” 与 S 之间的变换是洛伦兹变换 4" 系对 s 系的速度为 


C 


C 


12.2 狭义相对论的运动学 


12 . 2 . 1 *S '系以 V 的恒定速度沿 S 系的 z 轴向正向运动，若质点在 V 系的 /y 平面 
内运动，速度沪与 Y 轴的夹角为 6 T 试证明，在 S 系中，质点的速度 u 与 X 轴的夹角沒满 
足 关系： 




t / sin 夕’ a 1 — 




c 


tan 没 = 


V + v f cos8 f 


证明 用速度变换 公式: 
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# 


v 


1 - 


v 




^, + V 

5, 


y 


C 


V 


V 


x 






1 


X 


X 


C 


C 


v 


v 


v f sind f 1 — 

i/cos 汐’ + V 


1 - 


v 






y 


^ _ 


C 


€ 


tan 汐 = 


< +V 

两根静止长度均为/。的杆成一直线放置，并以相对于一个参考系以相同的 
速率 P 匀速相向运动.试问在固连于一个杆的参考系内的观察者测得的另一根杆的长度 


V 


x 




* 


是多少? 


先求出在固连于一根杆的参考系 y 中另一根杆的速度, y 系对原参考系的速度 
为另一根杆在* s 系中的速度为 

在 V 系中，另 一 根杆的速度由速度变换公式可得 


v x — -V^Vy=V Z — 0 


2vc 


v x — v 


—V — V 


V 


X 


V 


V 


C 


1 — ~(— v) 


1 — 


c 


c 


V 


1 - 






c 


= 0 


V 


y 


V 




V x 


c 


V 


1 - 


V 




z 


c 


= 0 


V 


z 


V 




V 


X 


c 


在 y 系中看另一根杆的长度为 


V 


1 — 


I 


4v 2 c 4 

(c 2 + v 2 )c 


2 


V 


C — V 


c 


或/ 


X 


I 


I 


1 — 


1 — 


0 


0 


0 


0 


C l + 


€ 


V 


V 


1 


€ 


两根静止长度均为 Z 。 的尺在某一参考系中分别如图 12*8( a )、( b ) 那样以相 
同的速率 w 互成90°角运动，在与一根尺固连的参考系中测得的另一根尺的长度是多少？ 

取图 12. 8( a )、( b ) 图中处于下方的那根尺为参考系义.取 I 、/轴正向与这根杆 


V 


V 


V 


(b) 


⑻ 


12.8 
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在 s 系中的速度一致，用速度变换公式， 


v 


1 — 


I ； 




: y 


v x — v 


C 


V 


V 


x 


y 


V 


v 


1 — 了〜 


1 — 


—^V 


x 


C 


C 


另一根杆在 < S 系中的速度，对于图 12. 8( a )、( b ) 两种情况，均有 1 ^= 0 ，化= 
在 V 系中，另一根杆的速度，两种情况均有 


V 


V 


V x = ~ Vf 


v\ t = V 


y 


c 


( a ) 方法一:在* S ' 系中，杆在其速度方向有收缩，而在与其速度垂直的方向将保持其 


长度不变. 


V 


v f = v f J f + V f y f 


— vi f + v a / 1 — 






c 


( — v^ z +t 2 l — ~ 


V 


v f 


2 - 






c 


c 


在系中，杆在 r ' 方向和垂直于 t / 方向的投影分别为 


V 


I 


X 


I 


I 


I 


// — 【0 


0 


V 


2 


V 


2 —] 


C 


V 


1 — ^ 


Z_L= hz ^ = l 


C 


0 


V 


V 


2-] 


C 


在 y 系中，在平行于 V 方向有洛伦兹收缩,垂直于 V '方向保持长度不变. 


V 


1 _ 

丄 O 


/2 


Iq 


V 


V 


C 


V 


I 


厂 //=/// 


1 -弋 


2 - 


1 — ~ T 


0 


C 


C 


C 


V 


V 


2 -兮 


2-^7 


C 


C 


V 


1 


C 


V 


2 -气 


C 


所以在 义系中 ，另一根尺的长度为 


lo 


V 


V 


1/2 _ 


V= (/'/;+ 厂丄 2 ) 


1 - ^ 


2 


€ 


C 


V 


2 - -7 


€ 


4 


3^ 


v 


V 


0 


M 1 - 亏 


C 


C 


C 


1) 


2 - ^ 


C 
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_ 


方法二 :可以 导出一个简便的计算方法.设另一根尺在 V 系中的速度沪与动杆的夹 
角为 心则这 根尺在 V '方向的静长分量为 々 C o S <9, 在与 I ；'垂直方向的静长分量为 hsin 心在 

V 系中测得长度的平方为 


t 2 


f 2 


+ (/ 0 sin ^) 2 = 行 cos 2 沒 1 — ^7 + llsin 2 d 

\ cl 

= ll — llcos 2 8 ♦ = /o 1 — 

c \ 


V 


l o COS0 A 1 




c 


tlL 


€ 


0 


■r v//=v x9 


V 


V 


1 x 
1 — 了 


l 


1 - ] 


0 


0 


c 


€ 




: y ， 


4 


V 


V 


V 


V 


V 


1 — ~^ 


1 — 


h 


0 


0 


4 


I 


c 


c 


c 


AS 


c 


c 


在某一参考系中，两条飞船 A . B 分别以 0. 8 c 及 0. 6 c 的速率相向而行，找 
出一个参考系义，使两条飞船分别以相同的速率 V 相向而行•求： 

(1) Y 系对 *$ 系的速度 w 

(2) t / 有多大？ 

设 V 以 z ； 的速率、方向与 A 船的运动方向相同对 *5 系运动.在义系中， 


12.2 


v B — V 


VA — ^ 


V 


V 


1 _ -JV B 


1 - 


c 


c 


今 tM = 0. SCjVb=— 0. 6c 9 V f A = V f jV f B = 

O.Sc — v 


— V 


(— 0_ 6c) - 


0. 6c + t; 


V 


V 


V 


V 


(— 0 . 6 ^) 1 + 0 , 6 — 


1 - 


l — i-O 


c 


c 


c 


€ 


从上式可得 


_ 5* 2cv + c 2 = 0 


v 


= 0* 2c 


v 


(另一个根 ^ = 5 c >^ 是不可能的. ) 


0. Sc — 0. 2c 


v A — v 


= 0. 714c 


v 


0* 2c 


v 


()• 8 c 


1 _ ZI V A 


1 - 


2 


C 


C 


0, 8 c 沿 x 轴向正向运动，物体 5 以 


在某一参考系中，物体 A 以匀速率 
0. 6 c 沿 x 轴向负向运动.在 A 看来,5的速度 A 如何? 


VA 






9 


匀速率 


Vb 




= 0. 8 c ， 今 


0. 所以 


A 为 V 系， 它对 * S 系的 速度 


v B = — 


V = Va 
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_ 0. 6( — 0. 8c 

0. 8c 


V B — V 


= —— 0. 95c 


v 


1 _ ] V B 


( — 0. 6c) 


1 — 


2 


C 


c 


在 A 看来， 5 以 0. 95 c 的速率向着 A 运动. 

12.2.6 利用速度变换公式，求出 12. 1.2 题所述的菲佐实验中，顺水速和逆水速两 

种情况下的光速，与用以太假设解释菲佐实验引入的拖曳系数 々后的 光速相比较，从而导 
出々与折射率的关系. 

取固连于水的参考系为 V 系，静系为 S 系，* S ' 系对 S 系的速度 v 用速度变 


换公式 


v f x -\- v 


V 


x 


V 




x 


€ 


顺水速情况， = 在* S 系中，光速为 


n 


c 


n 


c 


v 


c 


V 


V 


c 




Vi = V 


— ^ 
nc 


x 


V 


c 


n 


nc 


n 


n 


n 


n 


c 


n 


逆水速情况，仍取 n ' 轴沿水速方向，仍有 t ; = vi,iB <=一1，光速 


则 


v 2 =—v x ^ 


n 


c 


n 


c 


—v z = v 


x 


V 


c 


n 


n 


n 


c 


c 


1 _ ~ t 


^2 =— 


— V 


n 


n 


与用以太假设引入的拖曳系数々计算的顺水速、逆水速两种情况的光速相比，均可得 


k 
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12. 2. 7 —束光通过折射率为 n 的玻璃块，如果玻璃块以恒定速度 I 沿入射光方向 
运动.试求在玻璃块中光相对于实验室参考系的速度. 

取 S 系为实验室参考系系为固连于玻璃块的参考系，: T 、： T ' 轴的正向均与光束 

的入射方向一致.设分别是光在系中的速度，所以 


n 


c_ 


c{c + nv) 


n 


u 


v 


V c 


V 


1 


u 


n 


c 


12.2,8 火箭乂 相对于地球以 0. & 向方向飞行，火箭 B 以 0.6 c 向一 i 方向飞 

行，由火箭 B 测得的火箭 A 的速度是多少？ 

取地球为 S 系，火箭5为 V 系 , u 、 V 分别是火箭 A 相对于地球和火箭 B 的速度. 
系相对于 《 S 系的速度为 v = — 0. 6 ci •，今已知 u x = 0, u y =0. 8 c ， 所以 

0 — ( _ 0. 6c) 


U 工 _ V 


= 0* 6c 


u 


X 


1 - 0 


VU 


X 


1 - 


C 
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v 


1 — 


u 




C 


= 0. 64c 


u 


1 - 0 


VU 


C 


( O 2 + ( u r y ) 2 = 0* 88 c 


u 


' 与/轴夹角 


(S) 


0. 64 c 


= 46.8 


<p = arctan 


=arctan 


0. 6 c 


—个处于静止状态的1<：°介子衰变成一个 7 T + 介子和一个 7 T _ 介子，各自都具 
有 0. 827 c 的速率，如果尺°介子在以 0. 6 c 的速度飞行时衰变，其中一个介子可能有的最 
大速率多大？ 


其中一个; T 介子可能有的最大速率是在原运动系看的 K ° 介子在 V 系中衰变产 
生的与 K ° 介子的运动方向相同的那个 7 T 介子所具有的.今 V 系对 S 系的速度 
沿工轴正向，设具有最大速率的那个; T 介子相对于 义 V 系的速度为 M 和，均沿轴 

方向， w ’ =0. 827 c ， 


0,6 c ， 


v 




u f v 


0* 827 c + 0* 6 c 

0* 6 c • 0. 827 c 


= 0. 954 c 


u 


v 


1 


1 




2 


C 


c 


，其中 V 分别是粒子在 s 系和 s ' 系 


12* % 10证明 


2 


l+v' • V/c 

中的速度， V 是 Y 系相对于5系的速度. 


证明 


V 2 


V 2 


1 - 


1 — ~ 7 


V 


V 


v f x + V 


C 


C 


V 


V 


V 


Vv ^ 


Vv f x ， 


Vt /: 


c 


c 


c 


y2 


=4 W 


t/i + 2 v f x V + v 2 + (以 + W ) 1 — 


V 




2 


Vv f x 


c 


€ 


y 2 


+ V ) 2 -(圮 + i /;) 飞 


v , • V 


c 


c 


这里用了 v ' • V = t 4 V 

v f XV 


V 


= - ( v f J + v f y j + v ^ k ) XVi = - ( v f t j - v f y k ) 


c 


c 


c 


V 2 


v f XV 


= ~ z { v n y 4 - v f l ) 


c 


c 


所以 


2 


t ; ; X V 


( v f + V ) 2 - 


V 


沪 • V 


c 


c 
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X V 


v 


+ v)2 — 


V 


V 


c 


c 


12. 2. 11 当 V 系相对于 S 系的速度 t ； 有任意方向时，试导出速度变换公式，并表示 
成矢量形式. 


用 12. 1.34 题的结果, 


VA 


L 


V 


TT ~Vt 


V 


( 1 ) 


V 


V 


1 — 


c 


= 




( 2 ) 


V 2 


V 2 


V 


t 


c 


(3) 


V 


1 - 




c 


V 


Ar * — V 


Ar f - V 


V 


(4) 


V 


2 


V 


1 一 




c 


△〆• y y - 




△〆 — 


(5) 


At — 


V 2 


V 2 


Ar * V 


ht — 


c 


Ai f = 


( 6 ) 


V 


1 - 




c 


Ar ; 


Ar 


(4) 式和 （6) 式等号两边分别相除，取极限△/—()，&—0,由 t ^ = lim 


= lim 孟，可得 






^-►0 


Af-^0 


V 


— _ V 

v r 


v 


w , • V 


V 


V 


V 


v 


1 - 


c 


V 


为写成速度变换的矢量形式，上式两边乘表示沿 v 的方向的速度变换关系 


V V 


V 


- v v 

- V V 


T7 -V 


V 


v 




v f 


V V 


V 


(7) 


1/ "■ 画 ■ 


V 2 


v * V 


v 


1 — 


1 - 


c 


c 


同样 (5) 式和 （6) 式等号两边分别相除，取极限0，&—0,可得 


V 


v-^V 


1 - 




V 2 




C 


V 


( 8 ) 


V 


y 2 


v 


v 


1 - 


C 
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(7) 式+ (8) 式，得 


2 


y 


v 


v 




V 


1 - 


v 


V 






V 


V 2 


v 




c 




C 


C 


一光源在其静止的坐标系中向各方向均匀地辐射，当它以接近于光速^的 
速率 I 在参考系 S 中运动时，在 S 系中，它的辐射将在它的前进方向上有强烈的辐射(这 
种现象称为前灯效应).要使发射出的辐射有一半在半顶角 ^=10- 3 rad 的圆锥状立体角 
内，^应多大？ 

提示：可利用 12. 2.1 题结果. 

12. 2.1 题已证明， 


y 


t; ; sin^ a /1 






c 


tan 汐 = 


t/cos 没 ’ + V 


把光源取为 V 系，只要向# = 90°的辐射，在 S 系中变为向 0= lO _ 3 rad 方向辐射，则 
0<90°的辐射(辐射的一半)都在 0= lO _ 3 rad 为半顶角的圆锥状立体角内，式中 t /== c . 


V 


csin 90 


o 


1 - 


€ 


_3 


tanlO 


ccos 90° + V 


tanlCT 3 免 10 _3 , 代入上式，得 


V 


10 一 3 V = 


1 — 


C 


C 


解出 


一 6 


= (1 — 5 X 10 — 7 )c 


1 -亡 10 


c = 


c 


6 


1 + 10 " 

12. 2. 13 证明光线与: r 轴的夹角0的变换公式为 


y 


csin6 f ^ 1 — 

ccosd f + V 


c 


tan 汐= 


或 


ccos6 f + V 
+ Vcosd f 


cos 8 = 


c 


证明] 2. 2, 1题中将质点在 V 系中的速率 t / 改为光速 c ，即得要证明的第一个式子 
这里 为得岀 第二个式子.重新证明 如下： 




ccosd f + V 
1 + ^cos^ 


V 


X 


V , 

■ ___ _■ ■■ A 『 


1 




2 


x 


€ 


C 


V 


V 


csin^ a /1 — 


1 - 






: y 


€ 


C 


V 


y 


l + gtZ 


: y 


1 + —— COS 汐 ’ 


X 


c 


c 
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V 


csin 沒’々1 

ccosd f + V 






^ _ 


c 


tan 沒 = 


v 


X 


或 


ccosd f + V 
+ Vcos6 f 


v 


cos 6 =— 


c 


€ 


12* 2.14 一 光束在某一参考系内构成一立体角 d/2, 试问当变换到另一个惯性参考 

■ 

系时，其立体角如何变化？ 

在 S 系内在立体角 dX 2 = sin ^^ d 9? 内的光束，在义系内光束出现在立体角 dO f = 

in^d0'd9?'R ， $?=9’ ， d9=d〆. 

由上题证明的式子_ 


S 


ccosd f + V 
+ Vcos$ f 


cos 8 = 


c 


其逆变换为 


ccosd — V 

— Vcosd 


cos6 f = 


c 


dO f — sin^d^d 9 ? / = — dcos 少 d〆 


<： 2 — V 2 


(c 2 — V 2 )sindd8d<p = 


dQ 


(c — Vcos0) 

12. 2. 15 相对于有限的恒星系静止的观察者 A ， 看到恒星系有各向同性的星体分 
布，若 A 能看到的全部星体数为 7 V , 则在立体角 dD 中看到的星体数为 


(c — Vcos^) 


N 


dN(6,<p) 


—dOC6 9 <p ) 

4：7 r 




其中 dm 沒， $ p ) = sin 灿 9 d ? 是沒〜 i 9+ c^，p 〜 f+d 史所张的立体角. 

另一个在沿 z 轴以速度 d 运动的参考系中的观察者£如能看到观察者 a 看到的每 
一 个星体 .求： 


(1) 观察者5在的单位立体角内看到的星体数 iVW ，?>'); 

(2) 当 


时,观察者5在0=0 和# =; r 处的单位立体角内看到的星体数 AK 0, f ') 


v—^c 


NOtW 


(1) 用上题得到的结果 


C 2 - V 2 


dO f = 


dO 


(c — Vcos8) 


改写为 


— v 2 

(c + ycos ^) 2 


2 


- (- 

[c — ( — TOcos#] 

观察者 A 在 dO(dy<p ) 内看到的星体数也是观察者 B 在 ( 少， 〆 ） 内看到的星体数.故 


C 


€ 


dO = 


dO f = 


dn f 


4?r (c + Vcos^ 7 ) 2 


2 


N 


c 


dNC6 f ， 〆 ） = AN ( 没， 9?) = ~ 


d {2 f K ) 


观察者 5 在 y 、<的单位立体角内看到的星体数为 
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_ c 2 - V 2 

dn f (^ f 9 ^ f ) ~ 47T (C +~ Vcos 0 f ) 2 

在上题中用了 < p f ^<p fd < p f = d<p ，未加证明，这里补充证明 如下: 


dN (8 f ,< p f ) N 


N (0 r 9 < p f ) — 


V 


V 


1 - 


1 - 


u 


u 




V 


V 


c 


c 


^ ^ 
ui u ? 


P tan〆=tan^ 


所以 ? f =9 yd < p f =df 

(2) 当 V—c 时， 


c 2 - V 2 

( c + VcosO ) 

c 2 - V z 

(C + VCOSTT) 


在少 = 0 时， 


N (0 9 < p f )-^0 


在 & 


N (7 r ,< p f ) 


7 t 




在观察者 B 看来，在他相对于恒星系运动的方向上看不到星体，而在相反方向能看 


到全部星体.这与 12. 2. 12题所述的前灯效应并不矛盾，而且是一致的. 

12.2.16 宇宙飞船以 t ； = 0. 8 c 的速率飞离地球，当在地球参考系中测得距地球 
6. 66 X 10 8 km 时，一无线电信号由地球上的观察者向飞船发出. 

(1) 在飞船参考系中测量多长时间到达飞船？ 

(2) 在地球参考系中测量多长时间到达飞船？ 

(3) 在地球参考系中测量飞船收到信号时的位置. 

取地球为 *5 系，飞船为 S f 系， t = t ’ =0 时 ， x = y =0， S ' 系以 v = 0. 8 c 的速度沿 x 


轴正方向运动. 

(1) 地球发出信号时，工= 0, 


6, 66 X 10 8 X 10 
0. 8 X 3 X 10 8 


= 2- 775 X 10 3 ( s ) 


由洛伦兹变换可算出发信号时, 


0 - 0. 8 X 3 X 10 8 X 2. 775 X 10 


x — vt 


=-L 11 X 10 12 ( m ) 


X 


V 


1 






c 


飞船收到信号时 x '= o , 在飞船参考系中测出从发信号到收到信号需时 

0 - (- 1. 11 X 10— 12 ) 

3 ^X 10 8 

(2) 方法 一:设 &为从发信号到收到信号地球参考系中测得的所需时间， 

0, 8c • △( + 6. 66 X 10 8 X 10 3 = cU 

6. 66 X 10 8 X 10 


= 3. 7 X 10 3 ( s ) 


以 = 


= 1. 11 X 10 4 ( s ) 


At = 


(1 — 0. 8) X 3 X 10 

方 法二: 也可用洛伦兹变换从求出&， 
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0 . 8 


v 


3* 7 X 10 3 + 


[0 - (- 1. 11 X 10 12 )] 




3 X 10 


c 


= l.ll X 10 4 ( s ) 


hi = 


V 


c 


(3) 在地球参考系中测量，飞船收到信号时飞船的位置为 

= cAf = 3 X 10 8 X 1* 11 X 10 4 = 3. 33 X 10 12 ( m ) 

12. 2. 17 在一惯性系 S 中观察到两宇宙飞船 
沿两直线相向平行飞行，轨道间距为 A 如图 12. 9 

所示.每条飞船的速率均为为真空中的光速. 

(1) 在 * S 系中看，当两飞船抵达最近点（图中虚 

线表示的 A . B 两点）时，飞船 (1) 以导 c 的速率投出 


X 


U 
\ \ 


( 1 ) 


2 


A — 








d 


4 


( 2 )fl 


2 


一小包裹.从飞船 （1) 上的观察者来看，为使包裹能 
被飞船 (2) 收到，必须以什么样的角度投出？ 


12. 9 


(2) 从飞船 (1) 的观察者来看，包裹的速率多大? 

(1) 在 S 系中，取图 12. 9中给出的 


坐标，飞船运动方向平行于 > 轴.显然， 

包裹必须有仏 = f , 才能在飞行过程中始终有与飞船 (2) 相同的^坐标，才能当它飞过 Ax 
= d 的距离后抵达飞船 (2) ，因此在 S 系中， 






c 


— 4 = v 


c 


V 


—c 


V 


4 


飞船 (1) 参考系 y 以的速率沿 一3 /方向运动 = 两系中的速度变换 


关系为 




—— v 


v 


v 


V 


C 


V 


( — V)v 




1 - 


2c 


c 


+ 


V 


—C 


-(- V) 

i-vyv 


V 


V 






c 


包裹在 S 系中的速度为 




Cj 


V 


A t- 


V 


4 


包裹在 s ' 系中的速度为 


,_ Vis 


4 


c , 


V 




V 


10 


包裹相对于^轴的角度 


= arctan ^ ^ arctan 


= 64°10^ 


vTs 


V 
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(2) 在 S ' 系中看包裹的速率为 


C 


V 


10 


观察者1看到粒子以速度 I 在与他的 z 轴成 * 角的直线轨道上运动，观察 
者2以速度 V 相对于观察者1沿2方向运动，求观察者2测得的粒子运动的速度，并考虑 

的极限情况,检验你得到的结果. 

设观察者1和2各自在其中静止的参考系为 S 和 V 系，坐标互相平行,工、/轴 
在 v 和 V 所决定的平面内#和 〆 分别是粒子在 if 系中的速度 v、v ' 与 2、/ 轴 夹角. 

由速度变换公式， 


18 




- y 


V 


% 


V 


VvQOS<p 


y 


Z 


1 - 


Vz 




2 


2 


C 


c 


V 2 


y 2 


vsm^p a 1 — 


1 - 


v 


^2 


x 


C 


C 


V 


Vvcos<p 


y 


X 


1 — 


1 —— 


—^v 


z 


c 


c 


y 2 


1 — 


V 


y 


C 


= 0 


v 


y 


y 


l — 


C 


1/2 


W 2 


2 


+ V 2 — Zt^Vcos^ — 


sm -妒 


v 


V 


X 


y 




c 


1 — Vvcos 


c 


V 2 


vsin<p ^ l — 

vcos<p — V 


V 


X 


=arctan 


=arctan 


? 


v 


z 


时， 


当 




c 


V 


V 


1 — — cos 炉 


c 


在任何惯性参考系中，在任何方向，真空中的光速都是这正是狭义相对论的一条基本 

假设.能得到预期的结果.可见答案是正 确的. 

一枚火箭相对于固连于自己的参考系以匀加速度《。做直线运动,按照地 

球的钟，从静止出发，经过多长时间（假定时钟的运行与其加速度无关），火箭加速到 v== 

0. 8 c ? 按照火箭内的时钟，加速到这一速度需用多长时间？ 

用 12. 2. 11题导出的速度变换公式的逆变换，为书写简便起见，令/?=¥， 


-1 


V • w 


V — 


V 2 


C 


对上式作微分， 



• 力学（下册） 

Vi - p 2 dv' + ^i(i - VF-^)V(V • d!/')]( 

V •dv 1 
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-l 


V ^v f 


dt;= 


c 


-2 


V 


v 


1 + 


V 




F 2 


c 


c 


V 


V 


1 


c 


dt = dt f 


上述两式等号两边分别相除，化简后得 


2 


C 


V 


5J 


V 2 


V • V ， 


V 


v 


c 


1 


2 


2 


C 


C 


代入上式，火箭相对于地球的加速度为 


将 n， 


0 


ya 


o 


3/2 


= (1 — /? 2 )a 0 — 


a 0 


a 


c 


$，？是用地球时钟计时的， 


注意: f 是火箭的速度，是变量，故/?也是变量， 


a = 


1 


dF 


y 


1 J_ 

± o 


a 0 


dt — 


c 


dV 


0* 8c 


a 0 dt — a 0 t 


i 


y 2 


0 


0 


1 - 


c 


按照地球的钟，加速到 0.8c， 需时 


v=o. sc 


V 


V 


d 




c 


4c 




c 


c 


c 


1 


3a 


a 


a 


V 


V 2 


0 


o 


0 


1 


1 - 'T 






c 


c 


V — O 


y 2 


d’ = di a / 1 — ~7 


c 


_i 


将―士 (卜 y 


dF 代入上式， 


2 \ -1 


y 


dv 


dt’ = 


a 0 


c 


按照火箭内的时钟，加速到 o. 8〆地球上测得），需时 


dV 


dV 


0* 8c 


0 ，扣 


dV 


0. 8c 


C 


= —ln3 


V 


V 


V 


2^o 


<^0 


以 0 J o 


0 


0 


1 + 


1 - 


-1 _ 

丄 o 


c 


c 


c 


20 静止的氢原子发出一条光谱线 H, 的波长 A = 0, 4101 X 10- 6 m- 当氢原子以 

^-5X10 5 m/s 向着观察者飞行时,观察者看到的波长有多大的改变？ 

取静止参考系为5系，固连于氢原子的参考系为 S' 系，今有 A^ = 0.4101X10 


一 6 


m ， 
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用多普勒效应公式， 


u 


U 


C — V 




= 


C 


C 


A 


u 


C — V 


Xv = W ， 






V 


V 


c 


X f 


- 1 


— 1 


V 


c 


V 


-10 


- —6. 8 X 10 


IMl 




c 


12 . 2 . 21 当一光源以速率 A 向地球靠近时，地球上静止的人甲看到光源发出的是 
波长々 = 5000人的绿光，而相对地球以速率运动(与光源的运动沿同一直线）的人乙看 
到的光是波长 A 2 = 6000 人的红光.当光源以相同的速率 A 远离地球时，甲也看到波长 A 
的红光 • 


2 


(1) 求光谱发出的光的波长 A 。； 

(2) 求 K 、 y 2 的值； 

(3) 当光源以 K 远离地球时 y 乙看到的光的波长多大？ 

(1) 设地球为 S 系，光源为3系，覌察者乙为 *5 〃系， 


C 


C 


k f = 


X 


V = V 


- y 


——V 


c 


c 


今光源发出的光的波长"=々，光源以 R 的速率靠近观察者甲 


c 


( 1 ) 


A 0 = 






c 


光源以 K 的速率远离甲， 


-^1 


c 


A 


( 2 ) 


A 0 = 


2 


+ K 


c 


(1)、（2) 两式相乘, 


y ^1^2 


^0 = 义 2 ， ^0 


5477 人 






(2) 用上述 (1) 式解出，作如下计算 


+ V\ Ag - Aj = 2V X V, 

— 匕 ， Ag + Af 一 2c 

相 一 

_ ^TAf 


Ag 


€ 




c 


c 


^1 = 


c = 0. 091c 


设光源以 V " 2 的速率靠近观察者乙时，乙看到的波长为 A 2 , 用上面导出的公式， 


— Ap — x\ 

= aTwi 


" 


F 


c = — 0. 091c 


2 
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为负值，说明光源与观察者乙是相互远离的，因此也是 V 系对 V 系的速度. 

可用速度变换公式求系对 S 系，也即观察者乙相对于地球的速度 V 2 .在 V 系与5 

系中作速度变换 




1 


今知乙对 V 系的速度沿^轴方向， r 4 = 0. 091 c ， y 系对 S 系的速度沿 x 轴方向氺=^ = 

0. 091 c , 要求乙对地球的速度％即 y 2 ， 


0* 091 c + 0, 091 c 

0, 091 c • 0. 091 c 


V 


= 0. 18 c 


(3) 当光源以 h 远离地球时，用速度变换公式时， S 系对 V 系沿: r 正向运动 ， V = 
a ，乙在 * s 系中的速度为& = v 2 , 则乙在 y 中的速度为 

Q . 18 c + 0. 091 c 

1 + 0. 18 - 0. 091 


= 0. 267 c 




注意:1^ 2 >0, 说明观察者乙与光源是相互远离的，代入多普勒效应公式时， 

V = - 0. 267c 


此时，乙看到光的波长为 


c — ( — (?• 267 c ) 
c + (- 0. 267 c ) 

12 . 2 . 22 一辆汽车以每小时 120 km 的速度接近一个汽车速度监视雷达站，如果雷 
达站的工作频率 w = 2 X 10 1() H Z , 雷达站上的警察测到的频移有多大？ 

由多普勒效应公式，汽车收到雷达站发来的信号的频率为 


5477 = 7. 2 X 10 3 人 


A 0 = 


雷达站收到由汽车反射返回的信号频率为 


2 v 


频移为 


2 X 120 X 10 V 3600 

3 X 10 8 

12 . 2.23 假定眼睛可以看到的最大波长是6500人，要使火箭发出的绿光 (5000 A )， 
对于地球上的观测者成为不可见的，该火箭必须以多大速度运动？ 

要使频率向减小方向移动，火箭需远离地球运动.设远离地球的速率为 I , 


2 v 


X 2 X 10 10 = 4, 44 X 10 3 (Hz) 


— ^0 = 一 ^0 = 
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v 


v 


A 2 


c 


c 


A = A 


0 


，私 _ 


V 


V 


1 —— 


1 _ 二 


c 


c 


V 


V 


1 


1 — 二 




a 2 -M _ 

A 2 + M — 


c 


c 


V 


V 


V 


c 


1 


1 






c 


c 


所以 


x 2 -XI 

A 2 + A 含 


(6500) 2 - (5000) 2 
(6500) 2 + (5000) 2 

12. 2. 24 氢原子光谱中的一条谱线 H a ，波长为 6. 561 X 10 
太阳赤道上相对两端辐射 FL 线的波长差为 9 X 10 
的，求太阳的自转周期: T , 已知太阳直径 D = l . 4 X 10 9 m . 

设太阳由于自转赤道上一点的速率为 z ；， 则在地球上观察到太阳赤道两端辐射 

的线的波长差为 


c = 0. 2565 c 


v = 


C 


在地球上测得来自 
假定此效应是由于太阳自转引起 


— 7 


m ， 


-12 


m 


4 


2^ 


c — i ； 


AA 


^0 




C _ V 


— V 


(△ A ) 


( AA ) 


v 


v 


2 ， 


4Ag 


4 Ao ™h (△乂 ) 


c — v 


c 


chX 


V 


4 Aq + ( AA ) 


2 


太阳自转周期为 


tvD ttD V Ul + ( AA ) 


T = 


= 2. 14 X 10 6 s > 25 天 


cAA 


v 


12. 2. 25 每个双生子的心脏一秒钟跳一次，每人每次心跳时发出一个无线电脉冲, 
留在家里的一位在其惯性系中保持静止，另一位旅行者在零时刻由静止出发，极快地加速 
到速度 W 在比一次心跳更短的时间内，且不扰乱他的心脏），旅行者用他的钟记录自己旅 

行了时间同时一直发出脉冲，也一直接收从家里发来的脉冲.在时刻他突然改变速 

度方向，并于时刻2^回到家中，他共计发出多少脉冲？在去途中他收到多少脉冲？归途中 

收到多少脉冲？总计收到和发出的脉冲之比为何值？家里的那位从时刻零到~(用他的钟 

计时)收到多普勒降频脉冲，从时刻^开始收到多普勒升频脉冲，设^是从时刻^直至旅 

行结束的时间间隔，他在时间间隔 G 内收到多少脉冲？在^内又收到多少？两者之比为何 
值？发出和接收的脉冲总数之比又为何值？ 

用甲、乙分别表示留在家中和外出旅行的双生兄弟，时间单位以秒计，则乙在整 
个旅行中共发出脉冲 此个. 

在去途中，乙收到甲发来的降频脉冲的频率为 
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77 


V 


1 - 二 


1 






C 


C 


4 = V 。 


V 


V 


1 


C 


€ 


V 


1 — 二 


C 


在去途中，乙共收到6 


个脉冲 


V 


1 + 一 


C 


V 


V 


1+二 


1 + 


C 


C 


在归途中，乙收到甲发来的升频脉冲的频率为 


，归途中共收到6 


个 


V 


V 


1-二 


1 -— 


C 


C 


脉冲 


在整个旅行期间，乙总计收到脉冲数为 


V 


V 


1 




2^i 




C 


C 


2 


V 


V 


V 


1 - — 


1 






€ 


c 


c 


收到的与发出的脉冲数之比为 


V 


1- 




C 


下面考虑甲接收与发出脉冲情况. 

先计算 t 2 山与 h 的关系，用洛伦兹变换算出乙的钟为 h 时，甲的钟的示数 〆 L 

(―V) 


工1 


C 






V 


V 


1 


1 










c 


c 


这里取乙为 *s ■系，甲为 y 系， y 系对 * S 系的速度为 — vi . 

在 A 时刻，甲测得乙离他的距离为沉彳，从那里脉冲传到甲处需时 M ，故在 t 2 = t \~\~^ rt \ 

C € 

期间甲都收到乙发来的降频 脉冲. 


V 


tl 


c 


* 

2 ___*__■ 


V 


*1 贸— 

1 — 


V 


1 


€ 






c 


同样可以考虑^与^的关系， 


V 


2h 


C 


— t 


3 


V 


V 


C 


C 
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V 


1 -— 


C 


在甲的钟0〜~时间内，收到降频脉冲频率为 


，共收到乙发来的脉冲数为 


V 


1 + 


C 


V 


V 


V 


1 — _ 


1 — — 


C 


C 


C 


V 


V 


V 


1 


1 — — 


C 


C 


C 


V 


1十— 


C 


在甲的钟 + 期间，收到升频脉冲频率为 


，共收到乙发来的脉冲数为 


V 


1 —— 


C 


V 


V 


V 






C 


C 


C 


V 


V 


V 


1 — 二 


1 






C 


C 


C 


在整个乙旅行期间，甲收到乙的降频脉冲和升频脉冲之比为1=1.收到的脉冲总数为 


2^i 


甲在乙旅行期间发出的脉冲总数为 


V 


V 


1 - 二 


2^i 


C 


C 


玄2 +尤3 = 


V 


V 


1 — — 


V 


1 — 


€ 


C 




C 


甲发出的与接收到的脉冲总数之比为 


V 






c 


可以看到,在乙旅行期间，甲发出的脉冲总数等于乙接收到的脉冲总数，乙发出的脉 
冲总数等于甲接收到的脉冲总数.这个结果是合理的，因为双方发出的第一个脉冲和最后 
一个脉冲对方都能收到. 

12* 2. 26 一宇宙飞船以速度 0. 6 cr 离开地球飞向离地球3光年的宇航站（地球参考 
系测出的距离），然后再返回地球.起飞时地球的钟为£ = 0,飞船的钟为 ^=0. 地球上每隔 
1年向飞船发一光脉冲，飞船上的人也每隔1年向地球发一光脉冲，试问： 

(1) 旅行过程中，地球上的人和飞船上的人各发了几个脉冲？ 

(2) 飞船上的人在哪些时刻收到脉冲？ 

(3) 地球上的人在哪些时刻收到脉冲？ 

解 （1) 按在地球参考系 CS 系）中测量，宇航站离地球的距离为 L = 3 c (时间以年为 


单位) 


L 


L 


飞船从地球到宇航站需时 ？ i = 

(年) . 整个旅行过程，需时^+6 = 10年.地球上的人向飞船共发了 9个脉冲（回到地球就 


= 5( 年），从宇航站返回地球需时 i 2 = 


0, 6c 


0. 6c 
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不再互发脉冲）. 

对飞船到达宇航站这个事件用洛伦兹变换公式，求飞船的钟的示数， 


v 


C 


V 




C 


今 t ； = 0. ^ c f x f =0 ^=fi = 5 年 


v 


= 4年 


1 - 


c 


按飞船的钟计，从宇航站返回地球又需4年，因此旅行期间，飞船上的人向地球共发了 7 

个脉冲. 


(2) 方法一 :按地 球上的人测量，地球上一年后发第一个脉冲，飞船上的人收到时刻 
为 G (以年计). 


一 1 ) 


0 . 6cti 




2. 5( 年) 


ti 




用洛伦兹变换公式,可算出，飞船上的人收到第一个脉冲的时刻为 


V 


2( 年) 


^1 = ^1 \\ 1 






C 


飞船上的人收到来自地球上的人发来的第二个脉冲的时刻^(用 S 系）和 4( 用 y 系) 


计算如下 


C (^2 — 2) = 0. 6(,2 ，亡 2 = 5 


V 


= 4年 


t 


c 


飞船收到第三个光脉冲是在归程中收到的•飞船收到时已走过的距离加上第三个脉 
冲走过的距离等于往返的整个路程.（按 s 系测出） 

0. 6( • G + c(t 3 — 3) = 2 X 3c 


飞船上的人收到第三个脉冲时刻(义系测得) 


v 


X 0.8 = 4. 5( 年) 


1 - 


亡 3 = 亡 3 




C 


飞船上的人收到第 n 个 U >3) 脉冲， 


c(t n — n) + 0. 6ct n = 2 X 3c 

1, Qct n = O + 6)c 


+ 6 


v 


n 


X 0. 8 = ~(w + 6)( 年) 


(3< n <9) 


1 — 


n 


n 


c 


飞船上的人收到地球发来的 9 个脉冲的时刻（飞船的钟）为 ？ = 2, 4 ,4. 5,5,5. 5,6,6. 5,7 

和7,5年* 


(3) 方法一 :飞船 上发第1个脉冲时4=1年，此时地球上的钟 
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v 


I ^ / 

+ : J 工 10 


10 


C 


= L 25( 年) 


10 


0. 8 


v 


1 






C 


地球上收到第1个脉冲，地球上的钟示数为6, 


c (^1 _ (10) = 沉 10 


V 


= 2( 年) 


1 


t 


1 


10 


C 


同样考虑在飞船返回以前发的第„个脉冲被地球收到的时刻 G ， 


c(t n — t n0 ) = vt 


n 0 


I ； 


1 


tnO 


V 


V 


c 


+ 


Go = 1 + — 


n = 2n 


n 


€ 


C 




1 - 


V 


1 - 


c 




c 


其中用了 4= 

飞船上发第 5 个脉冲时 ，心 = 5年，此时地球上的钟为 


1，2,3,4 




n，n 


，’50 


^50 — 


V 


1 - 


c 


地球上的人收到第 5 个脉冲的时刻^ 


C(^ 5 _ (50) + ^50 = 6C 


V 


1 — 


V 


C 


+ 6 = 8. 5( 年) 


+ 6 = W 


尤5 = ^50 1 




50 


C 


V 


C 


同样可得 


+ 6( 年) 


5,6,7 


tn = ^rn 


n 




地球上的人收到 7 个脉冲的时间分别为 


t — 2,4,6,8,8. 5,9,9. 5( 年) 


方 法二: 用多普勒效应来回答(2)、（3) 问. 

设地球发射脉冲的频率为心则当飞船远离地球时，飞船收到脉冲的频率 V 为 


c — v 


V 


发射的周期和接收的周期分别用: r 和: r 表示，: T =1 年，则 


C 


€ 


r = 2年 


V = 


C — V V 


V 


C — V 


飞船收到第1个脉冲时，^ = 2年，收到第2个脉冲时4 = 4年.此时，由 （1) 问的解答知， 
飞船开始返航. 
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当飞船返航接近地球时， 


0. 5 T 0. 5年 


= 


T 




因此，飞船收到第3、4、…、9个脉冲的时刻分别为 ^3 = 4. 5年 ， A = 5年 ，… ，A = 7. 5年. 

同样考虑飞船发的脉冲周期为1年，当飞船远离地球时，地球上接收到的脉冲周期为 

2年，远离时飞船共发了 4个脉冲，地球上收到这4个脉冲的时间分别为2年、4年、6年、 

8年.飞船返回期间发的脉冲，地球上接收到的周期为 0. 5年，因此地球上收到第 5,6.7 

三个脉冲的时间分别为 8. 5年、9年、 9. 5年(均以地球的钟计时). 

12.2.27 证明光的多普勒效应公式： 


其中 口 =~ ， v 是相 

趋近时的相对速率是光的固有频率，即在光源为静止的参考系中测得的光的频率； 


(1) 当光源和观察者相趋近时，观察者测得的频率 


v = v 0 


Izii 


(2) 当光源和观察者相远离时 

(3) 当光源和观察者间的相对运动不在两者的连线上时,观察者测得的频率为 


1+/?， 


vcosd U ° 




其中0是在光源对观察者的速度 V 与光源、观察者连线的夹角. 

证明 （1) 设固连于光源的参考系为 y 系，固连于观察者的参考系为 S 系. 

考虑 y 系为静系(光源不动），观察者以 r 的速率向光源运动.如图 12. 10所示.在 y 
系中，光波相对于观察者的速度为 c + t ;， 光的波长为 I 频率为 V = V 。， 波速为 C . 


—^ 0^0 


单位时间内观察者接收到的波数为 


^0 


乂 0 


观察者测到的频率即 S 系测得的频率^是 *5 系的单位时间接收到的波数，观察者的钟是 
动钟，根据动钟变慢效应5 


At = A/ / 


s 


S 


12 * 10 
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v 


艮 P Af ’ = Is 时 ， Af = ▽ 1 — 

的波数)为 


( s ). 可见在 S 系中，测到的频率(单位时间内观察者收到 


C 


V = 


^0 = 


^0 = 


^0 


C 


V 


1 — 




C 


再考虑 * s 系为静系，即观察者是静止的，光源 W 系）向着观察者以 t 的速率运动，如 
图 12. 11所示.图中画的两个波面是光源 V 分别于 〆 =0位于 A 点7 (光波的周期) 

位于5点发出的波在 〆 时刻传到的位置 (/\ r ' 都是按 y 系计时的），.图中 a 是观 
察者 cs 系)测得的波长 


A = ct r —— c ( 〆 — T f ) —— vT f = (c — v ) T f = Cc —— v ) —— 


^0 


ct 


A 


S 


B 


A 


W \^r- 


狀 一 D 


图 12.11 


y 系中的单位时间内通过观察者的波数为 


c 


C 


^0 


A 


C — V 


V 


现在 V 系为动系，由钟慢效应，静系 S 中经历 ls ， 动系经历 


,5系(观察者)测 




S 




C 


得的频率是 s ' 系中 A / l — 2 S 内通过观察者的波数. 


C 


V 


C 


V = 


^0 = 


^0 


€ 


C — V 


可见，观察者测得的光的频率只与观察者与光源的相对运动有关. 

(2) 从上述的证明可见，如果光源与观察者的相对运动是沿连线以速率 t 相互远离, 
公式仍然成立，只要取其负值即可.可见如令沿连线以速率 I 相互远离，则等于规定 I ;的 
正负号与前相反，可用 （1) 中的式子，将 r 改为一 r 即可，所以 


L^l 


C — V 


V = v 0 


= ^0 


1 + /? 


c 


V 
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(3) 光源和观察者的相对运动不在它们的连线上， 
如在 S 系（观察者）中测得光源的速度与连线的夹角 6 
如图 12. 12所示，这时，光源相对于观察者在两者连线上 
相互靠近的速度分量为 woW , 可用图 12. 11所用的 


s 


V 


e 


(光源） 


2 


V 


C 


1 - 






C 


C 


C 


即可.注意:钟慢效应中的 r 不能改 


中一改成 


S 


C — VCOS0 


C ——V 

为 VCOS & ， 


( 麵者 ) 


12. 12 


所以 


C 


V 


1 - 


^0 








— vcosd 


c 


€ 


(1)、（2)的式子是纵向多普勒效应公式， （3) 的式子是横向多普勒效应公式. 

28 一 讎止在参考系 *5 的原点 x = 0, 发射出两个光脉冲 A 和尸 2 ，分别于 （ = 
0和发射，参考系 S ' 以 d 相对于 S 系运动系中的观察者在 〆 =0、 〆 =0收到尸 p 

(1) 求在 ycO 点收到尸 2 的时间 rS 

(2) 若 A 、 Y 分别是在 S 和 S ' 系中测量的光在真空中的波长，求/与的关系； 


(3) 计算 H 彡辐射 ( A =4861. 33人）的 f 的一级和二级多普勒 频移. 这频移是质子通过 

20 kV 的电势差加速后辐射与平衡质子的辐射的频率差、假设加速后质子以保持不变的 

速度离去，光谱计的光轴与质子的运动方向共线. 

(1) 方法 一:在 *5 系中发射尸 2 时 : c = Od = r ， 此事件1 在义 系中发生的地点和时 


间分别为 


J ： 一 vt 


VT 


2 


V 


V 




1 — 






C 


C 


V 


t — -^X 


c 


V 


V 


1 


1 — 








c 


c 


光脉冲尸 2 到达/ =X f 2 — 0 时为事件2, 


^2 一 工 \ = — ^ 1 ) 


4 -- 


r 


v 


T f 


r 




c 


c 


V 


V 


1 


1 -— 






c 


c 


其中 / ?= 7 _ * 

方 法二: t •和 P 分别是 *5 系和 y 系测得的两个脉冲发射的时间间隔， x =0 是光源， S ' 
系中的观察者相对于光濂沿其连线运动，可用纵向多普勒效应公式求， r 、 r ' 为辐射周期 
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= ir ， v 、/ 为辖射频率，今 p 是相互远离的速度， 


1 -/? 

1 + /?’ 


1 + /? 
1 — /? 

(2) A = f ， A '=^ ■，在 W 系中光速均为 cjX = cT f X f =crV 


v 


A^ = A 


(3) 质子在电势差 AV = 20kV 的电场中加速获得的能量为 

E = 20keV = 20 X 10 3 X L 60 X 10 一 19 = 3. 2 X 10 _15 J 

较之质子的静能 1. 67X 10- 27 X(3X 10 8 ) 2 = 1. 50X 1(T 1g J 小得多，质子获得的速度可用非 

相对论计算， 


2E 


一 15 


1 


2 X 3, 2 X 10 
1. 67 X 10 

质子的运动速度在质子与光谱计的光轴在一条直线上，且质子远离光谱计，用离去的 
纵向多普勒效应公式， 


/?=丄 


— 3 


= 6. 53 X 10 


-27 


3 X 10 


c 


= A 1 + /? + 士 妒 + 


• « • 


\ 1 — /5 


i f — A = A/? 


t A /? 2 + 


• ■鲁 


H # 辐射的一级频移为 


A/? = 4861. 33 X 6. 53 X 10" 


31. 7 A 




辐射的二级频移为 


yA /? 2 = y X 4861. 33 X (6. 53 X 10 -3 ) 2 = 0. 104( A ) 
12. 2. 29 如图 12. 13, 一 频率为 v 的单色横波在波源 

参考系 *5 中沿与 x 方向成60°角传播，该波源以速度 v =0. 

8 c 在: c 方向向着在 义系 （它的^轴平行于 * r 轴）中静止的 
观察者运动 .求： 

(1) 观察者测得的波的频率 〆 ； 

(2) 在 V 系中观测光的传播方向与^轴的夹角 

(1) 用横向多普勒效应公式，已知波的传播方向 

在 *5 系中与 x 轴的夹角 <9=60°，需把动静关系改变一下， 

JE 5 系看做不动，观察者静止的 S ' 系沿工轴负向以速率 I 
= 0, 8 c 运动.观察者看到光波在 *5 系中与 I 轴夹角 <9=60。 

方向.相对速度在光源、观察者连线方向的分量为 vcosOCS 

系中测得)用把光源作为静止的横向多普勒效应公式, V 系 
(观察者)看到的光波 频率 〆 为 


y 


s f 


y 


o 


s 


观察者 


60 


光源 


12* 13 
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每 


+ vcos6 


C 


V 


V 


C 


2 


V 


1 






c 


c + 0- 8c X 0- 5 


V = —V 


c 


(2) 方法 一:用 观察者作为静止的横向多普勒效应公式, 


V 


C 


1 — 




7^ 






— VCOS& 


C 


C 


= 0 


U 


cos 没 ,=—— 


V 


9286 


C — C 


C — C 


0, Sc 


V 


V 


C 


8 f = arccos(0. 9286) = 21°47 / 


方法二:用速度变换公式， 


v 


1 - 


V 


y 


V 


v 


c 


x 


V 


V 


y 


X 


V 


V 


x 


X 


C 


C 


两式相除，得 


V 


1 


V 








y 


C 


tan # = 


v 


v 


X 


X 


今 


= ccosd 9 v y =cs in 沒， 


V = C fV 


X 


V 


csind a 1 — 


c 


tan^ ; = 


ccosd + 


v 


代入 ^=60°, i ; = 0. 8 c ， 可得 


& = arctan(0. 3997) = 21°47' 

说 明:从 题意看，此单色波是定向传播的，若没有尘埃等(严格的真空）,观察者只能在 
图示时刻看到它.如果光源向各个方向传播，即使是严格的真空，在其他时刻也能看到，但 

^60°,看到 的!/ 、少都将随 <9而变. 


30 一单色点光源发出频率为 v 的辅 
射，一观察者以匀速率 I ；沿一离光源最近距离 
为 d 的直线运动，如图 12. 14 所示： 

(1) 导出被观察到的频率的表达式，将频率 
7表示成图中 x 的 函数； 

(2) 若！ = 0.8, 画出 （1) 问的解答的近似 


观察者 


C 


12. 14 


(1) 用把光源 (5 系）看作静止的横向 

_ 

多普勒效应公式.注意，观察者的速度在他和光源连线方向的分 量为一 



1001 


_ 


— vsind 


c 




u 


c 


z 


V 


1 - 




c 


X 


sin 没 = 


所以 


v 


X 


c 


1 - 






2 


V 


1 — 




c 


上' 

p 


o 


x 


12. 15 


(2) 当 2 = 0. 8 时， 


c 


x 


1 - 0. 8 


u 


0 . 6 


4工 


v 


5 - 


v 


时 3 ，:r = 0 时， 

12. 2. 31 宇宙飞船上有一个发射器和一个接收器，它以恒定速度远离地球期间向地 
球发出一信号脉冲，飞船上的钟 40 s 后收到被地球反射回来的信号,接收到的频率是发射 
频率的 一半： 

(1) 脉冲从地球反射时，在飞船上测量地球位于何处？ 

(2) 飞船相对于地球的速度为何值？ 

(3) 脉冲被飞船接收时，在地球上测量飞船位于何处？ 

(1) 脉冲的速率恒为 c , 在飞船参考系中,飞船是固定的，脉冲从飞船发射到地球 

反射再回到飞船两段距离是相等的.因此从脉冲发射到地球反射用时 f = 20 s . 在此期间, 
脉冲传播的距离，就是飞船参考系中测得的地球反射时离飞船的距离,距离为 

/ = 20 • c = 20 X 3 X 10 8 = 6 X 10 

(2) 用纵向多普勒效应公式,设飞船发射时频率为 v 。, 地球收到和反射的频率为 
飞船收到反射回来的频率为 V 2 . 




V 


— oo 




，工 




V 
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秦 


暑 


C — V 


h 


C — V 


C — V 


^2 = ^1 


=^0 


C — V 


因为 


v 2 =^ r^ot 


v = ~^rc 


c+v 2 


因此飞船以 

(3) 取飞船参考系为 S 系，地球参考系为V系=0时， z 与/ ,：y 与3/ ^与 i 轴 
分别重合,V系对 S 系的速度为沿 I或/轴正向. 


的速率远离地球, 


V=—C 


设飞船发射脉冲时为事件儿地球收到并反射脉冲时为事件飞船收到反射回来的 
脉冲为事件 C. 


已知 ：a = 0, A=0 ， ic = 0 ， g—u = 20s f tc~tB = 20 s 


因为 


cits — “） 


x B — Xa 




所以 xb = 20 c 9 


Xc — vt c 


X B 一 Vt B 


V 


V 


1 - 


1 — 




c 


c 


Xc — Xb — vitc — (B) 


V 


1 一 




c 


20 


— 20 c — 


•c 


80 X 3 X 10 


=- 8. 5 X 10 9 ( m ) 


12.2.32 在一惯性系中的观察者 O 观察到，频 

率为V的光子以入射角汉入射到相对于 o 以速度 
在: C 方向运动的平面镜上，求光子的反射角氏和反 

射光子的频率&与汰 A 的 关系. 如果平面镜以速度 
在^方向运动，结果又将如何(图 12.16)? 

解先考虑平面镜以速率 u 向: c 正方向运动 
取5、义系分别为与实验室和镜子固连的参考系，久 
劣分别是5、 义系 中的入射角. 

入射时，镜子是观察者，光源与观察者在连线方 

向的相对速度分量分别为 pcos 况 CS 系）和 ucos^ Cy 系），（均规定相互靠近为正 •） 

用横向的多普勒效应公式， 


V 


V 


12. 16 
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c 




T^i 




— VCOS&i 


+- VCOS0i 


V t -， U { = V 


c 


1 - 


+ vcosdi 


c 


— VCOS&i 


c 


c 


c 


V 


€ 


2 


V 


c 


— vcosffi = 


1 - 


€ 




+ vcosdi 


c 


c 


2 


2 


C — V 

+ vcosdi 


vcosdi 


_.*i : c 


€ 


对于 V 参考系，反射时，频率不变 4=4 ，反射角等于入射角，此=伏. 

反射时，镜子是光源.光源与观察者在连线方向的相对速度分量分别为 WOS 久 CS 系) 


和 PCOS 此 =t；cos 伏 （ *S’ 系）， 


+ VCOS0 f i , 

_丨 MW 


+ vcosdr , 


C 


C 




V 


K = 


C 


C 


V 


V 


1 — 


1 - 






C 


C 


+ x；cos 奶 


+ vcosdi 


C 


C 




c 


V 


V 




1 - 


c 




c 


c 


2 




(T — XT 

+ vcosdi 


(c + vcosdi) C + 


p 


c — 


( c 2 — 口 2 ) 


c 


声 （1 + /3 2 + 2/?cos^) 


V 




其中卢 .由 


c 








1 — PcQsd r 


(1 + pcos&i )v( 


^COS&i = 1 




1 + ficosdi 


三式可解岀 


(1 + /? 2 )cos^ + 213 

1 + /? 2 + Z^cosdi 

再考虑平面镜以速率〃向^正方向运动的情形. 

入射时,镜子是观察者，光源与观察者在连线方向的相对速度分 量为一 vsi 滅 ( S 系 ) 

和一 vsixid’i ( S f 系）， 


cosd r — 
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睿 


= 




1 + 々 sin 的 

1 一 Jhindi 


u 


可得 


—卢 sin 的 =1 — 


1 — Psindi 

sin^ t — p 

1 — ^sindi 


sind f i = 


反射时，仍有/ = ^，把=伏.镜子是光源，光源与观察者在连线方向的相对速度分量 

为 vsin 0 r (S 系）和 vsinlTr (V 系）， 

1 + psind’ r 


1 + psin&i 1 — jhindi 


v 


/Sjsindi - y?) 

1 —卢 si 滅 


^ sindi ) 


(1 - 


v = v 


1 -卢 


由 


1 + fisin 0 f i f 




v 




1 — / hind r 

sindj — /3 

一 1 — /?sin 况 


sin 的 — 


三式 可解出 d r = d i . 

结论是平面镜以速率 t 向: y 正方向运动与平面镜保持静止没有什么区别，反射光子 
的频率与入射光子的频率一样，反射角等于入射角. 

12. 2. 33 一面镜子在真空中以速度 v 沿+工方向运动，一束频率为 v 的光从 

+ oo 处垂直入射到镜面上 ，求： 

(1) 反射光的 频率； 

(2) 每个反射光子的 能童； 

(3) 若入射光的平均能流密度为 J ,( W / m 2 ), 求反射光的平均能流密度. 

解 （1) 取实验室参考系为 *5 系，固连于镜子的参考系为 V 系，用纵向多普勒效应公 


A -* ■■■ _ 

X — 


式 


入射时，镜子是观察者， 


€ 


V 


^ = 


V 


C — V 


反射时，镜子是光源，/=4 


= 


〆 = 


V 


C — V 


(2) 每个反射光子的能量为 
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擊 


暑 


hu 


hv r — 


(3) 设单位体积光束内的光子数为 n ， 入射光平均能流密度为 


li = nchv 


反射光平均能流密度为 


I r = nchu r = nch 


12. 2. 34 在弗雷德 • 霍尔的一本小说的末尾的简化了的说法中，一个英雄以高的洛 
伦兹因子在与银河系平面成直角的方位飞行时,他说他似乎在一个蓝边红体的“金鱼缸” 

内部朝着缸口飞行.费曼打赌说,来自银河系的光看来不会是那样.你看谁正确？取芦= 
0. 99和在银河参考系中观测边缘的角0为45%如图 12. 17( a ) 所示. 


y 


y 


s( 银河参考系 ) 


s\ 飞船参考系 ) 


银河系 


0， 


e 


宇宙飞船 


银河系平面 


宇宙飞船 


⑻ 


(b) 


12. 17 


(1) 导出或直接写出相对论性的光行差表达式，并用它计算图 12. 17( b ) 中的#，即计 
算在宇宙飞船中看来自银河边缘的光的方向； 

(2) 导出或直接写出相对论的多普勒效应公式，并用它计算来自边缘的光的频率比$ 

(3) 取足够多的角 <9计算#和^■，判定谁赌贏了. 

(1) 用速度变换公式 


VU 


1 — 


考虑银河系平面上各处发的光的方向在系中的关系， 


= ccosff ， u f x = ccos8 r 

ccosd — V 


ccosd , = 


1 — —— cos 汐 


cos 汐——— 


cos0 f = 


1 ——— cos 汐 
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# 


峰 


这就是相对论性的光行差表达式，它也可用涉及心 y 的两个横向多普勒效应表达式获得 

(参看 12. 2. 32题). 

代入6>=45% — = 0. 99,得 cos 6 f = -0. 9431,^ = 160. 6°. 

C 

(2) 12.2. 27题已导出了横向多普勒效应公式 


V 


1 ——— cosd 


C 


V 


V 


1 - 




C 


代入 ^=45°,~ = 0, 99, 


C 


1 - 0. 99 X COS45 


v 


= 2. 13 


1 - (0. 99) 




(3) 上述 f > l 表明：在飞船上看，来自银河系边缘的光发生蓝移. 
飞船上收到来自银河系中心的光/=0, 

1 - 0. 99 
1 - 0. 99 X 1 

1 — 0. 99 X 1 


cos 俨 = 


1， 6 f = 0 


v 


= 0. 071 < 1 


v 


可见，来自银河系中心的光在飞船上看发生红移. 

下面求©界角氏和把，它是在飞船上看没有发生红移和蓝移的角度，即 +=1 

1 _ 0. 99cos6 c 

Vl - (0. 99)' 

cos 氏 = O . 8676, 見 = 29. 8。 


V 


CO 说 

f • 




0. 8676 _ 0. 99 
1 - 0. 99 X 0, 8676 


c 


COsd f c = 


= - 0, 8676 


v 


1 — — cosdc 


c 


^ = 150 . 2 ° 

从以上计算可见，在飞船位于图 12.18 所示位 
置(银河系边缘的光的方向为 0 = 45°) 时，那个英雄 
的描述是对的，在飞船上看到的情况大致如图 12. 18 
所示 • 150. 2°<^<160. 6°部分（图中“金鱼缸”画有 

粗线的边缘部分)发生蓝移， <150. 2°处发生红移. 

确似一个蓝边红体的“金鱼缸”.在早些时候，飞船上 
看到的蓝边更宽，在晚些时候，蓝边将消失. 


160,6 


150 . 2 ° 




C 


飞船 


12*18 


12.3 狭义相对论的动力学 


12 . 3 . 1 两个静质量均为 m 的粒子沿同一方向运动，分别具有动量和 10；^. 问 
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« 


从较慢的粒子看，较快的粒子的速度多大？反之呢？ 

设实验室参考系为系，固连于较慢粒子的参考系为 *5' 系.在 S 系中，设较慢粒 
子的速 度为％ ，较快粒子的速度为 


Vt 


Vi 


mi 


^mc = 




1 - 


c 


V 2 


\0rnc = 


^2 


1 - 


C 


解出 


25 




= 


c ， V2 = 


26 


101 


用速度变换关系，在 Y 系中，较快粒子的速度为 


V2 — Vi 
1 -^ 


= 0* 593 c 


c 


设固连于较快粒子的参考系为 v 系，在系中，较慢粒子的速度为 


巧 — v 2 


ft 


=- 0. 593 c 


v i = 


1 - 


c 


负号表示与在系中的运动方向(此方向规定为正方向)相反. 

一静止质量为 m 、 荷电为 e 的静止带电粒子被场强为£的均匀电场加速了 
一 段时间获得了可与真空中光速相比的速度 .问： 

( 1 ) 加速结束时，粒子的动量和速度多大？ 

( 2 ) 若此粒子不稳定，在其静止参考系中以平均寿命 r 衰变.当此粒子以上述速度勻 
速运动时，一个静止的观察者测到的粒子平均寿命多大？ 

p :== eEt 


12.3 


( 1 ) 


eEct 


v 


= eEt ， 


v 


v 


1 - 


c 


( 2 ) 设义、*5系分别为实验室参考系和固连于高速运动的粒子的参考系，在义系中的 
观察者测得的平均寿命为 


V 


tu + -7 Ax 


eEt 


c 


r ; = = 


c 


v 


v 


1 - 




c 


c 


( 1 ) 一宇宙线质子与一静止质子碰撞形成一个高速运动 


3 


= 1000 


的激发系统.在此系统中，介子以速率 ^== 7 ) 被射出.如在 


v 


1 — 


C 
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动参考系中，介子射出方向与 V 的夹角为少，求在实验室参考系中观察4多大？ 

(2) 把 （1) 问中得到的结果应用于在动系中，以动量 0. 5 GeV / c 被射岀的介子(静能 

为 140 MeV )， 若# = 90°,0多大？在实验室中观察到的多大？ 

(1) 设 W 系分别为实验室参考系和沿 s 系的 x 轴高速运动 （ y = iooo ) 的参考 


系. 


在 V 系中，介子的速率为 心，与 〆 轴的夹角为 y ，即 v a CCO s& ^ y = ^cs\n& ，用速 
度变换关系， 


u f x + v _ (沃 cosd f + 卢 ) C 

1 + p !3cosd f 


V 


V 


C 


其中 


C 


V 


1 一 


V 




y 


C 


V 


7(1 + /?’/?cos#) 


:V 


毛' 


C 


V 


1 


V 






C 


= 0 


V 


V 


C 


tan 汐= 


7 (沒 ’cos 汐 ' + /?) 


Vx 


6 = arctan 


7(l3 f cose f + /?) 


其中 7^1000,/?=^ 

(2) 今少 =90 。， 


0. 9999995. 




27 2 


tan 汐 = 


由已知的 〆 、丑。(静能)求，设静质量为饥，£。= /^， 


Eo^ f 


m 


c /3 f = 


P f = 


c 


/?' = 


El + c 2 p f 


0. 5 X 10 9 X 1. 60 X 10~ 19 


= 0. 963 


[(140 X 10 6 X 1. 60 X 1CT 19 ) 2 + (0. 5 X 10 9 X 1. 60 X 10~ 19 ) 2 ] 

0* 963 


— 4 


tan 没 = 


= 9, 63 X 10 


d = 0. 0552。 = 3. 31' 


下面求匕 x ， 与之相应的少满足 



力学（下册) 


1010 


每 


m 


m 0 V 


V 


Q B \ I 






c 


y 


m 


o 


为常量，粒子做速率为 V 的半径为 


的匀速率圆周运动. 


V 


qB ^ l l -\~ 

静止质量 m 、 荷电 e 的粒子以相对论速率 t ； 在半径为/?的圆轨道上运动，轨 
道平面垂直于均匀静磁场忍，如图 12 . 19( a ) 所示，以恒定速率 I ；沿 一： y 轴运动中的观察者 
看到的轨道如图 12 . 19( b ) 所示，在两图中诸点是相应的.图中 i ? 的画法，表 
明 B 沿+ 2 方向. 


3 


® 


C 


C 


R 


b 


b 


d 


y 


d 


y 


o 


o 


v 


a 


e 


ae 


x 


x 


( a ) 


( b ) 
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( 1 ) 由 o ' 测得距离必一必多大？ 

( 2 ) 证明 c 点是 V 系中的静止点，在此点， 

(3) 由 O ' 看来，是什么引起在 c 点处的加速度的? 

( 1 ) 由上题的结果， 


d 2 x f d 2 y 

■ ■ ■■■_ y _ 

dt r 2 ' d〆 2 


多大? 


V 


R ——— 


2 


V 


eB a 1 — 


c 


' 两两重合， 


为书写简便起见，取 d ' = o 时， W 系的 


u ， z、z 


nR 


yd — yb = — 2 R , t d — t b =— 


V 


yd — yt ~ (— v)(t d — t b ) 


— 2 R + ttR 


0 — 2 ) 


v 


y f d^yb = 


V 


eB 1- ^ 


v 


v 


1 - 


1 






c 




c 


c 


注意 ：（ i ) 这里用上题结果时加了一个负号，是从图 ( a ) 中看出，向心力必须指向圆 

心，由此判断 e <0. 

( ii ) yd — W 与 — yb I 的大小关系，取决于 f 的大小，如 


n — 2 


> 2 ，则义一 y [ 


V 


1 






C 
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yd—yb 


V 


eB a /1 — 




c 


v 


( 2 ) 在 c 点， 


Z 


= 0 , 


0 , 


v ， v z 




a x 


v 


V 


V 


X 


y 


R 


mv 


eBv 


v 


1 




， a y =a 




z 


m 


c 


用速度变换公式， 


v 


V 


1 


V 


V 


— (_ l) 

(— v) 


z 


X 


V 


c 


c 


V 


V 


V 


z 


X 




(— v) 


(— v) 






1 _ 




V 


- ^ - V 


: y 


y 


c 


c 


c 


和％，可得 x ^= 4 = t4 = o , 这就证明了 c 点是 y 系中的静止点. 


代入 e 点的 

用加速度变换公式 




y 


(― v ) 


V 


V 


1 - 


1 — 


V 




X 


C 


C 


C 


a 


a 


a 


X 


y 


X 


(— v) 


(—to 


1 - 


1 - 


v 


v 


y 


y 


C 


C 


1 


V 




c 


a 


a 


2^y 


y 


(— v) 


1 — 


v 


y 


c 


(— v) 


V 


V 


1 —— 


V 




z 


c 


c 


€ 


a 


a 


a 


2 


y 


X 


z 


(— v} 


(— v) 


1 — 


V 


V 


y 


y 


C 


C 


可得 


代入 c 点的 


Cix \ x \ ^y \ ， 


eBv 


= 0 


= 0, 


a 


a 


a 


z 


y 


X 


V 


1 — 


c 


(3) 方法 一:在 S 系中只存在磁场，在 V 系中既有磁场又有电场，由相对论电动力学， 
系的电磁场有下列变换 关系： 


E± = 


(E + V X B) 


£’//=£ 〆 /， 


V 


c 


= 


-X E 


召 ’// = 召// ， 


c 


V 


c 


其中 V 是 V 系对 S 系的速度， // 、丄都是指与 V 平行、垂直 • 

♦ E: = E y = E z = Q ， B：c = B y = Q ， B z = B ， V=—vjt 

E f // = E f y = E y = 0 
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E r \ ― 


(― vj X Bk ) 


vBi 






2 


V 


V 


1 —— 




C 


C 


vB 


E f x = 


’ E f z = 0 


v 


1 - 


c 


B’//= B f y = By = 0 


B f [ — 


( Bk ) 


v 


1 






c 


B 


B f x = 0, B f z = 


v 


1 — 




c 


在 y 系中，粒子受电磁场的作用力为 


F f = e { E f + t ; ; X B f ) 


evB 


在 c 点 ， v ' — 0 jF f — eE f —— 


/，又因在 c 点， t ;' = 0 ,粒子的质量为静止质量 


m ， 


v 


1 - 


C 


d 


d v f 


,dm 


dv^ 

d?" 


v 


m 


d〆 — 

evB 


dt f 


dt 


dv f F f 


dt f 


v 


1 - 




c 


在 CX 看来，在 c 点，加速度是由电场引起的. 

方法二:用力的变换公式.该方法的优点是不需要相对论电动力学给出的电磁场变换 
关系，缺点是对于义系中的电磁场情况不清楚. 

力的变换公式为 


V 


1 


C 


F f x = F 


x 


y 


1 — 




C 


V 


F. - —F 


v 


y 


c 


FL = 


: y 


V 


1 — 




c 


V 


1 






c 


F f z ^F 


z 


v 






: V 


C 
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鲁 


直接考虑 r 点处受力，，今 


— evB ，= 0 ， 7^ = 0 ， 可 


0，〜 


0，F 




—V 9V 


=—V jV 






X 


Z 


X 


evB 


得 k = — 


0，F: = 0. 与方法一得到相同的结果，以下略. 


， F f y 




2 


y 


i — 


c 


12. 3. 7试计算相对论粒子的“纵向质量”和“横向质量”.“纵向质量”是指作用力与 
运动方向平行时力与粒子的加速度之比，“横向质量”是指力与运动方向垂直时力与加速 
度之比 • 


d 


V 


F =子 


其中为粒子的静止质量. 


C 


d i ； 


dv 


m v 


m 


v 


F = 


i 


dt 


(1 - /? 2 ) 


c 


当力与运动方向平行时， v //dv , 

(v • dt;) 


v • udt； = v 2 dv 


v 




mv 2 


d v 


1 dt; 


d v 


m 


m 


P = 


dt 




dt 


A 


(l - /? 2 ) 


(1 - /? 2 ) 


C 


F 


m 


= 5 ^ = (i - /? 2 ) 3/2 


dt 


dt; 


当力与运动方向垂直时，亍=0, 


dt 


d v 


F = 


m 


注意 :在相 对论中，力与加速度的方向一般并不一致，在上题中，在 s 系中粒子受的力与 

，在V系中，在 C 点，那里1^=0，;^ 


运动方向始终垂直，始终有 


= m t = m 


m t = 


v 


1- 


c 


12 . 3*8 一静止质量为 m 的粒子最初沿^轴运动，速度为 = 0 后受到一个沿 
方向的恒力 F 作甩，求它在任意时刻 i 的速度，并证明 




时， 


d 


m v 


p 


dt 


v 


i - ] 


c 


考虑到受力情况和初始条件，运动轨道在巧平面上，分量方程为 



因为 p + y = v ， 上式可改写为 


d 


d 


mx 


= 0 , 


ck 


d 广 


v 


i — 

丄 o 


c 


0 时 ^x = v 0 ,y = 0 . 积分上述两式 


Ft 


Ft 


v 


c 


1 — 


y = - 




+ 々 


m 


m 


c 


c 


其中 


vl 


Ft 


k = 




m 


v 0 




c 


k 


k 


时 ， limT ； 2 = lim 

►OO ►oo 


时 


所以当 f 


= lim 

1 + ^7 A ~"° c 1 + - 1 7 


， v—c 


厂 

w 


k 


k 


* 


c 


c 




Ft 


v 


1 二 . 

■ ■ 一_ ■ _■ ■ 

± o 


c 


V 


1 — "T" 


c 


2 


Ft 


m 
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# 


20 2 




20 


2 0 




2 


^ c 


o 




2 


2 


2 


^ c 


2 


2 


2 


n 土 


w 


m 




2 






2 


2 




c 


2 


c 


2 


2 


2 




o 


2 








him 


o 




2 


V 


2 


m 




2 


20 


2 




20 


& 


20 2 


20 


2 


^ c 




2 o 


2 0 








20 2 


2 






2 0 








2 






2 






2 


V 


土 


ny 

贝 
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一静止质量为 m 、 荷电为 e 的电子在与均匀磁场垂直的平面内运动，如果忽 
略辐射，电子的轨道为半径为穴的圆.设电子能量五》 me 2 ，求磁感应强度5的表达式.如 
尺 = 30 m ，£ = 2. 5 X 10 9 eV . 求出5的数值， 


3 


d 


V 


= ev 乂 




v 


1 _ 


C 


d v 


=吳^不变， 


做半径为的圆周运动， 


dt 


a 


d v 


m 


m 


v 


dt 


dt 


v 


v 


1 — "T" 


o 


c 


c 


d v 


m 


=-evB (注意电子带负电/ <0) 


ck 


V 


1 _ "V 


c 


m 


v 


= —— evB 


R 


v 


1 — ™T 


C 


eR 


mv 


( p 为电子动量) 


B = —— 




V 


eR a 1 — t 


c 


p z + m 2 c 


E 


=c 


E 


(因为五》 me 2 ) 


P = — 


c 


E 


B =— 


eRc 


代入 E = 2. 5 X 10 9 eV ， i ? = 30 m , 得 B = 0. 28 T . 

( l ) 静止的 m 子平均寿命 r 。 为 io 
度 /i 约为 10 4 m 处的 JU 子要到达地面，它需要带有多大能量 £? 

(2) 假定地球具有 1 X 1 CP 4 T 的磁场，方向沿地轴方向，延伸范围在地面以上 10 2 m 范 
围内，问在赤道上空垂直入射能量为 （1) 中算出的£值的^子被磁场偏转的大小和方向 
(可不计万有引力作用）. 

(1) 在地球参考系中，以速率 u 运动的 m 子的平均寿命为 


静止质量为 100 MeV / c 2 , 大气中高 


一 6 


12 . 3 . 1 


s ， 


r 0 


r* —— 


V 


c 


设 M 子的静止质量为 


m Q ， 
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♦ 


峰 


m 0 c 


E — 


me 


2 


V 


1 






C 


E 




h 


要使^子能到达地面，须 


土，即 


r = 


v 


E 


h 


h 


m 0 c 


二 ， E = 


r 0 


r 0 


v 


v 


m Q c 


2 


m 0 c 


m 0 c 


中解出 


}k E = 




v~c 


E 


v 






c 


m 0 c 


E = 




解出 


m^ch 


E = 


^ - 


^0 


代入 


1 OOMe V/c 2 ， ,K 0 4 m ， r。= 1 CP 6 s ，得 

£ = 3, 3 X 10 3 MeV 


m 0 




(2) 取 y 轴沿地轴也是沿及的方向，地球表面为坐标系原点， H 子在进入磁场前的运 
动方向为 J 轴正向 • 


iE 


= ev X B 


dt 


其中 e 为& 子所带电荷 ， e < C ， 与电子所带电量相同 


E 


二 v 


c 


由于只受磁场作用，磁扬力不做功，速率不变，故£不变 

^^^evXB 


dt 


€ 


写成分量方程， 


E 


= eBy 


O *N>C 


c 


E 


— eBx 


= 


c 


E 


—^z = 0 


c 


= 0 ，i = t ;， i : = 0 ，其中 /i = 10 2 m 是进入磁场时 


初始条件为 t =0 时 ， i = 0，： y = —= 0 
的高度， 


，x 


m 0 c 


1 —— 


々 c 


v = c 


E 
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3.3 X 10 3 MeV ，5 = 1 X 10 _4 T 


eBc 2 


y = 0 


: V 


E 


eBc 2 


y = Acos 


E 




由初始条件定出， a =0， jy Q = — 


eBc 2 


E 


y = — h + 


t 


Wc sm 


E 


e 


eBc 2 


E 


=csin 


x ~ — 


E 


eBc 


考虑到 i = 0 时工= 0,积分上式得 


2 


E 


eBc 


1 — cos 


JO 


eBc 


E 


到达地面时 ，y = 0. 


E 


* f eBch 


^ s? arcsm 


E 


eBch 


E 


eBch 




E 


1 - 


1 - 




cos arcsin 


x 


E 


E 


eBc 


eBc 


因为 


— 10 一 4 X 3 X 10 8 X 10 

3: 3 X 10 3 X 10 6 ~~ 

1 / eBch 


eBch 


10— 6 《 1 


E 


E 




1 —— 


1 - 亡 


X ^^Bc 


E 


eBch 2 - 1 CT 4 X 3 X 10 8 X (10 2 ) 


=— 0. 045( tn ) 


2 E 


2 X 3. 3 X 10 3 X 10 

z = 0 


fx 子落地时往西偏 0* 045 m . 

12 . 3.11 导出自由的相对论粒子的哈密顿函数和拉格朗日函数 


m Q c 


E = mc 2 = 


v 


1-^ 


c 


m 0 


m 0 


o 


V 


V 


V 


1 - ^ 


1 - -r 


1 _ i 


c 


c 


c 


ml ( x 2 + 夕 2 + z 2 ) 


mlv 2 


P 2 = Pl ^ Pi ^ pl 




V 


V 


1 __ 

丄 O 


1 - -7 


C 


C 


V 


m \ c z -h p 2 
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m\c 

^ilc 2 -\- p 2 m\c 2 pi pi pi 


mlc 


v 


1 — "T" 


c 


哈密顿函数 


+ pl^- pI + pi 


m 


+ pl+ pI + pi 


// = £ = 


m Q c %• 


=c 


mlc 


因为 


H = p x x+ p y y+ p z z— L 

L = /> x i ： + p y y~\~ pz 泛 — H 

写拉格朗日函数，需将上式中的正则变量写成拉格朗日变量的函数， 


X 


0 


P 


X 


1 — T (土 2 + 夕 2 + z 2 ) 


c 


同样可写出的式子. 


ic 2 {± 2 + y + 泛 2 ) 

- (i： 2 +》 2 + #) 


P 


c 


拉格朗日函数为 


0( 土 2 + j/ 2 + Z 2 ) 


tc 2 (± 2 + y 2 + z 2 ) 

c 2 — (x 2 + y 2 + z 2 ) 


m 


m 


m\c 2 + 


L = 


— c 


1 — — (i: 2 + j； 2 + z 2 ) 


c 


c 2 - (i： 2 + 夕 2 + #) 


— m 0 c 




v 


m \ 


o 


的粒子处在电磁场 


12* 3. 12 导出具有动量 p 


v 




C 


dA 


— V ^ _ 


E 


▽ X A 






dt ， 


中时的哈密顿函数. 

用上题导出的自由相对论粒子的拉格朗日函数，拉格朗日函数可写为 


c 2 — (i: 2 -\- y 2 -\- z 2 } — -\- qv * A 


T j ——— 


— 


(参看 11. 1.20 题) 


c 2 — ( 土 2 + y 2 + z 2 ) — q. + g (土 A x y A y -\- z A z ) 

m 0 c { — 2 x ) 


L 


— m 0 c 




dL 


m Q cx 


+ gA 


+ qA x = 


P 


X 


X 


dx 


—— ( i 2 + + i ； 2 ) 


2 Vc 2 - (± 2 + 夕 2 + 云 2 ) 


c 


m 0 cy 


+ qA 


P 


y 


y 


— ( X 2 + 少 2 + 泛 2) 


C 


m 0 cz 


+ gA 


P 


z 


z 


c 2 - (± 2 + y + z 2 ) 
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者 


均为广义动量，不要与题目中的发生混淆， 


m 0 t ； 


P = 


v 


1 — 


C 


lv 


m 


(P - qA ) 2 = 


v 


1 — 1 


c 


V 


o ^ 2 + ip — ^ A ) 2 


c 


m 


H= p x x+ p y y+ pzZ— L 


m 0 (x 2 + 夕 2 + 云 2 ) 




v 


1 - 




c 


- ( 土 2 + Y+ W) +q 今 -q(xA x + yA y + zA z ) 


+ m 0 c 


c 


m 0 c 


v 


V 




2 


C 


C 


V 


1 - 




c 


m % c 2 - f * (p — qA ) 2 + q < f > 

一个静止质釐为 m 、 荷电为 e 、 速度为 t ; 的相对论粒子，在一个矢势为 A 的 
电磁场中运动，其拉格朗日函数为 


= C 


12 . 3 . 13 


v 


L =- 


1 — H ~ eA • v 


me 


c 


/j 0 M Q sin^ 


对于位于原点的、沿 z 轴的磁矩为 M 。 的磁偶极子产生的磁场可用矢势 4 = 

写，其中 r 、<9、 p 为球坐标. 

(1) 求 A ，并证明它是一个运动常数； 

(2) 如果上述矢势被 l = A + V ^ O , 心90代替 d 为一任意标量函数， h 将如何变 
化，是否还是运动常数？ 


I | 1 ^ 

e 9 m 


4 ： 7t 


v 2 t e ^ t 0 M 0 sind 


户 0 


v 


sin 2 汐 <p 


(1) L — 


i — —+ ^ 

1 - 2 ^4^ 


e 


— me 


v = — me 


9 


4 丌 


c 


€ 


其中 v 2 = r 2 j rr 2 d 2 j tr 2 s \ n z d ( f ^ > 

dL d 


2 


Mo 


2 3 v 


V 


sin 2 汐 


P<p 


1 - ^ 


2 — me 


dv 


4兀 


dep 


dtp 


c 


Mo eM 0 


m 


2 


sin 2 ^? + 


sin 2 <9 


r 


4 tt 


v 


1 - -T 


C 


因为 €= o , 所以 /v = 常量 k 为循环坐标). 
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( 2 ) 矢势改为 W = A + V ： f ( r ，/ 9 , 90 •拉 格朗日函数为 


Mo e -^sin 2 d + e\/X^v 


V 


c 


4 ^r r 


c 


Mo eM 0 

4 ?r r 


2 


v 


sin 2 沒 


me 


c 


1 dX 


dX 


rsind<p 


^ r $ + 


€ 




rsind d(p 


dd 


dr 


^ , ^ 4 . 逛 

卞 dd 卞 9 (p 


+ ^ ^ sin ^ + 


2 


9 


€ 


me 


dr 


4 ?r 


dU 


dX 


= P 9 + 


e 


dip 


dq > 


因为^关 0O ： 为 rJd 的任意函数， 

不再是运动常数. 

12 . 3.14 证明 ：如果 恒定磁场是平面场:九= 0 ,木= 0 ,先=^ 0 ,> 0 ，则带电粒子在 

该场中运动时， 


3X 9X 3X 

dr'dB^dcp 


中均可显含妗，所以？>不再是循环坐标，声 ! p 


mv 


+ qA z = 常量 


Z 


证明 


— me 2 Vl — /? 2 + qA z (xjy)z 


L = 


v 




— me 


因为 


dL 


F 0 


(- 2z) 


dL 


me 


+ qA z = 常量 


P 


z 


dz 


c 


mv 


+ = 常量 


z 


证明： 如果恒定磁场具有轴对称性，即 = = ( r ^)，则带电 


粒子在该场中运动时 • 


+ qrA f =常量 


证明 A = A r e r + A 9 e 9 ^ rA ^ — A ^ ir ^ z ) e 9 


+ r < pe 9 z k 


v = r e 


= r 2 + r 2 < f ? + 


z 


v 


{ r , z ) r<p 


A 


v 


m 




Vl ―炉 + qr<pA 9 (r ， z) 


L — — me 


me 
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因为 


9 L 


dL 曰 

—=常量 


S = 0, p 


9 


dtp 


d(p 


me 


(— 2 r 2 < p ) + qrA 9 = 常量 


c 


-- qrA 9 = 常量 


12 . 3 , 16 众所周知，行星都围绕太阳在椭圆轨道上运动，但如果仅考虑狭义相对论 
的效应，轨道是进动的椭圆. 


= —{1 + ecos[a(9 — po)]} 


^0 


a ^ l ( a = l 相应于无进动的经典的结果). 

(1) 导出这一方程，用轨道的基本常数(如能量、角动量等)表示《和 

(2) 已知水星的轨道的平均半径为 58 X 10 6 km ， 轨道周期为88天，计算每100年水 

星轨道进动的角度（当然，这个效应不能说明水星总的进动速率) • 


r 0 ; 


( 1 ) 


GMm 


2 


L — —— me 


GMm 


9 L 


dr 


3 r 


v 


v 


1 二 _ 

丄— 一 2 


1 - -I 


C 


C 


3 L 


dL 


—= 0 


d(p 


dtp 


V 


1 Jl 


c 


其中 v 2 = r lJ tr 2 ^ j 


GM 


d 


( 1 ) 


= 0 


dt 


v 


v 


1 - — 

丄 O 


1 -弋 


c 


c 


常量) 


( 2 ) 


2 


V 


1 —] 


c 


将式 (2) 代入式 (1) ，得 


d ^ 


J<p { GMm 


(3) 


+ 


= 0 




ck 


r 2 (p 


r 


令 


u ， 


= — U y 


r 


u = — ， r = 


2 


2 


U 


U 


r 
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# 


_ 


du 


U = 


式 （3) 可化成 


d 2 u 


GMm 


(4) 


u 




J<p 


3L 


因为 3 = 0, 


at 


aZ V+ 等 V-L = £ ( 常量 ) 


dr 


d(p 


GMm 


v 


r 


2 


= E 


+ me 


i - ^ 


c 


V 


V 


1 


1 — 1 


c 


c 


可得 


GMm 


me 




V 


1 - 


c 


me 


=E + GMmu 


(5) 


v 


i _ _ 

丄 9 


C 


由式 （2)， 


V 


( 6 ) 


(p^= — 


-^u 


c 


用式 (5)、（6)， 式 (4) 可改写为 


d 2 u 


GMmE 


(7) 


J 2 c 2 


d<p 


令 




J 2 c 2 


_ GMmE 

UcY - (GMm) 


u 


u 


u 


GMm 


1 - 


Jc 


式⑺化成 


d 2 u r 


u f = 0 


d<p 


Jc 


f — Acos[a(p — 9 0 )] 


u 


其中 


GMm 


2 


1 - 


a = 


Jc 


A ^ o 为常量. 


_ GMmE 
= (Jc) 2 - (GMm) 


+ Acos[_a(<p — 


u 
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參 


— + Acos\^a(<p — f 0 )] 


r 0 


其中 


UcY — (GMm) 

GMmE 


r 0 = 


— {1 + ecos[_a(<p — 9 0 )]} 




其中 e=Ar 0 * 

(2) 设在 <p=9'，r 取极大值，相邻的下一个 r 取极大值在 p 处，则 

2 _ fo) — a(^>i — f 0 ) = 2 tt 


在一个转动周期内向前进动的角度为 


= 92 — 9\ — = 27t\^ — ~ I 

如 a=l ，则=0,无进动 • 现进动是缓慢的，〃很接近于1，可取一级近似， 


2 


GM 


1 / GMm 


1 

1 


々1 — 士 


a 


Jc 


Jc 




A<p ^ 2?r 1 + — 


- 1 


7T 


Jc 


Jc 


考虑水星以平均半径卩做圆轨道运动 


GMm 


m 


r<p 


二2 


V 


1 - ] 


C 


因为 


2^ 


， < P = ~ 


v 


1 _ "T 


2 


€ 


GMm — — 2tcr 


m 


iY 


Jc 


CT 


c 


水星围绕太阳一周，进动角 


2 


GMm 


\<p = 


7 T 


= 7 t 


Jc 


CT 


一百 年间， 水星绕太阳转的圈数为 


n ， 


100 X 365 100 X 365 


= 414. 8 


n 


88 


T 


每一百年，水星进动的角度为 


_ 58 X 1 CT _ 

3. 10 8 X 88 X 24 X 3600 


3 


nA^ — n7t 


— 414. 8 X 4疔 


CT 


= 3. 33 X 10 _5 rad = 6. 87〃 

实际测得每一百年水星进动的角度为1°33'20",差得很远，原因主要是没有考虑其他 
行星的引力.考虑其他行星的作用，并采甩广义相对论，可以满意地解释水星的进动. 
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12.3. 17试求在静止原子核 Ze 的库仑场中，静止质量为 m 、 带电 一 e 的电子的椭圆 
轨道的相对论修正. 




L = 


— me 


4 丌 e 0 r 


其中 


/? 2 - -~( r 2 + rV ) 


c 


dL 


因为 


dt 


dL • , dL T 」、*/ t=i 

— r + —< P — L 常量 


dr 




dL 


— T ^2 r 


me 


dr 


c 


2 


dL 


2 r 2 <p 


me 




2 VI - /? 


c 




Ze 


^r+ ^9-L = 


mr 


r 


+ me 2 Vl — /? 2 — 


A7te 0 r 


dr 




Ze 


me 


Ze 2 


c 


= E 


( 1 ) 


dL 


因为 


= 0 ， 




dL 


= m / i ( 常量) 


dep 


=nth 


h 


( 2 ) 


ip =： 


由式⑴得 


Ze 2 




i - i ® 


me 


Ze 


E + 


- 1 


—1 = 


1 - /? 2 1 - / 3 2 


4 肛 0 r 


c 


m 


Ze 


E + 


4 肛 G r — 1 


(1 -俨) 


尹 (1 — /? 2 ) 


= c 2 j 3 2 = 


2 


C 


C 


V 




2 


C 




dr 


由式 (2) 和 f 


d〆 ， 
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争 


華 


h 


弋 （1 — /? 2 ) 


比较两个 V 的式子，可得 


2 


Ze 


E + 


1 dr 


4^rs 0 r 一 1 


€ 




h 2 


me 


1 du 

r y d<p ~ r 2 d<p $ 


1 dr 


令 u = 


上式可改写成 


Ze 


E + 


u 


2 


2 


du 


4肛 


- 1 


c 


2 


d<p 


h 


me 


两边对 p 求导, 


Ze 


2 c 2 + 47 re 0 w Ze 2 du 

4^re 0 dtp 


dt £ d 2 u 

d<p d < p 2 


du 


——2 u 


d<p ~ h 2 


m 2 c 4 


Z 2 ^ 4 

16 兀 2 #mW 


d 2 u 


Ze z E 

A7re Q m 2 c 2 h 


u 


d<p 


当 c — oo 时，上式简化为 


d z u 


Ze 2 

A ^£ 0 mh 2 


d<p 


这是非相对论的轨道微分方程，其解是椭圆轨道， 

u = AC 1 + ecos < p ) 

注 意:上 式中的 e 是偏心率，不是电子带电量一 e 中的 


€ 


Z 2 e A 

\%n z elm 2 c 2 h z 


Z 2 e A 

\^n 2 tlm z c 2 h 2 ’ 

d 2 u f 


Ze 2 e 

4? re 0 mVA 2 (l — a ) ’ 


今 


为小量，令 


并令 e / =鉍 


a~ 


+ (1 — ot)u f = 0 


df 


Ze z E 

A7T£ 0 m z c 2 h 2 <il — a) 


u 


a<p — <p 


o 


因为 a 是小量 /l — 一 


了 a ， 


■(卜 如卜―…] 


Ze 2 E 

47te 0 m 2 c 2 h 2 (l — a) 


+ Acos 


u 


和上题一样，设 ?„9 z 是相继两个汉取极小值的角度.贝 (I 


1 _ ^ 0 ~ 2^ 


1 - 


1 — 


?2 — ?0 — 


—a 


—a 


2 _ pi ) = 2兀 






每转一周，或更准确些说〃从一个极小到下一个极小，进动的角度为 
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暑 


Z 、 4 


In 


— 2?r ^ 2；r 1 + 


<p 2 一 iPi — 2 兀 = 


— 2兀= 


—a 


1 - 


—a 


12.3:18 某个质量等于太阳质量 ( M =2 X 10 33 g ) 的星体的半径和密度多大，光才不 
能从星体逃逸？ 


E 


方 法一: 根据能量和质量的等效关系，具有能量£:的光子具有质量 

在半径为及、质量为的星体表面，引力势 能为一 其中 G 为万有引力常数，只有光 
子的总能量 


亏，光子 


m = 


c 


GMm . ^ 

丁〉 0 


me 


时才能逃逸出去，反之当 


GMm 〆 n 

丁 <0 


me 


时，光子不能逃逸出去，由此不能逃逸要求 


-11 


30 


GM 6- 67 X 10 


2 X 10 


* 


= 1.48 X 10 3 ( m ) 


R < 


(3 X 10 s ) 


2 


C 


30 


M 


2 X 10 

4? t (1*48 X 10 3 ) 3 


密度为 


=1. 47 X 10 20 ( kg ) 


p= 


4 


+nR 




要求半径不大于 1.48 X 10 3 ni ， 密度不小于 L 47 X 10 20 kg . 

方 法二： 用广义相对论给出的引力红移公式，具有频率为 y 的光子离开星体表面到无 
穷远处时的 频率为 


GM 


m ^ 


U 




不能逃逸，意味着/<0, 也得到 




GM 


0 , R<^r 


Re 


c 


结果相同. 

12.3.19 若一粒子的动能等于它的静能，它的速度多大? 


T=mc 2 — moC 2 — moC 




m 0 


m = 2m 0 9 


o 


V 


1 — 




c 




V 


c 


— I — c 


V 


c 


3.20 试用相对论粒子的动能： r 表示它的动量的大小/>，用相对论粒子的动量 P 


表示它的速度^ 


m 0 v 


m Q cv 


P = 


v 


1 

I — 11 _■ ■■ ■ 

上 n 


c 
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* 




2 


V 


V 


lc 2 ~ c 2 -V 2J P 2 + mlc 


m 


c 


m 0 c 


2 


T = 


c —— m 0 c 


— m 0 c 


v 


1 — 


c 


0( 


i 


2 


— m 0 c 


— 


c 


1 — 


p 2 + m\c 


(T + m 0 c 2 ) 2 — mlc A 


T(T + 2m 0 c 2 ) 


P 










c 


c 


p — mv 


—見 _ i 


_ 2 


v 


1 — 


1 - -T 


V — 


p 2 + mlc 


m 


m 


m 


c 


o 


0 


个静止质量为 m 。 的相对论粒子具有能量 £ ，求该粒子的速率 I ，讨论非 


12 . 3 . 21 

相对论和极相对论两种极限情况, 


m 0 c 


E = mc 2 = 




v 


1- 


c 




4 


m 


c 


E 2 — mlc 


4 


1 — 


C 


V 


E 


E 


非相对论极限 :， 


2 


V 


9 . , ^ 


= rn 0 c 2 + —m 0 v 


E = m 0 c 


1 _ 


C 


~^m 0 v 2 = E — 


oc 2 =T 


m 


IT 


v 


m 


o 


极相对论 极限: 


lc 


4 


1 m 0 c 


m 


1 — 1 -亡 


v 


c 


E 2 


E 


3.22 (1) 计算与具有动量 400 GeVA 的质子同样速度的; r 介子的动量.在费米 

实验室，动量为 400 GeV / c 的质子打击耙时，是产生 7 T 介子的最可几动量,; r 介子的静止 

质量为 0. 14 GeV / c 2 , 质子的静止质量为 0. 94 GeV / c 2 ； 

(2) tt 介子通过 400 m 长的衰变管时，一些 ； r 介子衰变产生中微子束，中微子探测器 

位于 1 km 以外，如图 12. 20所示 . tt 介子的固有的平均寿命为 2.6 Xl ( T 8 s ， 在 400 m 长的 

距离上,; r 介子发生衰变占多大分数？ 

(3) 在; r 介子静止参考系中的观察者测量，衰变管的长度是多少？ 

(4) 7 C 介子衰变成 一 个 P 子和一个中微子 V (静止质量为 零）. 用相对论的能量动量关 


1 
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400m 


1000m 


7 C 介子衰变管 


屏蔽罩 


质子束 


400GeV 


中微挪测器 


聚焦系统 


12. 20 


系证明，在介子静止的参考系中，衰变产物的动量的大小 g 由下式确定 


M 2 - 


m 


R . _ 


2 M 


其中 M 是; r 介子静止质量， m 是 fx 子的静止 质量； 

(5) 平均来讲，中微子探测器离 7 T 介子衰变点约 1. 2 km , 为了在; r 介子静止参考系中 

前半球中产生的所有中微子都被探测到，探测器的横截面的半径应多大？ 

(1) 设 M 和 m p 分别是; r 介子和质子的静止质量,％和 /> P 分别是 ； r 介子和质子 

的动量^是; T 介子和质子的速度， 


I 


Mv 


， Pp = 


P 


1 — 


1 - 






c 


c 


两式相除，可得 


M 


p P = ~~ X 400 = 60 GeV/c 

(2) 用* S 、^ 系分别表示实验室参考系和； r 介子静止参考系，分别是在义义系 
介子通过衰变管所需时间， 


P 


n 


v 


ht 、 — — ^ 厶 


At f 


c 


hit = 


1 - 




c 


V 


U ，= 


ht 


1 - 




其中 r ； 是 S ' 系对 * S 系的速度 


At = —， l = 400 m 


由 12. 3. 20 题导出的速度与动量的关系， 


或 


V = 


在 7 T 介子通过衰变管期间，衰变了的? T 介子占 7 T 介子的分数为 
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v 


6 t f 


1 — 




1 


1 — exp 


— e 


r = 


r 


c 


V 


mj 


_ 0. 94 X 400 

400 X 3 X 10 8 X 2. 6 X 10 


=1 — exp 


=1 — exp 


—* 8 


Pf 

0. 1135 或 11, 35% 

(3) 在 V 系中衰变管的长度 ^ =4 一 xhd 和 Z 是在词一时刻/测衰变管两端的坐 




标 


X f 2 ——+ V{t f —— t f ) 


I = X 2 _ Xi = 


V 


V 


1 — 


1 - 


€ 


C 


mlc 2 

p\ + rrt\c 


(0. 94) 2 /c 


v 


= 0, 94m 


= 400 


1 






(400) 2 /^ 2 + (0. 94) 2 /c 

(4) 在; r 介子静止参考系中， k 介子的能量为静能 Mc 2 , 动量为零， 


c 


卩 + V 

衰变成 M 子和中微子,考虑动量守恒，中徽子的动量为9,则 M 子的动量为一 9 

由相对论的能量动量关系,子和中微子的能量分别为 

( ― q ) 2 + w 2 c 4 和 q 




/ ,2 


X C 


(考虑到中微子的静止质量为零) 

衰变时，能量守恒 


r_. 


::^ c 2 q 2 + m 2 c 4 + cq 


解出 


M 2 - 


m 


i _ 


2 M 


c 


(5) 可利用 12. 2. 12 题导出的前灯效应的公式 


V 


sin0 t a 1 — 


c 




c 


tan 汐 = 


cos# + 


v 


c 


R 


今穸 =9 CT ， tar ^= Y ^， 其中 K 就是待求的探测器横截面的半径， 


R 


c 


c 


V 


- 1 


1 - 








1200 


v 


C 


V 


前已求得 


cp 


V 


r=^M 

=1200 X 


2 


nir,C 


c 


c 


—1 = 


p 


V 


V 


p 


0. 94 


c 


= 2* 82m 


R — 1200 


# 


400 


Pp 
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12.3.23 如果将 100 kg 铜的温度升高 100 C ， 它的质量增加了多少？（铜的比热容 

93 cal/(kg • K ) 

由于温度升高，能量增量为 

A £ = mcLT = 100 X 93 X 4. 184 X 100 = 3. 9 X 10 6 ( J ) 

用质能关系 £ = 质量增量为 


c 






△£ 3. 9 X 10 6 

(3 X 10 8 ) 2 


= 4. 3 X 10 _ n ( kg ) 


厶 


c 


这个增量非常小，根本无法测出来. 

12. 3. 24 在海拔 100 km 的地球大气层中产生了一个静能为 140 MeV 的介子，这 
个介子的总能量 £ = 1.5 X 10 5 MeV , 竖直向下运动，按它自身参考系中测定，它在产生 
后 2 X 10- 8 s 衰变，问它在海平面以上多大高度处发生衰变的？ 


m 0 v 


E 2 = c 2 p 2 + — c 2 p 2 + £o = 


+ E 


v 


c 


1 — 1 


c 


V 


E 


c 


= E 


v 


V 


1 - 








c 


c 


E 


E 




V 


c 


E 


E 


v 


1 - 




c 


在 7 T + 参考系中经历的时间为 A ^-^ XIO ^ S ， 在地球参考系中经历的时间为 Ai , 


V 


△ 〆 +今 




E 


c 


At f 


At = 


E 


v 


v 


1 


1 — 








c 


€ 


衰变前在地球参考系竖直向下经过的距离为 


E 


E 


cE 




d = vAt = 


1 - 


€ 


E 


E 


E 


发生衰变处的海拔为 


cE 


At f 


h = 100 X 10 


E 


3 X 10 8 X L 5 X 10 


2 X 10~ 8 = 9. 36 X 10 4 ( m ) = 93. 6( km ) 


=100 X 10 


140 


12.3.25 —个假想的手电筒能将它的相当一部分静止质量转变成光，发射相当准直 

的光束，如果手电筒开始处于静止，静止质量为 mo . 接通开关并允许它沿一直线自由地运 
动.求当它相对于原静参考系具有速度 I 时的静止质量 m (不假定 c 》 v \ 
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參 


设当手电筒速度为 r 时，已发射的全部光子的总能量为£，全部光子的总动量为 
，方向与^的方向相反. 




£ 


c 


根据能量守恒和动量守恒， 


C 




+ £ = m 0 c 


( 1 ) 


v 


1 - -7 


C 


E 


mv 


( 2 ) 


—= 0 


c 


V 


1 — 


C 


式（2) +—式（1)， 


C 


+ v) 


= THqC 


V 


1 _ 


c 


2 


c 


V 


= m 0 


m 


o 


12. 3. 26 一个能 量为瓦 的光子被一个静止质量为 m e 的静止电子所散射，设散射后 
光子的能量为£/，入射光子与散射光子之间的夹角为心找出£,、£：/和6之间的关系. 

由能量守恒，设散射后电子具有能量为&， 

£/ + £ e 


Ei + 


( 1 ) 


eC 




由动量守恒，设散射后电子具有动量外， 


Pi = Pf + P 


( 2 ) 


e 


电子的能量和动量有下列关系: 


E\ = mlc 4 + pic 


(3) 


用式（1)、（3)， 


(£, + m e c 2 — EfY = mlc A + pi 


(4) 


c 


由式（2)， 


pl = 


Pe = iPi — Pf) # (Pr — Pf) 

pf + />/ — 2pi • pf 


Vj 


(5) 




将式 (5) 代入式 (4), 


{E t 4 - m e c 2 — E f Y = mb 4 十（九？ + — 2p t . • P/)c 2 


(6) 


E.Ef 


Ef 


E , 


没代入式 (6)， 化简后得 

EiEf(l — cos6) = m t c z {Ei — Ef) 


用 Pt = 


~Pf 


COS 


c 


c 


c 


1 — cos 汐 




Ef E ( 

一个静止的 7 T + 介子衰变为，子和中微子，三者的静止质量分别为 
和零，求/!+子和中微子的动能 T”T 


12. 3. 27 


m 




v* 
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聲 


由能量守恒和动量守恒 




— E 


rrO^ 




E 


0 = 


c 


这里规定沿中微子运动的方向 v >0. 消去 £ v ，得 


C 


1 — 卢 


m K0 — 


= m 




M 0 


1 + 


mlp _ 2 ^ _ 


1 + /3 

_ 1 _/5, 


m 


m 


m 




m 


o c 




m 


T tt = 


piO^ 


/i0^ 


2 

irO 




1 


MO 


— m ^) 


c 


2 m 


lo — 

2 m 的 


niaoC 


T v = £ 




c 


12. 3. 28 静止质量均为 9. llX 10- 31 kg 的一个电子和一个正电子相碰撞，两粒子消 

失产生电磁辐射，若湮没前均静止，求辖射出的能量. 

由能量守恒，辐射出的能量 

E = 2m e c 2 = 2 X 9. 11 X 10 -31 X (3 X 10 8 ) 2 = 1. 64 X 10 ~ 13 J 

12. 3. 29 两个静止质量均为 m 。 的粒子，一个处于静止状态，另一个动能为其静能 

的6倍，两粒子做完全非弹性碰撞，求复合粒子的静止质量和速度. 

由能量守恒，复合粒子的 能量五 等于两粒子碰撞前的能量之和， 






+ (w 0 c 2 + 6m 0 c 2 ) = 8 


E = 


oC 


oC 


m 


由动量守恒，复合粒子的动量等于两粒子碰撞前的动量之和，其中一个静止,动量为 
零.复合粒子的动量等于碰撞前动能不为零的粒子的动量. 

对碰撞前动能不为零的粒子用能量和动量的 关系： 


Cm 0 c 2 4- Sm 0 c 2 ) 2 = moc 4 4 - c 2 p 2 

p = ^/iSm Q c 


对复合粒子写能量和动量的 关系： 

mV + c 2 p z = E 2 

代入 £ = 8 moC 2 ，/> 2 = 48 m § c 2 , 得 m = 4 m 0 * 

设复合粒子的速度为 I ， 


( m 是静止质量) 


v 


P = 


V 


1 — 




C 


V 


V 


’ + m ^ c 2 


m 2 c 2 


c 


V 


c 
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V 


— I — C 


12. 3. 30 —个静止质量为 m 。、 速率为 0. 8 c 沿 x 轴向正方向运动的粒子，衰变成两 

个静止质量均为 m 。 的粒子，其中一个以 0. 6 c 的速 率沿: y 袖向负方向运动 .求： 

(1) 另一个粒子的速率和运动 方向； 

( 2 ) mo/Mo. 

设另一个粒子的速率为)，速度与: T 轴的夹角为 (9. 

L* 1 

由衰变过程能量和动量守恒. 




2 


M 0 c 


m 0 c 


oC 


( 1 ) 


A/q X 0* 8c 


w 0 c/?cos^ 


( 2 ) 


0 c Jhind 


m 0 (— 0 t 6 c ) 


(3) 


0 = 


由式（2)、（3)，可得 


mW z 
1 - /? 2 


256城 + 81 m 


2 


16 


0 


+ —mg 






9 


16 


144 


256 Mg + 81 m 

256A/T-f^25m 

144 m 

256 Mg + 225 m 


0 


;? 2 = 


o 


o 


(4) 


0 


由式 （1) 可得 


m 2 0 


_144 m 

AOOMl - 600 M 0 w 0 + 225 m 


0 


0 


子 M 


— —T 饥 o 


o 


4 


与式 (4) 比较可得 


400祕一 600 M o m o + 225 m 2 0 = 256 M 4- 225 m 


0 


144 


m 0 


M 0 ^ = °* 24 


256 + 81(0. 24 尸 

256 + 225 X (0. 24) 2 

=/?c = 0. 985 c 


/? 2 = 


= 0. 9693 


V 


田式 （3〕 


Vi -/? 2 


sin 汐 = 


= 0* 1334 


~c 


V 


d = 0. 134 rad 或 7°40' 

12. 3. 31 —总能量为 £。、 静止质量为 m 。 的粒子，与一个具有相同静止质量的静止 
粒子发生完全弹性碰撞，散射后两粒子动能相等.求散射后两粒子速度的夹角，并讨论非 
相对论和极相对论两种极限情况. 
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# 


静止质量相同的粒子动能相等，则总能相等，速率相同.设散射后每个粒子的总 
能量为&，速率为 a ,散射前总能量为£。的粒子的速率为 

由能量守恒. 




I 


Vo 


E 0 + m 0 c 2 = 2 E X 


( 1 ) 


因为 


E — 


p — mv 


me ， 


考虑到碰撞后两粒子动能相等，碰撞前后，两粒子的 
速度，必有图 12. 21所示的情况. 

由动量守恒， 




E x 






0 


E x 


^1 


£ 


2 E , 


6 


0 


( 2 ) 


= — r ^ i cos 


c 


€ 


12. 21 


由 


m 0 c 


m 0 c 


，五 i = 


E 


0 




幻 1 


1 - 


1 — 


c 


c 


解出 


m 0 c 


m 0 c 


1 - 


1 - 


Vi = c 


V Q = c 


E 


E l 


0 


代入式 (2)， 并用式 (1)， 


将 


Vo^V ： 


d 


m 0 c 


qC 


m 


— 2 Ei 


E 


1 — 


1 — 


cos ~ 


0 


E 1 


E 


0 


4mpC 

(£。+ m 0 c 2 ) 


4 


Q 


= (五。 + m 0 c z ) a /1 — 


cos — 


6 


cos ~r 


约去等号两边的共同因子 V £ 


£o + 


0^ 


COS — 


2 


E 0 + 3 m Q c 


2 


£o + rn〆 

E 0 + 3 m 0 c 


6 = 2 arc cos 


非相对论极限. 


— mv 2 <$C E 


L -L 2 

+ — mv 1 ， 


E — 


oC 


0 


E 0 ^ m 0 c 


d ^ 2 arc cos 


O 


亡 = 90 


2 


极相对论极限. 
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奉 


攀 


E 》 m Q c z ， 


E 0 》 m 0 c 
6 = 2 arc cosl = 0 


个能量为五。的反质子与一处于静止的质子相互作用，产生两静止质量 
均为的粒子，其中一个在实验室中在与入射方向成90°角的方向上被探测到，求这个 
粒子的总能量 £ s ，并证明它与 m x > E 0 均无关. 

质子和反质子具有相同的静止质量 m p . 设反质 
子的动量为外，与质子相互作用产生的两粒子的动量分 
别为 九、外 ，相互作用情况如图 12. 22所示. 

由动量守恒. 


12. 1 32 


———,_ ^ 




E S ， P' 


O 昼- 




po = p 2 cosd , p 1 = p 2 sind 

p 2 = Po Pi 


Pi 


由能量守恒， 


® 12 . 22 


£ s + V c 2 p \ + m\c 


E 0 + m p c 


_ 


从后两式消去外，可得 


(£ 0 + m p c 2 ) 2 + E 

用 ，上式可化为 

mlc 4 + E 0 m p c 2 = E S ( E 0 + rn p c 2 ) 


2(£ 0 + m ? c 2 )E 


^Po pi ) + Tn 2 x c 




所以 


E 


E , 仅与质子(或反质子）的静止质量有关，与 E 0 爲 均无关. 

12. 3. 33 宇航员开亮一个普通的手电筒，将它扔入太空（电筒围绕它的轴稳定地自 

转），问两小时后电池用完之时，这个“光子火箭”获得多大的附加速度？ 

假定电筒的小灯泡位于拋射面的焦点，使发出的光子几乎都平行于电筒的轴线. 
设电筒的功率为 AKW ) ,开亮后经 时间 〆 以 s 为单位），发出的光子的总能量为 £= M ， 如 
靠电筒稳定自转，保持电筒的取向不变.当电池用完时，发出的光子的总动量为 

E Nt N X 2 X 3600 


= 2. 4 X 10 ~ 5 N 


P — ^ 


3 X 10 

由动量守恒，手电筒将附加相反方向的动量，“光子火箭”获得相反的附加速度，其大小为 


Nt 


A ▲ ▼ w 

/x^t - 


对宇航员来说，这 Ar 是“光子火箭”获得的相反的速度的大小， m 是手电筒的质量，由于 
Az ; 很小，近似为静止质量. 

若 N =1 W ，m = 0. 3 kg，t = 2 h (小时）， 

1. 2 X 3600 

0. 3 X 3 X 10 

12. 3. 34 等效原理断言引力质量和惯性质量相等.光子有不等于零的引力质量吗? 
设光子朝着地球落下距离 10 m ， 计算对光子频率的影响.用什么实验技术可以测出这个频 

率变化？ 


8 X 10一 5 m/s 


Av — 
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泰 


光子的引力质量不等于零，根据等效原理，光子的引力质量等于其惯性质量，光 
子的静止质量等于零，但惯性质量不等于零， 


E 


hv 


c 


c 


当光子在地球引力场中落下距离/时，它的能量增加，因此频率也增大， 


si 


hv ! = + mgl — hu I -\- 


c 


(这里用了 m = 普)， 


si 




△V 


Av = 


v ， 


v 


c 


c 


当 / = 10 m 时， 


Av 


9, 8 X 10 
(3 X 10 s ) 

这微小的频率变化可用穆斯堡尔效应作实验探测到. 

3. 35 考虑一个能量非常髙的散射实验，参与散射的两个粒子具有相同的静止质 
w 。， 其中一个原来处于静止，另一个以动量/> 入射： 

(1) 求质心的速度 〆 ； 

(2) 在极相对论极兩 pc ^> moc 2 下，求此系统在质心平动参考系中的总能量 

(1) 设在实验室参考系中具有动量/>的粒子速度为在质心平动参考系中速 


—15 


= M X 10 


v 


度为％， 


# 


Ui — V 


Vi = 




V 


1 - 




c 


另一粒子在质心平动参考系中的 速度为 


v 2 f 


侍 


1) •— V 




V 


v 2 = 


V 


1 - -T • 0 


2 


€ 


在质心平动参考系中 ，系统 的总动量为零 • 


m 0 (— 〆 ) 


m 0 vi 


— 0 


2 


* 




V 


1 


1 - 


C 


C 


jVl/c) _ 

1 — (vi/c) 2 1 — OVc) 2 ’ 


( v */ c ) 


可得 


Vi = V 


* 


Ui — V 




■ ■■ 


* 


V 


1 - 




C 2 


— 2c 2 v ^ + u x c 2 = 0 


UiV 


c 4 - u 2 x c 2 


c 2 —— 


( 1 ) 




V 


u x 
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* 


* 


另一个/的根已舍去. 

在实验室参考系中， 


m 0 Ui 


p = 


Ui 


1 — 


c 


解出 


( 2 ) 


将式 (2) 代入式 (1) ，经计算可得 


2 


C 


oC 


* 


V 


P 


可以检验应有的关系 v *< iu \ 成立 

(2) 用极相对论极限 


0^ 


Vi = v m ^ C 1 — 


p 


2 


m 0 c 


0 C 


Ei = 


2m 0 pc 






1 - 


c 


oC 


E 


=Ei 


搞 




— V 


1 — 


c 


所以 


3 


E* = + E 

lg 以 0. 9 倍光速运动的粒子，与静止质量 m 2 = 10 g 的 
静止粒子发生正碰，并嵌入其中，产生的复合粒子的静止质量和速度多大？ 

(2) 假定叫静止， m 2 应以多大的速度运动，才能产生与 （1) 有相同静止质量的复合 


2m 0 pc 


12,3.36 (1) 静止质量 


mi 




粒子？ 


(3) 若叫静止， m 2 应以多大的速度运动，才能产生与 （1) 有相同速度的复合粒子. 

(1) 设复合粒子的静止质量为 M ， 速度为 V (或决).由碰撞过程动量和能量守恒， 




Mc z 




+ m 2 c 2 = 


可解出 


nii^c 


V = (k = 


1/2 


2w 1 m 2 


m\ + m z 2 ^ 


M = 
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代入 mi — 1 X 10— 3 kg ，的 = 0. 9 ， m 2 = 10X 10— 3 kg ， 得 

V = 0* 168d=12. lXlcr 3 kg 或 12. lg. 

(2) 若静止，以 iV 的速度与正碰，产生的复合粒子质量 M 为 

2m 


1/2 




m 


M = 


与 （1) 中 M 的表达式比较，的数值均相同，必有/?2 = A ，即％应以 0* 9倍光速 
运动， 


(3) 若叫静止， w 2 以/V的速度运动，复合粒子的速度为 


m z ^ z c 




m z + m x 


要复合粒子的速度与 (1) 中的相同. 


m 2 /? 2 c 


= 0. 168( 


m t + m x 


代入叫、讲 2 的数据，可得 


10A = 1. 68 + 0. 168 

A = 0. 186或 0. 150 


可解出 

显然只能取/?2 = 0.186.因为动量守恒要求 


因此， /?2 = 0. 150</?( = 0. 168) 是不可能的，结论是 


M>m 2 , 必有 


> 


m 2 


1 — /?2 1 —夕” 

应以 0.186c 的速度 运动. 


12. 3. 37静能为 494 MeV 的 K 介子衰变成静能为 106MeV 的 /x 子和静能为零的中 

微子，求由静止的 K 介子衰变成的 M 子和中微子的动能. 

根据能量守恒 


p\c 2 + rn\c^ + p^c 


m^c 2 = 




由动量守恒， 


一 Pn ， p}x = pv 


P 




V 


代入上式，解出 p 


H， 


p 






K 


2\2^2 


E 




2m K 


= 258MeV 


2. 494/c 

= 258 - 106 = 152MeV 


7' = E 


— rn^c 






第十二章狭义相对论力学 


1039 
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■ 


= 236 MeV 


E v = p v c = p^c = 




K 


T v = E v - m v c 2 ^ E v = 236 MeV 

7 V 、 T v 分别是在实验室参考系中 m 子和中微子的动能. 

12. 3. 38可以通过辐射 Y 量子的方法使被激励的原子核返回基态.设基态的质量即 
原子核的静止质量为 m 。， 激发能(处于该激发态时原子核的能量减去处于基态时的能量) 
为△£，求辐射出的7量子的频率. 

根据能量守恒和动量守恒， 


m 0 c 


? 71 qC 2 △五 = 


( 1 ) 


+ hv 


m 0 pc 


hv 


( 2 ) 


c 


其中 /?= 子. 

关于第一个式子作些说明.原来处于激发态的原子核是静止的，辐射量子回到基态 
的原子核不可能是静止的，因为要迤从动量守恒定律3量子的动量不为零，处于基态的 
原子核必具有与7量子等值异号的动量. 

由式 (2) 可求 




1 — 


{hvY + irn 0 c 2 ) 

(m 0 c 2 ) 2 


( hu ) 


1 — 俨 


/? 2 


1 






■s 


i 


(/u 0 2 + (m 0 c 2 ) 


2 


2 


m 0 c 


代入式 （1)， 


( Av ) 2 + ( m 0 c 2 ) 2 + hv 


+ △£ 

+ 2m 0 c z 

2( A £ + m 0 c 2 ) 


m 0 c 




AE 


解出 


A £ 1 - 




2( A £ + m 0 c 2 ) 


A £ 


A £ 


1 — 


u = 




2( A £ + rn 0 c 2 ) 

一 个静止质量为 M q 的静止粒子裂变为静止质量分别为 mi 。和 m 2C) 的两粒 
子，裂变能 M 0 c z - ( m 10 + m 20 k 2 在这两个粒子间如何分配？ 

由能量守恒. 


h 


12. 3. 39 


m 


+ 7\ + m 20 c 2 + T 


( 1 ) 


A/oC 


= m l0 c 


由 12. 3. 20 题得动量和动能有下列关系: 


T l { T l + 2 m l 0 c 2 ) 


Pi = ~ 


c 


T 2 ( T 2 + 2 m zo c 2 ) 


Pi =— 


c 


由动量守恒， 
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Pl + P2 = 0 ， 

7\(了 i 十 2 m 10 c 2 ) — T 2 ( T 2 + 2 m 20 c 2 ^ 


P\ = Pi 


所以 


( 2 ) 


用式 (1) 消去式 (2) 中的: r 2 , 

Ti(Ti + 2 m 10 c 2 ) = [( M 0 — 

经计算，解出 


— ^2 o )^ 2 — 了1 + 2 m Z oC 2 ^\ 


— m 20 ) c 2 — T\][(Mo — 


m 


mi 


10 


10 


T 1 = 2 ^ 匸(从。— w io ) 2 — 


) 2 — mlo^c 


T 2 = (M 0 — m 10 — m 20 )c 2 — 


[(Mo- 


10 


2 A/q 


= 2M — W20 ) 2 — 


由于(1)、（2)两式中，脚标 1、2 对调，两方程不变，因此得到 7\ 的式子后，可将式中1与2 

对调，立即 写出了 2 的式子.现两式确有这种情况，可作为计算无误的一种检验. 

12 . 3 . 40 静止的电子偶湮没时产生两个光子，如果其中一个光子再与另一个静止电 

子发生碰撞，它能给予这个电子的最大速度多大？ 

解由能量守恒， 


— ^/fxv 

hv = m 0 c 2 


( 1 ) 


写上述能量关系时，已考虑了动量守恒，静止的电子偶动量为零，产生的两个光子也必须 
总动量为零,必然有两个光子的频率相同，运动方向相反. 

一 个光子与静止电子发生碰撞，由能量关系， 

hv 


( 2 ) 


= me 


oC 


m 


静止电子获得速度， 


> m 0 c 2 ，故 v ’ < 


2 




me 


考虑一般情况如图 12. 23所示， 

写动量守恒 关系: 


Pc 


m Q 尽 c 


hv f 


hv 


(3) 


cos 汐 + — cos 沪 


c 


c 


fie 


hu f 


m 


o 


sin 夕 = 


(4) 


sin ^ 


c 


从式 (3)、（4) 消去得 


12.23 


( m 0 /? c 2 ) 

1 二妒 


2 hv • m 0 j 3 c 


= ( hv f ) 


(5) 


cosd + 


( hu ) 


由 （2)、（5) 两式，消去 Ai / ，可得 


2 hum 0 c 2 


2( m 0 c 2 ) 2 


( m 0 c 2 ) 


-- 2 hvm Q c 


( m 0 /3 c 2 ) 2 

1 一 ㈢ 2 


2 hvm 0 j 3 c 


( 6 ) 


cos 汐 + 
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用式(1)，式 (6) 可化为 


2 Vl — /? 2 = (2 — /?cos 汐 ) 


两边平方，可解出 


4cos^ 

4 + cos 2 汐 

d/3 = 4(4 — cos 2 &) 

dcos 汐 —（4 + cos 2 汐 ） 2 


/?= 


> 0 


(注意 _ l ^ cos ^^ l ) 

/?是 COW 的单调递增函数， 


« 


_ 4 (cos 汐 ) 

4 (COS^^)max 5 


4 


An 


ax 


4 


故与静止电子发生碰撞的光子能给予这个电子的最大速度是 

在气泡室中经常能观察到由光子产生电子-正电子对的反应•试证明除非 
有其他粒子 的介入 ，比如一个核子，则这样的转化是不可 能的. 


12 . 3 . 41 


y—e_+e 


这样的反应可以不违背能量守恒定律，但一定违背动量守恒定律 • 

假定发生上述反应，在任何惯性参考系中,动量守恒均应 成立. 我们可取 e ' e + 系统 

的质心平动参考系，在此参考系中，系统的动量为零.可反应前光子的动量不为零，因为不 

_ 

可能找到一个参考系，在其中光子是静 止的. 这个设想的反应既然违背了它应遵从的定 
律，这个反应就不可能发生. 

假如有其他粒子例如核子参与反应，能量和动量守恒均能满足 ♦ 

设核子的静止质量为原来是静止的，产生的正电子、电子对也静止，需要光子具 

有的能量为£、能量守恒关系为 


£ + Me 2 = M7c 2 + 2m e c 


( 1 ) 


^=— fV 是反应后核子具有的速度. 


其中7 = 


动量守恒关系为 


E 


—= MY 


c 




因为 


7 = 


1 _ 二 




7 2 


E 


( 2 ) 


7 2 = 1 + (W = 1 + 


Me 2 


用 （2) 式消去 (1) 式中的 


(£ + Me 2 — 2m^c 2 ') 2 = £ 2 + M z c^ 


M — m e 1 9 

——— — ^ m e c 2 

A/ — 2^e / 

因 M 》 m e ， 光子所需的能量稍大于电子-正电子对的静能即可 


E = 2 
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12 . 3 . 42 —电子束被固定的散射靶散射，如图12, 24所示，散射是弹性的，每个电子 

( m 。 为电子的静止质量），电子束流量为每秒钟流过 Q 个电子 .求： 

(1) 入射电子的 速度； 

(2) 电子作用在散射靶上的力的大小和方向. 


具有能量五= 


~m 0 c 


( 1 ) 


E = mc 


45 


^ rrn 0 c 


45 


4 


所以 


图 12. 24 


(2) 因为是弹性碰撞，所以碰撞前后电子速率不变，且电子束的入 
射角等于反射角，电子的速度的切向分量不变，法向分量反号，入射电子的法向分量为 


2 -/y 


4 


cos 45 


P 


0^ 


m 


每个电子散射时动量的改变童为 


4 vT 


= 2pn ~ 


m 0 c 


电子束给予粑的作用力等于一秒钟内电子束给予靶的冲量，其大小也等于靶给予一 
秒钟内入射电子的作用力之和，等于一秒钟内被散射电子的动量的改变量之和. 

4-/y 


F = Q △ 户 — 


Qm 0 c 


其方向沿入射电子速度的法向分量的方向. 

一 个静止质量为 m 、 能量为£的粒子，跟另一个静止质量为 M 的静止粒子 

发生弹性碰撞，求碰撞后这个粒子的能量 A 与散射角0的关系，讨论 m = 0 的情况(康普 

顿效应). 


12 . 3 . 43 


解用 P 和 A 表示静止质量为 m 的粒子碰撞前后的动量，五 2 和 p 2 表示静止质量为 
M 的粒子碰撞后的能量和动量（图 12.25). 

由能量和动量守恒， 


E + Me 2 = E x + E 2 

P = pxCOsd + p2^0S<p 

pxsind = p 2 sin<p 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


用 £ 2 = c 2 /> 2 + mV ， 式 （2)、（3) 可改写为 


El 


E 


E 


— M 2 c 2 co^<p 


— m 2 c 2 cosd 


- — 


E\ 


E 


— M 2 c 2 s\n<p 


sin 汐 = 


me 


两式平方相加，得 


图 12. 25 
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_ 


— m 2 c 2 1 cos 汐 


气一 MV 


c 


c 


用式 （1) 消去上式中的£ 2 ,即得 Edd 的关系 


(£ — E x )Mc 2 - ££：! + V (£ 2 - wVKEi - m 2 c A )cos6 + mV = 0 


当 


0时，£ =心,光子打在静止的自由电子上产生康普顿散射 




(Av — hvi)Mc 2 — h z W\ 4- h 2 vv x zo^6 — 0 


h 


= J^i(l — cos 汐 ) 


^1 


u 


12 . 3 . 44 以速度 i ； 运动、静止质量为 w 的； r ° 介子裂变成两个7童子， 设在舻 介子 
静止的参考系内，7量子按飞散方向的分布是各向同性的，试确定相对于实验室参考系的 


下列各量 


(1) 其中一个 Y 量子 按与# 介子运动方向成0角飞散的 概率； 

(2) 一个7量子以0角飞散，另一个7量子飞散的 方向； 

_ 

(3) 按 (2) 飞散的两个 Y 量子的能量. 

解 （1) 设系分别为实验室参考 系和/ 介子在其中静止的参考系. 

在 义系中 ，一 个* y 量子飞散方向是各向同性的，在少〜少 + d 少内 飞散的概率为 


dW = — • 2 兀 siWd# = —sin^d^ 


拉 


由 12. 2. 13题证明的在系内光线与: r ' d 轴的夹角少 J 间的关系. 


v 


cos 俨 = 


1 — /?cos 汐 ’ 


€ 


(1 — /? 2 ) sin ^ d ^ 


— sin 汐 M 汐 '= 


(1 — /3cos 汐 ) 

在实验室参考系 S 内飞散到0〜0+狀内的概率为 


dW — 


sinddd 


2(1 — pcosdY 

(2) 在 V 系中，一个7量子的飞散角为夕，则另一个 Y 量子的飞散角的 =7 T + y ，在 S 


系中飞散角为 A ， 


COS ^! = 


1 + ^3cos (tt + 外） 1 — ^cos6 f 


cosd—B 

— ficOFl ) 


。代入上式，经计算可得 


将 cos 穸 


丄 


cosdi 




1 + 沒 2 — 2/?cos 汐 

(3) 方法 一:在 ^系内，两个 y 量子的能量均为 


或 hv f = hi^i = 


E f = E\ = 


c 


—me 


用横向多普勒效应公式 


V 




1 — l^cosd 
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一个 Y 量子在 S 系中的能量为 


hv 


E = hu = 


—me 


1 — ^cosd 


1 — ^ cos $ 


另一个 Y 量子在 S 系中的能量为 


Ei =hvi 


—me 


— 1 - iScosS, 




1 + /? 2 — 2/?cos^ 


—me 


(1 




可以验证 


me 


E + E l 




方法二 :用能 量变换关系， 


E f + vp f x 


E = 


hv f 


cosff — 


今 


E f = 


P 


二 me 


—mc^ 


1 — /? cos ^ 


jr 


c 


hV 


p\x = : cos% 


E[ = 了 me 、 


c 








2 1 — pcosd 


€ 


代入上述变换关系，立即得到£ 和私 的上述表达式. 

一个能 量为艮 的光子与一个能量为 £ 》 m 0 c 2 (m 0 为静止质量)的电子发生 


3 




碰撞 


(1) 若在实验室参考系中光子运动方向与电子运动方向的夹角为^碰撞前光子在电 
子参考系中的能量 k 等于多少？ 

(2) 若电子的反冲可以略去，光子在电子参考系中的能量不会因为碰撞而 

改变,问碰撞后光子在实验室参考系中能量的最小值和最大值各是多少？ 

解 （1) 取电子运动方向为 X 轴，则在实验室参考系 CS 系）中光子的动量在: T 方向 


的分量为 


E 


=- " COS ^ 


P 


X 


C 


根据能量变换关系，在电子参考系 C 系）中光子的能量舡为 


V 


—— COS&) 


E v (l 




C 


( 1 ) 


K 


V 


V 


1 - 


C 


C 


其中 t ； 是在实验室参考系 CS 系）中电子的速度，也即 V 系对 S 系的速度(沿: T 方向）， 


m 0 c 


E = 


v 


1 _ 




C 


E 


( 2 ) 


m Q c 


v 




c 
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1—笔〜 1 — 笔 


v 


( 3 ) 


2 


2 


E 


2 E 


€ 


(这里用了 £》 m 0 c 2 ). 

将式(2)、（3)代入式(1)，得 


E 


cos 夕]五 


0( 


E[ = - ； (1 — cos 没 ）+ 

Lm 0 c ^ 


2 E 




(2) 苽 《 m /， 光子与电子发生碰撞时，可以不计电子的反冲，在电子参考系（ V 系) 
中，碰撞时光子的能量不变，碰撞后仍为 


2 


[£? (1 - cos0) + 1f cos ^] £ 


E [ = 


V 


能量的最小值和最大值的0值由 


dE [ 


~ T 7 T = 0 


d 沒 


求出， 


m 0 c 2 


d£' v 


E 


- ； sin ^ — 

m 0 c 
sin 汐 = 0 ， 


sin ^ E v 


0 




dd 


2 E 


6 = 0 , 兀 


d 2 El 


E 


fm 


- ~\ E v cosd 


dd 2 


2 E 


0 C 


E 


oC 


mi 


因为 


E 》 m 0 c 2 ， 


> 0 


2 E 


m 0 c 


d 2 Ei 


6 = 0 时， 


El 最小， 


可见， 


> 0 , 


d 炉 


d 2 £L 


El 最大 

cosOJ 五 


0 = 苁时， 


¥ <0 , 


^( 1 - 0080 )+^ 


m 0 c 


EL 


E 


V 


2 E 


V 


E 


2 E 


2 E 


0( 


0( 


fm 


E ^^? E 


E [ 


(1 - COSTT) + -T7T 


V 


i^max 


2 E 


2 E 


m Q c 


m 0 c 


再用能量变换关系 


E 


V 


V 


c 


V 


m 0 c 




c 


qC 


m 


E 


E 


E 

^vmin 


— Tf - 

2 E 


V J 


V 


2 E 


2 E 


v 


v 


1 — 


c 


c 


V 


2 E 


2 E 


2 E 


c 


E 


E v = 


E 


v - « 


V 


X 


■inn 


m 0 c 


v 


oC 


m 0 c 


1 


v 






c 


c 
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暑 


m\c 


代入 i 〜 1 — 


，经计 算可得 


2 E 


c 


m 0 c 


E 


E 


% 


2 E 


2 E 


E 


E 




0^ 


注 意:在计算瓦 ^ nin 时，碰撞前 A 沿2轴正向 （0=0), 碰撞后反向，沿/轴负向，故代 

而在计算£_时，碰撞前沿乂轴负向(卜兀），碰撞后反向，沿/ 


2 


E 


m 0 c 


入 p f ux = — 


2 E 


c 


E [ 


2 E E v 


3计算 K 时用了 


轴正向，故代入 />tx = 


C 


C 


0( 


m 


12 . 3.46 相距为 a 的两个点电荷 和仍 ，在垂直于 

它们的连线的方向上以匀速度^运动，试确定它们的相互 
作用力 • 


方法 一:取 W 系分别为实验室参考系和固连于 
两个点电荷的参考系，取 a / 轴沿点电荷在 s 系中的运动 

方向 ，义 系对 *5 系以速度^沿 a 轴正向运动, u 、/、 y 轴 
如图 12. 26所示. 

在义 系中，点电荷 &受点 电荷仍的作用力为静电场 
产生的库仑力， 


y 


12*26 


<h<h 

4 ： 7re 0 a 


F 


QiQz 

4 ： 7te 0 a 2 ’ 


FL = 


F f x — 0 ， 


由力的变换公式， 


V 


V 


+ — F f 


1 — 


V 




c 


c 


F 、• = F [ 


Fx = 


Vr4 




1 


2 


c 


c 


V 


1 






c 


F z = F f z 


Vv f x 


€ 


今 V " = u ’ =0,代入上述 


< h<h 

i^te 0 a 


v 


， F z = 0 


F ,= 0, F 


1 






c 


方法 二:用 相对论电动力学关于电磁场的变换公式, 


{E + V X B ) 


17 / _ 

Mlt | ■_■■■■ 


= E 


//, 


y 


l - 




c 
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鲁 


辱 


B f " = B //， = 


(B - X E ) ± 


c 


2 


V 


c 


今把与系相对运动方向垂直的两个关系改为 


- V X B f ) 


五丄= 


V 


1 — 




C 


( B ， + 今 V X E ! ) ± 


C 




1 一 




C 


<h 


今 


£'，= 0，五’丄= 


， B f —0 fV=vi 


4 ： ne 0 a 


代入电磁场的变换公式，得 


] E x — 0 


£// = 0 


<h 


<h 


E 


- 0 


A 7 re 0 a 


2 


v 


v 


47 re 0 a 2 a / 1 — 


1 - 




c 


c 


<h 


9 K z = 0 


E 


y 


V 


A7te 0 a z a 1 — 




c 


£// = 0,即 = o 


V 


Ph 


Qi 


c 


k 


0 + ~vi X 


A 7 re 0 a 


c 


V 


V 


47T€ 0 a 2 a 1 — 


1 — 




c 


c 


V 




c 


By = 0 9 B 


X 


V 


4?re 0 a 2 ' /1 — 


c 


点电荷以受到力为 


F = q z {E + t ; X B ) 


v 




Qi 


€ 


j + vi X 


= ?2 


V 


V 


A7te 0 a 2 A 1 — 


47rs 0 a 2 a 1 — 






c 


c 


< hQ 2 

Ane 0 a 


V 


1 






c 


与方法一的结果完全相同. 
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參 


♦ 


12. 4 四维矢量 


12. 4. 1 (1) 已知 （ r ， d ) 是一个相对论性四维矢量，证明 U ， w ) 是相对论性四维矢 


(2) 已知一原子在静止时放射出角频率为叫的光，且这原子以速率 r 朝向或离开一 
观察者运动,利用洛伦兹变换就两种情况(朝向或离开)导出观察者观察到的角频率公式. 

a) 考虑在惯性系 s 中一平面电磁波 

在另一个惯性系 V 中, V 相对于 S 沿 r 轴以 V 的速度运动 • F 、灰与 E 、 B 有下列关系 

B 9 // — B 


i(fc*r—oc) 


=及。6 


£0/ = E 


//， 


II 


五’丄 = 


(五丄+ V X 忍丄） 


y 


1 






C 


( Dx 五丄） 


C 


V 


1 — 




C 


这些关系要求 E 、 B 、 E 、 B f 的指数函数是不变量，即 


k f * r f — w f t f = k 


( 1 ) 


r — wt 


已知是相对论性四维矢量， 


V 


ct — —X 


- Vt 


C 


X 


Z = z ^ ct 


y = yy 


X 


v 


v 


1 






c 


c 


(々1， 怂，是 3)， k f = (々 ww 3 ) 


设 


k 






— rx 


2 


x — V t 


c 


十 k f 2 y + k r 3 z — oJ 


k f • r f — co f t f —k\ 


V 


V 


1 — 




C 


c 


V 

k [ + 


< o f + Vk [ 


c 


+ ^2^ + 以— 


X 






i — 


l - 






c 


c 


( 2 ) 


— k x x + k 2 y + k z z — cot 


上述推导中用了 ( r ， rt ) 与 ( rW ) 间的洛伦兹变换关系以及式 (1) 

比较式 (2) 两边 * r 、： y 、2：、《 的系数，得 


V 

k \ + 


c 


， = k’l ， = ^3 


V 


1 






c 
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_ 


# 


o / + Vk [ 


z 




c 


其逆变换 


y 


v 


CO 


(O 


k ,-— 


c c 


CO 


c 


c 


> ^2 = 是2， ^3 = 走3, 






c 


2 


V 


V 




1 - 






c 


c 


V 


V 


ct 


Ct — — X 


X 


c 


c 


与 


y = y^ z = z f ct 


X 


2 


y 


v 


l — 




c 


c 


有完全相同的变换关系，因此， （ r ， ct ) 是相对论性四维矢量， （ Jk ，2) 或 ( dk ， o >) 也是相对论 


C 


性四维矢量. 


(2) 取观察者静止的参考系为 S 系，原子处于静止的参考系为 V 系， x 、 Y 轴的正向与 


义系对 S 系的速度方向一致 


仞0 


原子朝向观察者运动时， o / = 


Wo^k ] 


c 


V 


r 如 0 


T ； 


COq 


如 Vk \ 

(v\ z 


co 


c 


c 


= ⑴ 0 


w 


V 


y 


l 






1 


l — 


c 




c 


c 


—^2 

— ， 


原子离开观察者运动时， o / =叫次= 


C 


V 


叫 + a — % 


1 






C 


C 


(V 


=^0 


y 


2 


y 


1 - 


C 




C 


写出四维位置矢量的洛伦兹变换，导出四维动量矢量的洛伦兹变换 

I 

四维位置矢量的洛伦兹变换为 


12-4 


x ’ = 7 {x — 择 ct ) ， y * 


ct f = y{ct — /?x) 


: y ， 


z = z y 




V 


其中 /?= 


c 


/2 + y 2 + 之 /2 — ict f ) 2 =7 2 [j: 2 — Z^ctx 4 - (/?ci) 2 ] + ： y 2 + 

— y 2 [oo 2 — 2fictx + ( 知 ) 2 ] 

7 2 (1 - /? 2 )x 2 + y + z 2 — 7 2 (1 - /3 2 )(ct) 2 

=x z ^\~ y 2 z 2 — (^) 2 


z 


x 




上述式子说明四维位置矢量具有下列性质 


x 2 + y + ^ — { ay 为不变量 
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_ 


由相对论粒子的能量动量关系 


E z = EI- {- c 2 p 2 


其中£ 0 是静能， 


2 


E 


E 


E 


0 


=常量 


P 2 — 


= pi pi pi ~ 


c 


€ 


C 


E 


可见，粒子的动量，能量或四维动量矢量具有类似于 ( r , d ) 的不变量，即 


c 


E 


为不变量 


Pi Pi Pi ~ 


€ 


E 


与工士与 与 Z 、 匕与 ct 间均有 一一 对应关系，因此，把动量、能量写成上述四维动 

量，也有与四维位置矢量相同的洛伦兹变换，即对于 y 系对 S 系的速度为 d 时，有 


P 


X 


E f 


E 


E 


— 轉 px) 


/ >L = — /? —)» py = P 


Pz = Pz ， 


y ， 


C 


c 


€ 


E 


把 O ， c 0 和 ( p ， 夂)的变换写成矩阵形式 


c 


o 0 - fir 

10 0 


7 


x 


x 


0 


: V 


: V 


0 


0 0 1 

—/sy o o 


z 


z 


7 


ct 


ct 




p 


X 


0 0 _ 

0 0 


7 


p 


p 


y 


y 


0 


Pz 


p 


Z 


0 0 1 

-/?/ 0 0 


0 


E 


E f 


7 


c 


€ 


3 试证对于两个粒子的系统，若 p 、 E 分别为系统的总动量和总能量，则 

pl^r P 2 y + pz — 


E 


c 


为洛伦兹变换下的不变量 • 

证明 设在* S 系中两个粒子的动量分别为 Pl ， P 2^ 能量分别为私在 V 系中，两个 
粒子的动量分别为¥、¥，能量分别为担、崧 •义系 相对于 S 系以 D 的速率沿 X 正向运动. 

无疑每个粒子分别有下列洛伦兹变换不 变性： 


2 


E 


P f u + ^Xy + P f u — I 


= P\x + Ply + Pu — 


( 1 ) 


C 


C 


2 


E 


E f 2 


P f 2x + Pzy + P f 2z 


= Plx + Ply + P\z 一 


( 2 ) 




€ 


C 


要证明 


E\ + E f 2 


(plx + P f 2x) 2 + (ply + p f Zy) 2 + ip\z + PlzY — 


C 
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E,+E 


= iplx + p2a：y + (夕 l：y + Pz y y + (pU + PlzY — 


显然，将上式展开减去前两式，约去两边的公因子 2, 应有 


E\E f 2 


E.E 


P\xp2x + PlyPty + P\zp2z — 


= P\xp2x + PlyPly + PuPlz 


对 (P”f)， 卜， f) 


分别写出洛伦兹变换式 


E \ 


E 1 


E , 


Plx = A P\X — p — \ ， 


Plz = Pu ， 


— PP 


E f 2 


E 


E 


P f 2 x = ^ Pzx — 译一 1 ， 


— /?/> 


= 7 


E[E f z 


PlxpZx + PlyPzy + Plzp2z — 


^ p\x 一 p 


M 知-卢 f) 


E l 


E , 


E 


+ Plyp2y + PuPtz + ^ ~T ~ I^P 


—尽 P 


7 


E X E 


7 2 (1 — j^ 2 )plxp2x + Plyp2y + Plzp2z — 7 2 (1 — ) 


E X E 


^PlxPzx 4 - PlyPly + PlzPzz — 


(3) 


E 


这正是我们期待的关系，式 （1)、 式 (2) 和式 (3) 的两倍相加，即得 /4+W+W — 


为不 


变量 • 


显然，对于 n 个粒子的系统，由于任何两个粒子间均有式 (3) 那样的式子成立，对于整 


E 


也是不变量.对于一个反应，因反应前后动量守恒，能童也守恒;对于 


个系统，/> 2 — 


孤立系统，不仅反应前后这个不变量也成立，而且是守恒的. 

12 . 4 . 4 问两束动能均为： T 的质子迎头碰撞的反应与多大动能的单束质子跟静止 


的质子碰撞时的反应相同. 

考虑迎头碰撞的两个粒子组成的系统,£ 2 — c 2 /» 2 是洛伦兹变换下的不变量. 
对于实验室参考系 ,£ = 2W 2 +T) ，/ > = 0. 其中 m。 为粒子的静止质量. 

考虑其中一个质子为静止的参考系，这个粒子的能量为 

能量为、动量为 />' ，系统能量为 + moc 2 , 动量为〆. 

所述不变量给出 关系： 


，动量为零，另一个粒子 


oC 


{E f + m 0 c 2 ) 2 — c 2 p f2 = [_2(m 0 c 2 + T)] 


由粒子的能量、动量间的关系， 


c 2 p f2 + m\c 


E f 




两式消去〆，可解出 


2T 2 + 4Tm 0 c 2 + m\c 

m 0 c 2 


E f = 


这个运动的粒子的动能应为 
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争 


寿 


2T 2 + 4Tm 0 c 


2T 2 


T = E f 


— 4』 J — 


—— m 0 c 


m 0 c 


m 0 c 


一个动量为 A 的光子与一个静止质量为 m 的静止粒子发生碰撞. 

(1) 在动量中心参考系中，光子和粒子的总能量多大？ 

(2) 在动量中心系中，粒子动量的量值多大？ 

(3) 如果光子向后弹性散射，末态光子在实验室参考系中的动量多大？ 

(1) 方法一 :在动 量中心系中，设光子粒子系统的总能量为 F ， 总动量为零.在实 

验室参考系中，光子能量为动量为/>，静止粒子能量为 me 2 , 动量为零. 

因为£ 2 _//> 2 为洛伦兹变换下的不变量， 


12 . 4 


E' 2 = (cp + me 2 ) 2 — c 2 p 2 = 2mpc % + m 2 c A 


E' 


=c 


方法 二:设 y 系是动量中心系，对 s 系（实验室参考系）的速度为 V ，沿 I 轴，也是光子 
运动的方向，则在 y 系中，粒子的动量为一 


mv 


，光子的动量为 


v 


1 — 




C 


V 


V 


P — ^2 E 


1 — — 


C 


C 


p ! = 


= P 


V 


V 


1 — 


1 








c 


c 


系统在 y 系中的总动量为零， 


V 


c 


V 


= 0 


p 


V 


V 


1 — 


1 - 


c 


c 


解出 


V 


c 


m 


E f = cp f + 


c 


V 


1 — 


c 


经计算可得 


£ ; 


=c 


(2) 方法 一:在 V 系中，粒子的动量，用 （1) 中的方法二，立即可得 


mv 


P f m 






c 


V 


1 






c 


方法 二:在 系间对光子粒子系统用四维动量的洛伦兹变换关系， 
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p 


X 


y/3 


o 




P 


y 


0 


0 


Pz 


p 


Z 


0 


0 


0 


E f 


E 


7 j 3 0 0 


7 




c 


c 


已知， /> L = py = pz = 0 f p x = p J py = p z = 0 




由 


P f x = ^ipx ~ 


c 


c Jt 


可得 


E 


在 S 系中，系统的能量 


E = cp + 


me 


/? 




P ― 


me 


y = 


P f m 


7mc/3 










粒子动量的量值为 

I 

(3) 如光子向后弹性散射，光子和粒子散射后的动量分别 为一/ ^和/> 2 ,由散射过程 
能量和动量守恒， 


pic + V pic 2 + m 2 c^ = pc -\- 


mc 


~ P\ + P2 = P 


消去外 ，可得 


(p 一 pi) 2 + 2{p — pi) 


(P + A) 2 


c 


m 




Pi 


Ip + 

这是在实验室参考蘿中光子向后散射的动量的量值. 

12. 4. 6 一光子与静止的靶质子发生碰撞产生如下的反应. 

Y + p -► p + 屮’ 

近似用<//粒子的静止质量为 4 Mp ， Mp 是质子的静止质量，求在实验室参考 系中： 

(1) 产生上述反应的光子所必须具有的最小能量£。(可以 M p c 2 为单位）； 

(2) 当光子 能量五 恰是上述阈 能五。 时产生的#粒子的速度. 

解 （1) 在光子能量恰为阈能丑。时，其动量/> = _，与静止质子发生碰撞产生#粒 

V 

子的反应时，在动量中心参考系中，质子和#粒子都是静止的（在实验室参考系中，由于 
要遵从动量守恒定律不可能都静止). 

由 E 2 -c 2 p 2 是洛伦兹变换下的不变量以及孤立系统的守恒量，反应前考虑实验室参 


me 
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考系，这个守恒量为(五。 + M〆 ) 2 — c 2 /> 2 =(£ o + M p c 2 ) 2 — 椏(用了系统的动量/>等于光子 
的动量 f 2 ). 

反应后考虑动量中心系，这个守恒量为 (4M p c 2 +M/) 2 = 25(M p c 2 ) 2 

(£ 0 + M p c 2 ) 2 — £§ = 25( M p c 2 ) 2 

E 0 = 1 2 M p c 2 

说 明：在 动量中心系中，系统的动量为零，如果两粒子不是静止的，显然在质心系中， 
上述守恒量将大于 25(M〆) 2 , 入射光子的能量£将大于五。，故五。确是阈能. 

(2) 入射光子具有阈能五0时,产生的#粒子在动量中心系中速度为零，用速度变换 

公式可知，在实验室参考系中，它的速度就是动量中心参考系的速度. 

在动量中心系中，系统的动量^ = 0,在实验室参考系中，系统的动量为碰撞前光子 

的动量/> = &，由四维动量的洛伦兹变换 


解出 


卜心 - f 


0 




12 M p c 

£o 13 Af p c 


E 


12 


o — P £ — 
卜 E — 


13 


12 


=fic 






13 


12 . 4 . 7 —个静止质量为 m 的粒子与一个静止质量为叫的静止粒子碰撞，发生有 

很多粒子产生的反应，这些粒子的总静止质量为 M . 如果 m + miSM , 那么，当入射粒子 
的动能不够大时，反应便不能进行.试求出反应的阈动能 T 。， 即反应刚能发生入射粒子应 
具有的动能. 


设反应前入射粒子具有阈 能五。 ，则反应后产生的粒子在动量中心参考系中是静 


止的 • 


由反应前后 E 2 — c 2 p 2 对任何参考系是不变量，有 


(£ 0 + m x c 2 y — c 2 pl = ( Me 2 ) 


其中是入射粒子具有阈能时具有的阈动量， 


pi = EI — m z c 4 


pl + 


E 


代入上式，可得 


2 E ^ m x c 2 + m \ c A + m 2 c A = M 2 ^ 


将 E 0 = To + mc 2 代入上式，解出： T 。 得 


T 0 = ^— (A/ + + w) (M — mi — m)c 


2 wi 


一 个入射核子与另一个静止的核子碰撞产生 r 介子，反应为 

N + N —N + N + 


7 T 


求此反应的阈动能 7 V 

解反应前入射粒子的阈动能为: T 。， 相应的阈动量为和，反应后在质心参考系中是 
静止的，由 E 2 - c 2 p 2 这个不变量用于反应前的实验室参考系和反应后的动量中心参考系， 
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# 




(T 0 + 2m N c 2 ) 


2 pi = (2m N r 2 + 


) 


对入射粒子写能量动量关系， 


(T 0 + m N c 2 ) 2 ^ c z pl + m^c 


用后式消去前式中的九，解出 To ,% 


T Q = - ~ (4/w n + m n )m 




12. 4. 9试 证明： 只有当静止质量 m ^ O 的粒子参加反应（尽管粒子在反应后仍然 

存在）时，一个7量子才有可能转化为一个电子和正电子偶，试求这反应能发生的阈能 
五。,这个粒子在反应前后没发生任何变化吗？ 

解反应方程为 


y + 粒子 —e_+ e +十 粒子 

阈能&显然与参加反应的那个粒子具有多大动能有关，现求反应前那个粒子是静止的, 

即动能为零时的阈能£。. 

设电子和正电子的静止质量为 m , 光子具有阈 能五。 时,反应后在动量中心参考系中 

粒子、电子和正电子都是静止的，用 E 2 - c 2 p 2 这个洛伦兹变换下的不变量， 


(£ 0 + miC z y — c 2 p\ = {2mc 2 + m x c l Y 


其中外 是光子的阈动量， 


E 


po = 


2m(m + mi) 


可得 


E 


如果没有静止质量为的粒子参加反应，上述洛伦兹变换不变量变成 0 = 4 m 2 c 4 , 这 
是不可能的，说明能量守恒和动量守恒不能同时满足，从 12. 3. 41题的回答看，是动量守 
恒一定不能满足. 

在 12. 3. 41题计算的光子所需能量不是粒子在反应前处于静止时的 阈能. 计算阈能 
必须考虑反应后的所有粒子在动量中心系中均为静止的情况. 

静止质量为的粒子反应前在实验室参考系中是静止的，反应后在 7 量子具有阈能 
五。时,它在动量中心系中是静止的，在实验室参考系中具有动量中心参考系的速度，因此不 

能说没发生任何变化. 

如果反应前参加反应的那个粒子不是静止的，无论从数学上计算还是物理上考虑，阈 
能五。 将随着它的动能的增大而减小. 

12.4.10 在高能质子-质子碰撞中，一个或两个质子可以分解成一个质子和几个带 
电 ； r 介子，其反 应为： 

(a) p+p-^p+ (p+n?r); 

(b) p+p^(p + /i7r) + (p + m7r). 

这里 《 和 m 是 产生? r 介子的数目. 

在实验室参考系中，一个总能量为丑的入射质子(下文称“入射粒子”)打击一个静止 
的质子(下文称“靶”），求下列各情形入射粒子所需的最小能量. 
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(1) 发生反应 ( a ), 靶分解为一个质子和4个 7 T 介子； 

(2) 发生反应 ( a ), 入射粒子分解为一个质子和4个 t 介子； 

(3) 发生反应 (b) ，两个质子都分解成一个质子和 4 个； r 介子. 

= 0. 140GeV, 

解对于孤立系统，反应前后，对于不同的参考系， £ 2 - c 2 /> 2 是不变量.等号左边写反 

应前的，用实验室参考系，等号右边都写反应后的，用动量中心参考系，所有末态粒子均处 
于静止. 


= 0. 938GeV 




m p c 


(1) 反应 


P+P—"P 十 （P + 47T) 

(£ 0 + m p c 2 ) 2 — c 2 pl = (2m p c z + 4m/ 2 ) 


其中是阈动量 


pl + rn\c 


iml + Sm v m n + Sml)c 


所以 


E 


=1, 225GeV 


(2) 因初态和终态均与 (1) 的情况相同，故入射粒子所需最小能量也相同， 

E 0 = 2. 225GeV 

P+P^(P + 4tt) + (p + 47t) 


(3) 反应 


(£。+ m p c 2 ) 2 — c 2 pl = (2m p c 2 + Sm^ 2 ) 

po + WpC 4 


E 


可得 


Onj + 16w 
12. 4. 11 考虑； r 介子的光致反应 


+ 32ml)c 2 = 3. 847GeV 


E :)= 


m 


7 + P 一 P + k 0 

质子的静能为 938MeV •沪 介子的静能为 135MeV. 

(1) 如果初始质子相对实验室静止，求出此反应要能进行7射线在实验室参考系中 


的阈能; 


(2) 各向同性的 3 K 宇宙黑体辐射的平均光子能量约为 10_ 3 eV. 考虑一个质子和一 

个能量为 10- 3 eV 的光子间的正碰，求出此; r 介子光致反应能进行的最小质子能量. 

(1) 对于孤立系统，在反应前后，对于不同的惯性参考系， £ 2 — c 2 /> 2 是不变量,7 
射线具有阈能时，反应后的质子和; r ° 介子在动量中心参考系中处于静止状态， 


E 


(E y + m p c 2 ) 2 — c 2 


E 


其中私是7射线的阈能， M 是光子也是系统的动量(用实验室参考系）, 


{ml -f 2m D m ff )c 


E 


=144. 7MeV 


2m v c 


(2) 方法一 ：当两 个粒子(光子与质子)动量方向相反时，所需的质子能量可以小些, 


E 


(E y + m p 7c 2 ) 2 — c 2 — — m p 7^c 
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其中 A ： 是能发生所述反应质子具有最小能量时的速度，7 = 


从上式可解出 


irn\ + 2m jr m v )c 

m p c 2 

(135) 2 + 2 X 938 X 135 

^_ -一 • • 

^ 2 X 10 -3 X 10~ 6 X 938 


7(1 +/?) 




2 • E 


=1, 447 X 10 


= 1. 447 X 10 11 ,/? 〜1 


a 


L 447 X 10 

~~ r+ /? 


^ — X 1- 447 X 10 11 = 7. 235 X 10 


2 


所需质子最小能量为 


E 产 7m v c 2 = 7. 235 X 10 1 。 X 938 = 6. 79 X 10 13 MeV 

方法 二:为 了利用 （1) 的结果，找出 义系 ，使在实验室参考系 CS 系）中具有 l ( r 3 eV 的 
光子在 V 系中具有 (1) 中的阈能 144. 7 MeV , 则在 V 系中质子可处于静止状态.由洛伦兹 
变换，算出此质子在 S 系中的能量就是我们要求的它的最小能量. 

对于光子的能量在系间写洛伦兹变换关系.设 V 系对 S 系的速度为炎,沿光子 
在 S 系中的运动方向， 


E f y 


E 


E 


-/?- 


E f y = E 


= E 


E 


E 


可得 




- 1 




E f y 


E f y 


E 


1 E f y 


1 一俨 〜4 3 


， 


E f y 


2 \E 


代入 £r=10' 3 eV, £^ = 144. 7MeV, 可得 

/? 〜 一 1 ， 7 = 1. 235 X 10 1 。 

再对质子的能量写 *S 和 y 系间的洛伦兹变换关系.在 S '系中五纟二彷 〆 2 , 〆 =0， 

= pyp ! + 7 

E p = 7m p c z = 1. 235 X 10 1 。 X 938 = 6* 79 X 10 13 MeV 

动量为 5 m < 的; r 介子与开始处于静止的质子 (7^ = 7/^) 发生弹性碰 


E 


Ei 


12 


rA 




撞，求 


(1) 动量中心参考系的 速度； 

(2) 在动量中心系中; T 介子和质子的总 能量； 

(3) 在动量中心系中入射 tt 介子的动量. 

(1) 设5、义系分别为实验室参考系和动量中心参考系轴均沿 ; r 介子在5 
系中的运动方向， V 系对系沿 x 轴正向运动，速度为次. 

在 S 系中，系统的总动量和总能量分别为 
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px = pn — 5 m / ， p y = p z = o 


E = 


在 Y 系中，系统的动量 〆 = 0. 

用四维动量的洛伦兹变换关系的第一个分量式， 




VE 


0 = p 


P 


动量中心系相对于实验室参考系的速度 


p x c z Sm.rC 

( v ^26 + 7 ) w ir c 2 26 + 7 


5 c 


V = 


= 0. 41( 


E 


沿 r 介子的运动方向， 

(2) 考虑 £ 2 — c 2 〆 为洛伦兹变换不变量，在 V 系中^=0, 

E 2 — c z p 2 = [( V ^ + 7)» m ： 2 ] 2 — c 2 (5 m * r ) 
= (50 + uV 26) mlc A 


E f 




E f = V 50 + 14 V ^ G / WjrC 2 = 1 L 02 m〆 
(3) 对入射的; r 介子用动量的洛伦兹变换关系， 

p ^ = y [ p ,-^- 


前已算出 






V 26 + 7 


V 26 + 7 


可得 


7 - = 


£ tf = j ^/2^>m 7t c 


今 


pn = 


35m〆 


所以 


= 3. 17 


P 


V 50 + 14 V 26 

12. 4. 13 粒子物理中特别令人感兴趣的是高能情况下的弱相互作用，让 ^ 介子和 K 
介子在飞行中衰变产生中微子束.假定一个动量为 200 GeV / c 的; r 介子通过衰变 ^/ x+v 
产生中微子， t 介子在 t 介子静止参考系中的寿命为 

139. SMeV # 子的静能为 105. 7 MeV ， 中微子是无静止质量的. 

(1) 计算介子衰变前在实验室中行走的平均距离； 

(2) 计算^子在实验室中的最大角度(相对于介子的运动方 向）； 

(3) 计算中微子在实验室参考系中能够具有的小和最大动量. 


= 2. 60 Xl ( T 8 s , 其静能为 


心士 


(1) 设; ^是 7 T 介子的静止质量， 


m^y/Sc = 200GeV/c 


其中 


# =二 


y = 


200 x 10 


200 X 10 

139^ r 


7/3 =7 


=1433 
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在实验室参考系中，； T 介子的寿命为 


T = 7v n = 1433 X 2. 60 X 10— 8 = 3* 73 X 10~ 5 s 

在实验室参考系中^介子衰变前行走的平均距离为 

tc/3 = 3. 73 X 10~ 5 X 3 X 10 8 X 1 = 1. 12 X 10 4 m 

(2) 设 V系为; r 介子静止参考系，也是^子和中微子系统的动量中心平动参考系，在 
此参考系中，系统的总能量为 r 介子的静能 139. 6MeV，jut 子和中微子的动量设为 K 和 
〆，总动量为零， 


Pm + 〆= 0 ， Pv pl = P; 


P f l + mlc A jE f v = cp[ = cp^ 


EL = 


E f , + E [ - 


=139. 6 




解得 


,K = 29. 78MeV/c 
(29^?W Z h (105. lY = 109, 8MeV 

取 TT 介子在实验室参考系 ( S 系）中的运动方 向为： T 、/ 轴正向. 

设分别是 M 子在系中的运动方向与轴的夹角. 

在^系间写/ X 子的四维动量矢量的变换关系的第一、第二两个分量式， 


El = 




p^cosS -™ 7 p */- osO ' 4 - /? 


p^smd p f fl sind f 


两式相除得 


_ p f ll sind r _ 

7(p f pi cosd f + ^E^/c) 


tan ^ = 


由极值条件 gr = o 或汐=0,得 


d 沒 


29. 78 
109*8 


cosd f = 


=- 0* 2712 


卿— 

& = 105. 7 


d 2 tan ^ 


<0 ， 可见# = 105. 7° 对应于，所以 

_ 29* 78/c • sinlOS* 7_ 

_ 1433[(29, 78/c)cosl05. 7。+ 1 X 109.8/c] 

❼職 = 0. 0113° 

(3) 在 W 系中写中微子的四维动量矢量的变换关系的第一、第二两个分量式 


再由 




9 = 105. 7 




tan 夕 


= 1* 97 X 10 


max 


m 


= 7p[{cosd r + /?) 


p v cosd = y\ p[cosd f 十 


c 


p v sin0 = p f v sinff f 

= 7 2 p f ^(cosd f + /?) 2 + ^sin 2 ^ 


P 


dp 


= 0 


de f 


sin 汐 ’ [cos# — 7 2 (/? + cos^)] = 0 

I 

sin ^ = 0 

6 r — 0 f 7 t 

cosd f — y 2 (/? + cos 俨 ）= o 

7 2 /? 

7 2 - 1 


cos 俨 = 


穴？ — j3 — 1 ， 0’ 


7 T 




p f v sin6 r 


tan 汐 = 


y(p f v cosd f + 


# = 0 时 ， ^ = 0 ； 沒 ’ = 兀时， 6 = 

7p[(cos0 + 0) = 27p f v - 27p^ 

2 X 1433 X 29. 78 = 8. 53 X 10 4 MeVA 

— /^vmin = ^ (COS7T + pi — 了 （尽 — 1)/^ 


K 


P 




v max 




7(/? - 1)= 78 - r 


— 7 




m 12. 27 


12. 28 


证明 设粒子1、2在相互作用前的四维动量分别为和1# 2 ,相互作用后分别变为 
lp \ 和1/ 2 ，相互作用是通过交换一个四维动量为的粒子而发生的，即粒子2从初态变为 

终态时放出一个粒子，粒子1从初态吸收了一个粒子后变为终态，如图 12. 28所示. 

由四维动量矢量守恒， ^ 


W = Ipl + f 

四维动量守恒给出三维动量守恒和能量守恒分别为 


= Pi - Pi 

rriYc 1 = m^Y\c 2 — m x c 


( 1 ) 


(2) 


其中 m 和叫分别为四维动量为 f 和1如的粒子的静止质量. 

由式(1)，可得 


(P’i — Pi) • (〆 _ Pi) 





=/ 1 ~ ^ 


- 7^71 — 


—— 7 =—— 


7 2 


2/ 2 


27 


—开（—户二) 


矽/>;= 


X 29, 78 = 0, 0104MeV/c 


mi 




2 X 1433 

注 意:这 里写的 Amin 是它的量值，它的方向沿 T 轴负向 (0==? r ). 

1. .14 粒子物理中，粒子间的相互作用被设想为如图 12. 27所示，经一个粒子的 
交换而引起的，证明这样交换粒子不是真实的,而是虚构的. 
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■ 


知以 

由得由得由得 由可所 


因 
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♦ 


争 


q 2 = p f \ + pi — 2p\ 

m 7 2 /3 2 = ^ t \ y [ z P \ 2 + — 2 m {y cosd 


Pi 


(3) 


其中0是和 〆 间的夹角 

由式(2)，可得 


m 2 y 2 = m \7 f i + mf 7 f — 2 tn \7 x 7\ 


(4) 


式 (4) 减式(3)，并用 y 2 z ? 2 =，一 1，得 


= 2mKl - yj[ + rj^ioosd) 


m 


如能证明 m 2 <0, 就证明了两个粒子通过放出和吸收一个粒子而发生相互作用不是真实 
的，要证明 m 2 <0, 只要证明 


y ^7 \^cosd <7{/\ - 1 


再用，浐二，一1，要证 


cn - i)ov -ix - 1 ) 2 

- cn + y?) <— 27{y\ 

«• 

- (y l - y\y < o 

上述不等式显然是成立的，可见 m 2 <0, 可见两粒子的相互作用不可能是交换一个粒子的 

那种机制. 

12. 4. 15在一个相对论性的核-核碰撞的简化模型中 ，一 个静止质量为 mi 、速率为 
ftc 的核与一个静止质量为 m 2 的静止的靶核做正碰，这个系统的动量中心参考系的速度 

为卢。<：,在此参考系中系统的能量为£。. 

(1) 用相对论导出凡和五。的表达式； 

(2) 就一个 4 °Ar 核以/?! = 0.8与一个静止的 238 U 核碰撞，计算/?。和五。（以 MeV 为单 


即 


立即 


位）; 


(3) 在 Ar + U 系统动量中心参考系中 ，一 质子以 ft = 0. 2,向与前进方向的夹角乳= 
60°的方向发射，求在实验室参考系中的速率 Ac 和方向氏，不超过几个百分点，可作非相 
对论近似. 


(1) 对此系统用 E 2 - c 2 p 2 在洛伦兹变换下是不变量，考虑动量中心系和实验室 


参考系， 


El = 4- m 2 c 2 ) 2 — c 2 { m l 7 l ^ l cy 

= m \7 \{l — j 9 i ) c 4 4- 2 m 1 m 2 y 1 c 4 + m\c 
= {ml + W2 + Zniim^y \)c 

2 m 1 m 2 


4 


E 0 = c 2 ml + m | + 


对系统在动量中心系和实验室参考系中写四维动量的第一个分量的变换关系式，％ 
运动方向为 x 、 y 轴正向， 


/? o £ 




C 
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其中/>和£分别是系统在实验室参考系中的总动量的总能量， 






_ 


卢0 


E 


+ m 2 c 


mi + 


(2) —个原子质量单位质量的静能为 

1. 66 X 10~ 27 X (3. 00 X 10 8 ) 2 = 1. 494 X 10 _10 J 


—10 


= 1. 494 X 10 

_ 1. 6『X 10^ 9 X 10 

rrtiC 2 = 40 X 934 

= 238 X 934 = 2* 22 X 10 5 (MeV) 


= 934(MeV) 


3. 74 X 10 4 (MeV) 




2( 


今 ^ = 0. 8 ， 


2 X 3. 74 X 10 4 X 1 22 X 10 


(3. 74 X 10 4 ) 2 + (2. 22 X 10 5 ) 2 Hh 


E 


= 2. 80 X 10 5 (MeV) 


3. 74 X 10 4 X 0. 8 

3. 74 X 10 4 + 2, 22 X 10 5 Vl — (0. 8) 2 

(3) 在系统的动量中心系和实验室参考系间用速度变换关系 

ficx 4 ~ Po 

1 + ^cJo — 1 + 0. 2cos60 o X 0. 175 


A )= 


= 0- 175 


0. 2cos60° + 0.175 


Plx = 


= 0.27 


Ply — 


= 0.168 


1 + n 


1 + 0* 2cos60 6 X 0.175 


Pic = 


= 0 . 318 ( 


& 


0. 168 


di = 


= 31. 9 


— arctan 


arctan 


Ax 


0- 27 


因为 


= 0. 983 


1 + i3 f c J 0 1 + o* 2cos60° X 0. 175 


1 + ftx/^O 

均与 1 相差不超过 4 %， 可作非相对论近似， 


瓜〜也 + /3 0 = 0. 275 

h = 0. 2 X sin60。 = 0. 173 


0- 173 
0. 275 

12. 4. 16 费米实验室中的高能中微子束，是由先形成一束单能的^+(或 K+) 介子 

M + + v 而产生的，已知 tt 介子的静止质量为 UOMeVA 2 ， M 子 


$i ^ arctan 


= 32. 2° 


束，而后让; r 介子 衰变： 

的静止质量为 106MeV/c 2 ，求： 

(1) 在？ r + 静止参考系中衰变得到的中微子的能量； 

(2) 在实验室参考系中，中微子的能量与衰变角扒见图 12. 29) 有关，若每个 ;r + 介子 
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有 200GeV 能量，求产生在正前方(6»=0)的一个中微子的能量 ; 

(3) 中微子能量降到最大值一半的衰变角 (9. 

(1) 对于孤立系统，£ 2 —对于各惯性参考系，衰变 
前后均是不变量，今衰变前后均用^静止参考系亦即质心参考 


V 


d 


7t + 


a 




系 


12-29 


lc 4 = iK + E f v ) 2 - c 2 (p ； + p：) 2 

P f ^+ + cp[ 


2 


C 




作上述计算时用了 


p f ti = 一 〆 ， P f ^ = pi j E f v = cp[ 


由上式可解出 


{mj — mpc 

2m K 


p f v = 


jm ^ 2 ) 2 — (m〆 2 ) 2 (140) 2 — (106) 

2 X 140 

(2) 由图 12.30 所示的〈在实验室参考系中的动量守恒关 


2 


imi — mj)c 

tm n 


= 29, 9(MeV) 


E f v =cp[ 




nC 


P, 


系，可得 


Px 


e 


Pl= Pi + Pl — 2p K p v COS0 


a 




由能量守恒， 


e k = e v + e 


f* 


12.30 


因为 


El 


pi + rnlc A 


E v = cp 


c 


v 9 




E k = cp v + V c 2 {pl + pl — 2p K p v cos6^) + m\c 


4 


所以 


解出 


El — c 2 pl — mjc 4 


A = 


2{E n — cp r cQs8)c 


用松 =c 2 /^+m^c 4 , 上式可改写为 


{ml — mi)c 3 


P 


V 


2(E k — cp n cos8) 


因要产生髙能中微子介子当然是髙能的，所以 E ^ m ^ c 2 , 


2 pl = El- my = El\l-^- 


4 


C 


E 


K 


k 4 


cpn = EAi ~ 7 ^~ 


4 


喊 I 卜谅 


n 


2 


3 


)£ :〆 

2Eli\ — cosd) + mlc 4 cos6 


(m 


m 


P 




V 


)£〆 


_ — m 

~ 2El(l — cosd) + mlc A cosd 


£ v = cp 


V 
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产生在正前方 (0=0) 的一个中微子的能量为 


m 


EX0) 


E k = 85. 3 GeV 


1 — 


m 


(3) E v 的表达式可改写为 


{ml — ml^E^c 

2 EI - (2 E 


E 


lc^)cosd 


m 


显然， <9=0 时的 £ v 即 £乂0)为 E v 的极大值， 


E v m 






2 


)£〆 

2 El — (2 El — mlc 4 )cosd 

2 (El - mlc A ) 

2 El — mlc 


On 


(m 


)E 


m 


m 


2 m 


mlc 


所以 


cos 汐 = 


^ 1 — 


4 


2 E 


i -> — 


4 


2 


m n c 


d ^ 


= 7 X 10 — 4 rad U ， 


E 


在衰变角 6=2. f 处射出的中微子的能量为能量最大值的一半. 

12 . 4 . 17 如 12. 4. 15题中的靶核是固定不动的，是弹回后系统的动量中心系的 
速率.£。是弹回后系统在动量中心参考系中的能量(设没有新粒子产生 ），12. 4. 15的结果 
还能用吗？ 


还 能用， 因为 E 2 - c 2 p 2 对正碰前后仍是不变量，虽然系统不是孤立系统，靶核固 
定，碰撞时有外力作用，但不做功，能量仍然是守恒的，外力作用影响系统的动量，但动量 
中心系的速度不改变大小只改变方向（反向）.因此，虽然动量不守恒，五 2 — C 2 /) 2 是不变量 
不受影响. 

求/?。所用的四维动量的变换关系，当然不能用于碰撞前和碰撞后之间的变换，可用 
在碰撞前两参考系间,也可用在碰撞后两参考系间. 

因此，（1)、（2)、 （3) 问的解所写的式子和计算都有效. 

12 . 4 . 18 以速度^运动的 ； r ° 介子(静止质量为 m ) 裂变为两个相同的7量子，试确 
定7量子的飞散角. 


方法一 ••设 P 为兀 0 介子的动量，仍、仍分别为两个7量子的动量，裂变过程如图 
12. 31所示.用 E 2 ~c z p 2 在裂变前后对任何惯性参考系均为不变量. 

裂变前用； r ° 介子静止参考系，裂变后用实验室参考系, 


A 


E 


设光子即7量子的能量为£，则 Pl = p 2 

(. mc z y =(2£) 2 — c z (p l + p 2 ) • (Pi + p 2 ) 

= iE 2 — c z { p \ + p \ + 2 pip 2 cosd ) 


W 


e 


c 


P 


h 


图 12. 31 


Q 


2 E 2 (1 - cosd ) = 4£ 2 sin 2 


( 1 ) 
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由能量守恒，每个光子的能量等于#介子的能量的一半， 


me 


(2) 


E =七 


v 




C 


将式 (2) 代入式（1)，即得 


6 


v 


sm 


c 


v 


6 = 2 arcsin A /1 — 


c 


方法二：由能量和动量守恒， 


me 


(3) 


E =十 


v 


1 — 




C 


6 


mv 


(4) 


= (pi + / > 2 )COS 


V 


1 






C 


p.sin ^ = p 2 sm 


♦ d 


写上述关系时，已考虑产生的两个 Y 量子是相同的，能量均为£，动量大小相同. 

将户 i = = 代入式 (4). 并用式 (1) 消去£，得 


C 


6 


me 


mv 


cos — 


v 


v 




c 


c 


Sln 互 


6 


V 


V 


所以 


1 - 


cos ~r 






c 


c 


V 


V 


或 2 arcsin a / 1 — 


d = 2 arccos 


c 


c 


用真空中电磁波的相位是洛伦兹变换下的不变量，导出多普勒效应的下列 


12 . 4 . 1 


两个 式子: 


€ 


V 


1 一 


U 


V = 




— vcosd 
+ vcosd f f 


c 


c 


c 


u 


V = 


c 


V 


1 — 




c 


本题写的四维矢量与以前各题的写法有所不同 
四维位置矢量写为 (> r ，： y ，；2 ：，icO ; 

四维动量矢量写为 T ") ； 


€ 
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蠢 


四维波矢量写为 2). 

C 

这样写的好处是四维矢量的长度是不变量，例如1 2 +/+^+(“) 

Pl + Pl + Pl~ 

0为不变量，而且两个四维矢量的标积也是不变量，例如 


^ y 2 ~\~z 2 — (c ) 2 ， 


=x 


E 


CO 


(O 


P c 2 /> 2 —五 2 或 E 2 -C 2 p 2 为不变量，衫 + g+M — 


= 々 2 — 


C 


C 


C 


0) 


是工工 + k y y + k z z + —) 


c 


k x x + k y y + k 

为不变量，因此真空中电磁波的相位是洛伦兹变换下的不变量. 

现考虑在 S 系中有一电磁波在^平面内从原点沿与 X 轴夹角为 (9 的方向传播，设在 
O 点时，电磁波的初相位为零.则在£时刻位于 P 点,相位为⑽一以,其中 r 是/>点离原点 

的距离.尸点的坐标工、3/为 


z — cot = 


r — cot 


■ 


z 


=rcosd ， 


y = rsinff 
(cos 2 8 + sin 2 汐） = xcos$ + ysind 


X 


由相位是洛伦兹变换下的不变量， 


(ot —— kr = co f t f — 是 V’ 


2兀 2 ttp 


因 


= 2 仰 , 々 = —T 


(o 


A 


c 


2^(t ——~ xcos^ ———— ^sin^) 


c 


c 


— _ 


r cosd f — — y sin^ ) 


— x 


c 


c 


将洛伦兹变换 


v 




at 


x 


c 




y 


t r 


X 


yj 








V 


V 


V 


I 




A t 


c 


c 


代入上式等号右边 






V 


t — -TX 


X — vt 


c 


cosd r — — ysind f 


2 抑 


c 


c 


V 


V 


1 






■ _ 


€ 


C 


与等号左边比较，两边 z 


的系数应分别相等，得 




v 


1 +—— cos 汐 ’ 


C 


( 1 ) 


V = V 


V 


1 — 




C 


V 


UCOS0 = u f 


( ——+ cos8 f ) 


( 2 ) 


C 


V 


1 — 




C 
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usin 6 = j / sin # 


(3) 


式 a ) 就是要证明的第二个式子. 

将式 (1) 代入式(2)、（3),可得 12. 2. 13题要证明的两个式子. 

将洛伦兹变换 


V 


<1 


x f + vt f 


C 


y ， 


X 


y 




V 


V 


1 






c 


€ 


代入相位是不变量式子的左边，再与右边 比较？ 的系数，可得要证明的第一个式子 


12 , 4 . 20 以= 运动的、每秒钟流量10 6 的 K ? 介子束与铅块相互作用，反 




c 


应为 


K ? +铅块 — K ,° +铅块 

反应前后铅块的内部状态是相同的，入射的 K ? 与出射的 1 C 的运动方向也是一样的.用 

m ( K /) = 5 X 10 8 eV / c 2 
m ( K /) — m(KJ = 3* 5 X 10 _6 eV / r 2 


求出因为这一过程作用在铅块上的平均力的大小和方向（以达因或牛顿为单位). 

表示 mCKlmCK ,)， 一个入射的 K / 介子的能量和动量分别为 


分别用 


mi 






5 


miC 


= ^sf~Z ntiC 


Ei = miYc 2 = 


1 - 


pi = m { Y^c = 


m £ c = ntiC 


VT 


因反应前后铅块的内部状态相同，铅块的质量比介子束大得多，可以认为铅块不动，介子 
在反应前后能量应是相同的， 




p z s c 2 = E 2 , — m^c 4 = Ef — m\c 

— c 2 pf + mfc 4 — — 2m}c^ — mfc 

^ mfc 4 4 ~ Zmiintt — m s )c 


4 


4 


4 


2(m/ — m s ) 


^ m〆 2 + (mi — m s )c 


p s c = miC 2 1 + 


Ps — Pi = (: 

由于相互作用，介子束每秒钟动量的增量为 

( p s — />；) X 10 6 = ( m ； — m s )c X 10 6 

= 3. 5 X 10~ 6 X 1. 6 X 10 

= (3 X 10 8 ) 

这是铅块作用于介子束上的平均力，沿介子运动方向，可见介子作用于铅块的力，大小为 

1. 87 X 10_ 27 N , 方向与介子束运动方向相反. 




m 




一 19 


X 3 X 10 8 X 10 6 


=1. 87 X 10 _27 ( N ) 
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一 个静止质量为 W 、 荷电 g 的粒子，在一均勻磁场 B = Bk 中以半径及在 


平面中做圆周运动. 

(1) 求5与 ？ 、及、 m 及角频率⑴的 关系； 

(2) 因为磁场忍对粒子不做功，粒子的速率为常数，但另一以匀速 W 运动的观察者 
却看到粒子的速率不是常数，这个观察者测得的 M ' 4 [粒子四维速度的第四分量(粒子的四 
维速度矢量定义为是什么样的？ 




du f A d*4 


(3) 计算 


，在观察者看来，粒子的能量怎样改变? 
(1) 在实验室参考系 CS 系）中，动力学方程为 


dr ' dr 


iE 


= qu X 


dt 


因 p // u . 


dp 1 

F dr 2 dt 

P 的大小不变，因而 w 的大小不变， 


= (qu X 5) • p = 0 


7 


1 — 


c 


为常量.因 p = my „ w ， 动力学方程可改写为 


d 


r/i 

l 成 _i 


y u m ^ = qu X 


代入 u = xi + yj , 


= Bk ， 


U ] 


7 u mx — qBy 


( 1 ) 


7 


qBx 


( 2 ) 


my =— 


式 （1) 加式 (2) 乘 i ， 并令$=土+&，得 


i 也 


e 


my 


e = f 0 exp ( 


普) 


f 和 6 均为复数，设 1^0 | e ~ ia , M!j 


£ B _ 


= Re $ = |^o I cos 


t -\- a 


m 7 u 


I 吞。 |sin( 


rB _ 


y = Im ^ = — 


/ + a 


mY 


^sinf 逆 


= x 0 + I 汔。 


t -\- a 


jo 0 + Rsin(cot + a ) 


qB 


my 


m 7 




y = yo + l^ol —^cos 


f + a = y 0 -\- Rcos(cot + Of ) 


qB 


m 7 


m 7 


-逆 


其中 


R = l^o 


芒 。 I = Rco 


V 


qB ， 
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B = —— m 7 u d ) = 


— moj 


Q 


q 


u 


1 — -T 


C 


因为 


芒 o a ⑴ 


u 


X 


y 


met ) 


所以 


B ~ 


R(o 


1 - 


9 


c 


(2) 四维速度矢量定义为 


= ( Ku x ，y 

设 W 系分别为实验室参考系和随观察者运动的参考系，由洛伦兹变换关系 


y u u z9 y u c) 


U 


U 


y ， 


M 


u 


V 


u\ = 7 u a —— 7 一 u x 


c 


其中 


A 


,C 


y f uc -/! r u c 


- —以 i 


c 


V 


- 


c 


V 


R^cosiiajt + a) 


u 


c 


将^换成固有时 t = 7 u riz 为固 有时） ，则 


― —Rcocos (co7 u t + a) 


f — yt ^ — yy 

4 — / yC — / / 


u 


c 


u 


C 


还需将 A 也写成已知量 


R , B 的函数， 


m 


q 


\ 


於 ravs ) 


( Rco ) 


u 


2 


u 


(me) 2 + (RqB) 


7 




u 


me 


u 


i ■ 

丄 0 


c 


= ^[V(^+(^-f^cos( 


qB 




其中 


v 


1- 


c 


du f A 


c \ m I \ 


(3) 


a 


dr 


m 


E r mY f u c 


因为 


mu 


4 


C 


c 
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籲 


* 


dp f , 


d^4 


(g5) 2 sin( 


7vR 




所以 


dr 


dr 


me 


dp f , 7vR 


dE r 


oM 


(qB) 2 sin 


dr 


dr 




在 * S 系中只有磁场，没有电场，因而粒子的能量守恒，在 y 系中既有磁场，又有电场，因而 
粒子的能量不守恒. 

12 . 4 . 22 一 个静止质量为 m 、 荷电 e 的粒子在恒定的电磁场中运动，在某一惯性参 

考系中 = 阐明粒子的四维速度作为固有时的函数的微分方程，证明方程的 
解是指数函数的叠加，确定这些指数，在什么条件下(关于£和 5) 四维速度的所有分量沿 

其轨道是有界的. 


在三维空间的运动微分方程为 


d(m7 v ) 


= F 


( 1 ) 


d ， 


两边点乘 m7c 2 v ， 


因为 


p = mYv 




所以 


m7c 2 F 


dt 


因为 


p 2 + m 2 c A 


E 


dE 2 


dp 2 


dE 


所以 


= 2E 


dt dt 


dt 


又有 


E = m7c 2 


dE 


± 2 
■ ■ ■■ ■ V 

dt ~ 2° dt 


=m7c 2 F *v = EF 


E 


dE 


= F 


dt 


d(m7c 2 ) 


= F 


( 2 ) 




用 kJF 分别表示四维速度矢量和四维力矢量， 


F 


_ 


= (7 v 


= {7FJ- ~~ ™) 


采用固有时 ， dr = ydr ， 式 （1) 可改写为 


d(m7 v ) 


d(y v ) 


= F , 


= 7F 


7dr 


dr 


式 （2) 可改写为 


d(m/c 2 ) 


d(7c) 


E 


v 


= P 


7dz 


dr 


改写后的式 (1)、（2) 可合写为四维速度关于固有时的微分方程 


d Hm 


(3) 


dr 


今 


F = e(E + t; X fi) 

F • v = e(E v X B) ^ v = eE 


bv y )i —— cbv x j 




v = eav 
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♦ 


F * v 


IF =(7^,7 


c 


=(7e(a + bv y ) ^ — 7ebv x ^^7 ~v x ) 


c 


(—u A + ebu” — ebui ,0, ~^i) 


c 


c 


将上述腑代入式 （3) ，写成分量方程， 


dui 


= —w 4 + ebu 


w d 7 


€ 


du 


m - = — ebui 


du 


-r^ = 0 


dr 


d ^ 4 


ea 


m 


=—A 


dr 


c 


是常量.令 uj = Aje x %( j = 1,2,4) ，代入微分方程组，得 


從3 


XAi — ebA 2 — = 0 


mi 


c 


ebAi + mXA 2 = 0 


— —Ai + mXA^ — 0 


c 


4、乂 2 、戊不全为零，必须其系数行列式为零. 


ea 


mX —— eb 


c 


eb mk 


0 


= 0 


ea 


mX 


0 


c 


e 2 a z 


A m 2 A 2 + e z b 2 — 


= 0 


c 


e 


解出 


Ai = 0, A 




me 


me 


四维速度各分量除 A 为常量外，均是以 A ^ A ^ Aa 为指数函数的线性叠加，所有分量作为 


固有时的函数均有界要求^^ 2> /1 3 为虚数或零，由此 要求： 

\E\ Kc\B\ 


|a 丨 < k 6| 

12 , 4 . 23 考虑图 12. 32 所示的反应，其中静止质量为叫和 m 2 的粒子是入射粒子， 
而静止质量为 m 3 和 m 4 的粒子是出射粒子 , lk 、 Ilp 是它们的四维动量，版的定义为 Ilk = 


E 


，下面给出的变量常用来描述这种类型的反应. 

— (Ski + Epi) 2 it = — (llki — Sfis2) 

( Ski + Epi ) 2 是 ( Wki + Ilipi ) • ( Blki + lliPi ) 的 缩写. 


C 


— (BBsi — lp 2) 


，U 




s 




4 


S m, ? c 2 ; 
1 = 1 


(1) 证明 ：5 + ^ + 


ll 
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♦ 




(2) 假设反应是弹性散射，并令 m 产 m 3 = /^ m 2 = m 4 = m ， 
在动量中心参考系中，令静止质量为 // 的粒子的入射和出射的 
三维动量分别为 / t 和 f ，尽可能简单地用 If 将 s . t . u 表示出 
来，说明的物理意义； 

(3) 假定在实验室参考系中， （2) 向中所述静止质量为 
的粒子初态是静止的，将静止质量为//的粒子在实验室参考系 
中的初能量、末能量及散射角用 s 、 t 、 u 表75出来. 

(1) Ilk 2 Jp 2 均是洛伦兹不变量，等于在其静止参考系 


m 


m 4 


P 2 


*2 




Pi 


m 


m 2 


m x 


12.32 


中的值，即 


> Hpi = — m 2 c 2 J Up 


m 


= ——， 


= —— m 3 c 


= —— m 4 c 


— (Iki + Ipi ) 2 — (Iki — lk 2 ) 2 —( 版 i 一 咖 2) 


5 十 i w 




= — Ukf — 




mra 


f - 2 


B 


m 


— Iki — + 2 Blki • 1 

(Mki + Wk^ ~\~ Ipi Ijpf) _ 2 Elki • (Ilki — 




2 


+ lPl — 1] P 2) 


m 

L i . j 






\c z + m\c 2 + mjc 2 + rnlc A — 2 llki # (Blki + lp\ 一 


—邮2) 


=m 


因为四维动量在反应中守恒， 


Mki + Ipi 


L ^ J 


4 


S 咖 

r = l 

(2) 静止质量为//和 m 的两粒子发生弹性散射，散射前后四维动量分别为 lk 、 l ] P 和 


所以 


5 + 广 + Z/ 


Ik W 


在动量中心参考系中，在散射前后三维动量不仅守恒，且系统动量均为零，得 

fc + /i = A /+//=0 


fc'，i V 是 /2 + fx 2 c 2 ) ^ 

一 (IBs 4~ Ip) 

— \_k 2 — (^ 2 + ^ 2 )] — [_k 2 — (k 2 + m 2 c 2 )'] 


k f , i \/ k f2 + mV 2 


(Ilk 2 H~ 


+ 2 Hk • Ip) 


5 












- (Is 2 + Ek， 2 — 2 
= - lk 2 - a 2 + // V 2 )] - ik t2 - ( k ,z + ^ 2 >] 

{k 2 + 〆〆）（〆 + ^ 2 c 2 ) 


rnmm 


- (Ek-lkO 2 








= 2fx z c 2 + 2A: • f — 2 V( 々 2 + A 2 )(^ 2 + aV) 

(Ik 2 + lf /2 - 2 


W ) 


— (Elk — Ijp’） 2 

=~ Ik 2 - ik 2 + ^c 2 )] - [_k f 


U 








( k f2 + 


)] 


me 
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肇 




k r — V (k 2 + /^ 2 c 2 )(k f2 + m 2 c 2 ) 




2 v (^ 2 + ju 2 c z )(k f2 + m 2 c 2 ) 


jli 2 c 2 + m 2 c z 一 2k • k f 






为了阐明5、〖和^的物理意义,改写为 


5 


C 


可见， cb 是在动量中心参考系中做弹性散射的两粒子系统的总能量的平方. 

- {k 1 - k) 2 + 

t 是在两粒子弹性散射时，静止质量为 A 的粒子在弹性散射过程中四维动量的增量的平 
方的负值. 




- a f + ky + 


u 




2 


=-(- k f - k ) 2 + 


是静止质量不同的两粒子在弹性散射前后四维动量的改变量的平方的负值. 

其实，从定义式即能说明这样的物理意义. 

是粒子物理中处理两粒子弹性碰撞常用的具有洛伦兹不变性的量，称为孟德斯 


U 


s 、 t、u 


坦变量. 


(3) 两粒子发生弹性散射，/?=0, 


由四维动量守恒， 


+ Ip = Ilk 7 + lp f , 

— (Is + Ip) 2 = — Ik 2 — Ip 2 — 213k 

- Ik 2 - (k 2 + A 2 )] - (- rn 2 c 2 ) 
= ^ 2 c 


Ik 一 hi f = 


’ 一 Ip 


s 








+ m 2 c 2 — 2mE 




所以 


E 




2 m 


二一 (Ilk — Ep ; ) 

= \_k iZ — {k f6 + /^ 2 c 2 ) J —( — 


(Ik' — Ip) 2 = — Ilk’ 


+ 213k’ 


u - 








) + 2 


k f2 + fJL 


me 


me 


c 


+ m 2 c 2 — 2mE f M 


= jrc 


所以 


E \,= 




2m 


I13k ,2 + 2 


(is - Mk 1 ) 


Ilk' 






— 2j^ 2 c 2 -\- 2k * k f — 

= 2fi z c z + 2kk f cosd 


E M E f M 


2 


C 


t - 2" 2 c 2 + ~ E , E f , 
ch - 2 ju 2 c a + 2 E M E f M 


COS 卜 m 


2V(^-//V)(£ 

将心与 s 的关系，五与 ^ 的关系代入上式，即得 cosd 与 s 、 t 、 u 的关系，经计算可得 


M 


cosd — 
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2 




2 




2户 


£ 




4 




2 




2 


2 




2 -ft 


£ 




K 


剑 30 位资深教授合作的结晶 

150 位高才也的灵性显瑰 


m 


- ■ Jlh ■ 


《物理学大题典》是中国科学技术大学 30 位资深教授长期品力合作的成果这套太 
型大学物理题解丛书的前身是在中国物理学界久负盛名的《美国物理试题与解答》丛 
书（(美国物理试题与解答》是 CUSPEA 项目的成果.内容主要是美国名牌大学研究生 

院的入学试题解答 B 本次修订工作历时近2年.丛书除继续涵盖力.热、光， 

物理到四大力学全部基础物理学内容之外.还包括了原子核物〗 f 、 粒子物理 
物 I 理，等离子体物理.大体物理，激光物理，杲子光学 和星子 信息物理等内 
涵盖了当前综合性大学全部本科物理课程的内容本次修订补充了近年美国的考题 
中国的考题和俄罗斯等国的考题，也有一些题 B 源自编委们的科研工作成 

《物理学大题典》以先进的教育理念为指导/注重物理，注重学科交叉.注重与科 

是物理系师生的必备_书. 


近代 




态 


大体 


ZZ 


研结合.富于~当代感~ 


力学 


F 册 （1 


(« 光学》 


《电碰学与电动力学》 

M 原了业原 F 与相对论物 m 学》 ❻《热学热力学统计物理》 

i 《童子力学》 ❼：固休物理及物埋 M 测设》 


0 2243 JHII1 


ISBU 7 - 03 - 015494*0 


1SIJN 7-03-015444-(1 

U — — ■ - — — S ；_ _1 …二 -1 -5 - 2 ® _ 

定价 s 98,00 ;l 


787030' 154941 
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